Un  problema di ottimizzazione:

Problema (massimo ricavo):

Un reparto industriale produce due diverse merci che indicheremo con M1 e M2. Le materie prime che sono alla base della produzione di entrambe sono A e B. In particolare, ogni unità di merce M1 richiede per la sua produzione 3 unità di A ed 1 di B ed ogni unità di merce M2 richiede 2 unità di A e 2 di B.  Supponiamo che il ricavo R1 (espresso in centinaia di migliaia di euro) per ogni unità di merce M1 sia 1,5 e il ricavo R2 per ogni unità di merce M2 sia 2. Supponiamo, inoltre, che la disponibilità che abbiamo della materia prima A sia pari a 800 unità, mentre di B sia pari a 400. Determinare la quantità di produzione x della merce M1 e la quantità y della merce M2 in modo che sia reso massimo il ricavo, supposto che le materie prime impiegate non possono eccedere le disponibilità indicate.

È possibile sintetizzare i dati del problema nella forma seguente:

	
	A


	B



	Disponibilità complessiva


	800


	400


	
	Quantità di A
	Quantità di B
	Ricavo 

(in centinaia di migliaia)

	Per ogni unità di M1
	3
	1
	1,5

	Per ogni 

unità di M2
	2
	2
	2


Il primo passo per pervenire alla soluzione del problema consiste nello scrivere il sistema di disequazioni che esprime i vincoli definiti dalle relazioni tra i dati; nel nostro caso si ha:

primo vincolo:

la disponibilità totale della materia A è di 800 unità; ogni unità di merce M1 richiede per la sua produzione 3 unità di A e ogni unità di M2 richiede 2 unità di A, perciò deve essere:  
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secondo vincolo:

la disponibilità totale della materia B è di 400 unità; ogni unità di merce M1 richiede per la sua produzione 1 unità di A e ogni unità di M2 richiede 2 unità di B. perciò deve essere:  
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terzo vincolo:

affinché le soluzioni abbiano senso le quantità x e y devono essere non negative: 
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l’insieme dei vincoli viene dunque espresso dal sistema 


(1)         
[image: image4.wmf]0

0

400

2

800

2

3

³

³

£

+

£

+

y

x

y

x

y

x


Il secondo passo consiste nell’individuare la funzione da ottimizzare (cioè da rendere massima o minima); nel nostro caso la funzione è 
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dove con R indichiamo il ricavo totale. Osservate che i coefficienti di x e y sono rispettivamente 1,5 e 2 poiché questi sono i ricavi unitari per M1 e per M2 (come da tabella n°2). R rappresenta proprio il valore che vogliamo massimizzare. Pertanto chiameremo la (2) che associa ad ogni coppia di valori (x,y) un determinato ricavo, funzione obiettivo.

Il terzo passo consiste nel rappresentare nel piano cartesiano le disequazioni del sistema (1) che in generale individueranno una regione piana poligonale. Nel nostro caso le equazioni individuano una regione quadrilatera chiusa. Deve essere chiaro che ogni punto (x,y) appartenente alla regione rappresenta una situazione possibile di produzione. Ad esempio, il punto P(50, 100), interno alla regione rappresenta la situazione di produzione 

50 unità di merce M1 e 100 unità di merce M2

x= 50 e y=100

P(50, 100) rappresenta una delle situazioni possibili; sono infatti rispettati tutti i vincoli 
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Al contrario il punto Q (300,200), esterno alla regione, non rappresenta una situazione di produzione realizzabile (le materie prime superano la disponibilità!)

L’ultimo passo consiste, infine, nel rappresentare nel piano cartesiano  opportune rette parallele alla retta di equazione 
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Ovvero, risolvendo rispetto a y: 
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ottenuta dalla funzione obiettivo (2) ponendo R=0.

Cerchiamo di capire perché. La retta (3) è quella i cui punti (x,y) forniscono un ricavo nullo; è questa , naturalmente, una situazione limite che consideriamo per comodità (si noti che la retta in questione ha solo l’origine in comune con la nostra regione). Dovremo ora far crescere gradualmente il valore di R (cioè il ricavo), considerando ogni volta la retta corrispondente.

Se ad esempio R = 300 (ricavo di 30 milioni di euro) la retta da tracciare è quella di equazione
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o, risolvendo rispetto ad y
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Come si vede dalla figura, esistono infiniti punti di questa retta che appartengono alla nostra regione (corrispondenti tutti al ricavo di 30 milioni). Fate attenzione: i punti che ci interessano sono quelli corrispondenti a situazioni possibili di produzione, appartenenti quindi sia alla retta (4) sia alla regione quadrilatera. Osservate inoltre che le rette di equazione (3) e (4) sono parallele avendo lo stesso coefficiente angolare. 
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Possiamo ora considerare rette con R crescente (ricavi crescenti), tutte evidentemente parallele, fino a raggiungere la situazione ottimale in cui R è massimo e l’intersezione della retta con la regione è non vuota. Ciò avviene, nel nostro caso, quando la retta interseca il vertice C di coordinate (200, 100). Nel vertice C il ricavo è dato da ( sostituendo le coordinate della C nella (2)):
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Abbiamo, dunque, determinato le quantità di produzione 
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che forniscono la situazione di massimo ricavo complessivo (50 milioni). Osservate inoltre che la soluzione (x,y) del problema si trova sulla frontiera della regione quadrilatera e in particolare coincide con un vertice. 
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Con l’aiuto del software Excel è stato possibile effettuare interessanti simulazioni che aiuteranno i ragazzi a interagire con il modello matematico precedentemente illustrato.

SimulazioniExcel2
I problemi finora esaminati ci fanno riflettere sul fatto che le soluzioni di un problema di ottimizzazione possono determinarsi facilmente se le disequazioni che esprimono i vincoli e la funzione obiettivo:

· contengono due incognite;

· sono di tipo lineare.

In questo caso come si è visto, è possibile individuare una regione piana i cui punti (x,y) rappresentano situazioni ammissibili rispetto ai vincoli. Le situazioni ottime saranno rintracciabili muovendo la retta obiettivo parallelamente a se stessa. Il problema diventa più complesso se le incognite coinvolte sono più di due. Più difficili sono, invece, i problemi di ottimizzazione in presenza di equazioni e disequazioni non lineari (quando cioè alcune incognite compaiono con grado maggiore di 1). Si tende, perciò, a privilegiare una rappresentazione della realtà con modelli lineari, essendo disponibili in questo caso tecniche e metodi generali di risoluzione gestibili da un elaboratore (programmazione lineare). Questo primo problema ci ha fornito un semplice esempio di modellizzazione lineare di una situazione reale (sia i vincoli della produzione che la funzione obiettivo sono di tipo lineare). Come ultima importante considerazione vogliamo farvi notare che la risoluzione di problemi di programmazione lineare in due incognite ( gestibili quindi nel piano) ci porta a considerare punti sulla frontiera della regione piana poligonale individuata dai vincoli. Le soluzioni possono coincidere con i vertici della poligonale (problema 1 e esercizio 1) oppure, possono collocarsi sul contorno (esercizio 2). 


Verifica formativa

Esercizio 1:

Determinare massimo e minimo della funzione obiettivo F=y-2x 

soggetta ai vincoli:        
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Esercizio 2:

Considerando gli stessi vincoli dell’esempio precedente, calcoliamo massimo e minimo della funzione obiettivo  F=y-x. 

P . .





Q . .





y = - ¾ x +150





y = - ¾ x





y = - ¾ x +250





y = - ¾ x +150





y = - ¾ x








Modello lineare








Insieme di vincoli espressi da disequazioni lineari





Funzione obiettivo


           (equazione lineare)





Regione piana poligonale





Fascio di rette parallele
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