
PROVA SCRITTA FONDAMENTI DI ANALISI
MATEMATICA 2

Esercizio 1. Si mostri che le funzioni

{1, cos 2πnx, sin 2πnx}n∈N

sono un insieme ortogonale in L2([1, 2]). Dopo averle normalizzate, si
calcolino i coefficienti di Fourier della funzione f(x) = x2 rispetto a
questo insieme ortonormale.

Esercizio 2. Si consideri nello spazio di Hilbert

`2 =
{
x = (xk)k∈N

∣∣ ∑x2
k < +∞

}
l’operatore

`2 3 x 7→ Tx ∈ `2, (Tx)k = e−kxk.

Si mostri che tale operatore è ben definito, lineare e limitato e se ne
calcoli la norma.

Si mostri poi che se xn ⇀ 0 (cioè xn converge debolmente a 0) allora
xn converge fortemente a zero.

Se ne deduca che tale operatore manda successioni debolmente con-
vergenti in successioni fortemente convergenti.
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