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10 LUGLIO 2017
Svolgere i seguenti esercizi,

giustificando pienamente tutte le risposte.

Sui fogli consegnati vanno indicati: nome, cognome, matricola e gruppo di appartenenza.
Non ¢ necessario consegnare la traccia.

Esercizio 1. Dare la definizione di reticolo complementato.

Esercizio 2. Per ciascuna delle uguaglianze qui elencate caratterizzare gli interi m per i quali essa
si verifica.
(&) Bl + 5l = (17} (i) Bl (5] = [1]
(@) [Blm - [Blm = [B]m — [5]m; (iv) [5]m = [3],-

Esercizio 3. Sia S un insieme.

(1) (P(S), ) e un gruppo abeliano; qual ¢ il suo elemento neutro?
(77) E se X € P(9), qual ¢ il simmetrico di X in (P(5),4)?
(77i) Quali elementi di P(S) sono cancellabili rispetto a A7 E quali rispetto a U?
Ricordando questi risultati, fissato un A € P(S), si consideri 'operazione binaria * in P(S) definita
da: per ogni X,Y € P(95),
X*xY=XarYarA
(iv) * & associativa? E commutativa?
(v) (P(9),*) ha elemento neutro? Se lo ha, quali sono i suoi elementi simmetrizabili?
(vi) Se A# @ ea € A, l'insieme B ={X € P(S) | a € X} ¢ chiuso rispetto a *?

Esercizio 4. Si consideri I'applicazione f: (a,b) € Z x Z — a + b* € Z; sia ~ il suo nucleo di
equivalenza.
(1) f ¢ iniettiva?
(13) f & suriettiva?
(73) Descrivere esplicitamente gli elementi di [(0,0)]~.
(iv) Verificare: (Vb € Z)(3la € Z)((a,b) € [(1,0)]~), descrivendo in modo esplicito un tale a in

dipendenza da b.
Sia o la relazione d’ordine definita in N x N ponendo, per ogni z,y € N x N,

roy < (x=yV [f(z) < [f(y)
(v) Determinare in (N x N, o) gli eventuali elementi minimali, massimali, minimo, massimo.
(vi) Descrivere i minoranti e i maggioranti di X = {(0,1),(1,0)} e individuare, se esistono (o
spiegare perché non esistono) inf X e sup X in (N x N, o).
(vii) (N x N, o) € un reticolo?
(viig) Sia Y = {(0,0),(0,1),(1,0),(0,3),(5,2),(5,3)}. Disegnare il diagramma
di Hasse di (Y, 0) e stabilire se questo ¢ un reticolo. Nel caso, (Y,0) ¢
distributivo? E complementato?
(iz) Trovare un sottoinsieme W di N x N tale che |W| = 8 e (W, o) abbia il
diagramma di Hasse disegnato a destra. Decidere se (W, o) ¢ un reticolo
e se e isomorfo a (P(S), C) per qualche insieme S di cardinalita 3.

Esercizio 5. Determinare I'insieme 7' dei primi p tali che il polinomio f, = 23— 1?+ 2241 € Z,[z]
ammetta —2 come radice. Per ogni p € T', scrivere f, come prodotto di polinomi monici irriducibili
in Z,|x].



