
grafico della relazione ≤ in {1,2,3}
1 2 3

1 • • •
2 • •
3 •

grafico della relazione < in {1,2,3}
1 2 3

1 • •
2 •
3

\text{grafico della relazione $\le$ in \set{1,2,3}}\\[6pt]\rule{14mm}{0pt}
\def\x{$\bullet$}
\begin{tabular}{c|c|c|c|}
 &1&2&3\\\hline
 1&\x&\x&\x\\ \hline
 2&&\x&\x\\\hline
 3&&&\x\\\hline
\end{tabular}

∀a ∀ρ ∈ OL(a) ∀σ ∈ OS(a)

definiamo ρ�=,σ= ∈ Rel(a) ponendo: ∀x, y ∈ a
x ρ�= y ⇐⇒ (x ρ y ∧ x �= y)
x σ= y ⇐⇒ (x σ y ∨ x = y)

Allora ρ�= ∈ OS(a) e σ= ∈ OL(a).



Schema dimostrazione:

Per ogni ρ ∈ OL(a), σ ∈ OS(a) :
se ρ# è il grafico di ρ, quello di ρ�= è ρ# �Δa,
se σ# è il grafico di σ, quello di σ= è σ# ∪Δa.

Allora: il grafico di (ρ�=)= è (ρ# �Δa) ∪Δa = ρ# ∪Δa = ρ#, quindi (ρ�=)= = ρ;
similmente, il grafico di (σ=)�= è (σ# ∪Δa)�Δa = σ# �Δa = σ#, quindi
(σ=)�= = σ.

Le applicazioni
ρ ∈ OL(a) �−→ ρ�= ∈ OS(a) e
σ ∈ OS(a) �−→ σ= ∈ OL(a)

sono biettive, una inversa dell’altra.



In (Z, · ) :
3 | 6? 3 | 7? − 1 | 7? 3 | 0?
In (2Z, · ) :
2 | 6? 2 | 8?
In (P(Z),∪ ) :
{2} | {6}? {2} | N?

(S, · ) è un monoide ⇒ |(S,·) è riflessiva.

(S, · ) è un semigruppo ⇒ |(S,·) è transitiva.

∀a, b ∈ S
�
a ∼ b ⇐⇒ ((a | b) ∧ (b | a))

�

(se a ∼ b si dice che a e b sono associati in S)

Sia (S, · )un semigruppo commutativo. La relazione di divisibilità in (S, · ),
indicata da | o da |(S,·), è definita dalla formula:

∀a, b,∈ S (a | b ⇐⇒ ∃ c ∈ S(b = ac))

Se (S, · ) è un monoide, la relazione di divisibilità in (S, · ) è d’ordine se e solo se
la relazione “essere elementi associati” è l’uguaglianza, cioè se e solo se
∀ a, b ∈ S (a ∼ b ⇐⇒ a = b).








