
esercizio 6:

esercizio 3



∀a ∈ S

Siano fissati un insieme S e ρ ∈ OL(S).

a è minimo in (S, ρ) ⇐⇒ ∀x ∈ S(a ρ x)

a è minimale in (S, ρ) ⇐⇒ ¬(∃x ∈ S(x ρ�= a)) ⇐⇒ ∀x ∈ S(x ρ a ⇒ x = a)

Sia ρ̄ la relazione duale a ρ

a è massimo in (S, ρ) ⇐⇒ a è minimo in (S, ρ̄) ⇐⇒ ∀x ∈ S(x ρ a)

a è massimale in (S, ρ) ⇐⇒ a è minimale in (S, ρ̄)
⇐⇒ ¬(∃x ∈ S(a ρ�= x)) ⇐⇒ ∀x ∈ S(a ρ x ⇒ x = a)

si dice anche “rispetto a ρ” invece che “in (S, ρ)”

NB: da non confondere con la nozione di (punto di) mininimo/massimo di
una funzione tra numeri reali.

Dimostrazione: Sia a minimo in (S, ρ). Allora,
(1) a è minimale in (S, ρ)

(2) Se b è un elemento minimale in (S, ρ), allora certamente b = a.

Per dualità:
se a è massimo in (S, ρ), allora a è l’unico elemento massimale in (S, ρ).

Notazione: min(S, ρ) e max(S, ρ) indicano l’unico minimo e l’unico massimo di
(S ρ) (che, ovviamente, possono anche non esistere)

NB: Se (S, ρ) è totalmente ordinato, per ogni a ∈ S, in (S, ρ)
a è minimale se e solo se è minimo, massimale se e solo se è massimo.

Se a è minimo in (S, ρ), allora a è l’unico elemento minimale in (S, ρ)
(e quindi anche l’unico minimo).



Esempi

\\\ST09(\N,\mid_{\sscs(\N\setminus{\set 1},\cdot)})

(N, |(N,·))

(N� {1}, |(N,·))

(per ogni S:) In (S,=)

(N,≤) ha minimo: 0; non ha massimali: ∀n ∈ N(∃x ∈ N(n < x))

(Z,≤)

(P(S),⊆)

Altro esempio
ρ ∈ OL(Z), definita da: ∀a, b ∈ Z (a ρ b ⇐⇒ a ≤ b∧(a = 0 ⇐⇒ b = 0)).

In (Z, ρ), 0 è l’unico elemento minimale, l’unico
elemento massimale, non è minimo, non è massimo,
(Z, ρ) non ha minimo né massimo.

(Solo notizia; non in programma): Se (S, ρ) è un insieme ordinato FINITO, ed
a è il suo unico elemento minimale, allora a = min(S, ρ).



Teorema. Sia (S, ρ) un insieme ordinato finito non vuoto. Allora (S, ρ) ha
elementi minimali ed elementi massimali.



Intervalli e copertura

Per ogni a, b ∈ S sono equivalenti:
(1) a� b;
(2) a < b ∧ ¬(∃c ∈ S(a < c < b));
(3) a è un elemento massimale in ({x ∈ S | x < b},≤);
(4) b è un elemento minimale in ({x ∈ S | a < x},≤).

Esempi: (S,\rho).In (Z,≤) 2 è coperto da? ∀n ∈ Z, n è coperto da?

In (Q,≤) 2 è coperto da?

In (P(N),⊆), ∅ è coperto da?

Teorema. Sia (S,≤) un insieme ordinato finito, e siano a, b ∈ S. Allora
a ≤ b se e solo se esistono n ∈ N ed elementi x0, x1, x2, . . . , xn di S tali che
x0 = a,
xn = b e
∀j ∈ {i ∈ N | i < n} (xj � xj+1).

Se S è finito, � determina ≤, infatti:

Siano S un insieme, ≤ ∈ OL(S), < la corrispondente relazione d’ordine stretto,
a, b ∈ S. Come siete abituati a fare, definiamo gli intervalli (chiuso, aperto,
semiaperti) :

[a, b] = {x ∈ S | a ≤ x ∧ x ≤ b}; ]a, b[ = {x ∈ S | a < x ∧ x < b};
[a, b[ = {x ∈ S | a ≤ x ∧ x < b}; ]a, b] = {x ∈ S | a < x ∧ x ≤ b}

(si scrive anche [a, b](S,≤) per [a, b], ]a, b[(S,≤) per ]a, b] etc.)

Inoltre, diciamo che b copre a (in (S,≤)) se e solo se a < b e ]a, b[ = ∅.
In questo caso, scriviamo a� b.
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Un esempio di tipo generale

Siano (B,β) un insieme ordinato e f : A → B un’applicazione. Definiamo la
relazione binaria α in A ponendo: ∀x, y ∈ A

x α y ⇐⇒ (x = y ∨ f(x) β�= f(y).
Allora α ∈ OL(A). Inoltre:

a è minimale in (A,α) ⇐⇒ f(a) è minimale in (im f,β) e
a è massimale in (A,α) ⇐⇒ f(a) è massimale in (im f,β).



Siano (S, ρ) un insieme ordinato e X una sua parte. Un minorante di X
in (S, ρ) è un elemento di S che sia in relazione ρ con ogni elemento di X.
Indichiamo con X↓(S,ρ) (o semplicemente con X↓ se (S, ρ) può essere
sottinteso) l’insieme di questi minoranti, dunque

X↓(S,ρ) = {a ∈ S | ∀x ∈ X(a ρ x)}.

La nozione duale è quella di maggiorante. Un maggiorante di X in (S, ρ) è
un minorante di X in (S, ρ̄), l’insieme da essi formato è indicato con X↑(S,ρ)

(o con X↑), dunque

X↑(S,ρ) = X↓(S,ρ̄) = {a ∈ S | ∀x ∈ X(x ρ a)}.


