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Siano fissati un insieme S e p € OL(S5).
Sia p la relazione duale a p
Va € S
a ¢ minimo in (5, p) <= Vz € S(a px)
a € minimale in (S,p) <= —-(3x € S(x p.a)) <= Ve S(zrpa=z=a)
a € massimo in (5, p) <= a € minimo in (5,p) <= Vz € S(z pa)
a ¢ massimale in (S, p) <= a ¢ minimale in (5, p)
< (FxeSlap.z)) < VereSlapr=z=a)

si dice anche “rispetto a p” invece che “in (.S, p)”

NB: da non confondere con la nozione di (punto di) mininimo/massimo di
una funzione tra numeri reali.

Se a € minimo in (.5, p), allora a € I'unico elemento minimale in (.5, p)
(e quindi anche 'unico minimo).

Dimostrazione: Sia a minimo in (S, p). Allora,
(1) a & minimale in (S, p) : Y % ¢ S ‘Y PX/ PMJ"Q,

q«ui/vw\‘g& P9 v N=Q \Pﬂﬁp@/\,\%\;;mmﬁﬁ
(2) Se b-¢ un elemento minimale in (S, p), allora certamente b = a.
Alolor v - 9\95 IWU&*« Q\VL/\/\M/\/\/\/W@"
opb= 0=b | pde b x/\mmm@ﬁg Apdgue a<b-
Per dualita:
se a € massimo in (S, p), allora a & I'unico elemento massimale in (S, p).
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Notazione: min(S, p) e max(S, p) indicano I'unico minimo e 1'unico massimo di
(S p) (che, ovviamente, possono anche non esistere)

NB: Se (S, p) & totalmente ordinato, per ogni a € S, in (S, p)
a € minimale se e solo se € minimo, massimale se e solo se € massimo.



Esempl
(N, <) ha minimo: 0; non ha massimali: Vn € N(dx € N(n < x))
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Altro esempio

p € OL(Z), definita da: Va,beZ (apb < a<bA(a=0 < b=0)).

In (Z, p), 0 & 'unico elemento minimale, I'unico
elemento massimale, non & minimo, non € massimo,
(Z, p) non ha minimo né massimo.

(Solo notizia; non in programma): Se (S, p) € un insieme ordinato FINITO, ed
a ¢ il suo unico elemento minimale, allora a = min(S, p).



Teorema. Sia (S, p) un insieme ordinato finito non vuoto. Allora (.5, p) ha
elementi minimali ed elementi massimali.
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Intervalli e copertura

Siano S un insieme, < € OL(S), < la corrispondente relazione d’ordine stretto,

a,b € S. Come siete abituati a fare, definiamo gli intervalli (chiuso, aperto,

semiaperti) :
[a,b) ={z e S|a<zAz<b} la,b[={z € S|a<zAz <b};
[a,b]={zeS|a<z Az <b} la,bl ={zeS|a<axnz<b}

(si scrive anche [a, b](s,<) per [a,b], a, b[(s,<) per |a,b] etc.)

Inoltre, diciamo che b copre a (in (S, <)) se e solo se a < b e |a,b[ =
In questo caso, scriviamo a < b.

Per ogni a,b € S sono equivalenti:

(1) a<b;

(2) a<bA—=(Fce S(a<ec<d));

(3) a & un elemento massimale in ({z € S | z < b}, <);

(4) b & un elemento minimale in ({z € S | a < z}, <).

Esempi:

5;63
In (Z,<) 2 & coperto da? 3 Vn € Z, n & coperto da? 5(%0 &Q, N <+ L v
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In (Q, <) 2 ¢ coperto da N\[/&S(A/V\ [Qe_/vv\w\' VQ_ x[) C@ ( (Q— ( L) )
In (P(N),C), & & coperto da? %—‘u\'ﬁ ﬂ g&’\ { hMlﬂ[ MA @W/\
0y N

Se S e finito, < determina <, infatti:

Teorema. Sia (S, <) un insieme ordinato finito, e siano a,b € S. Allora

a < b se e solo se esistono n € N ed elementi xg, z1, 29, ...,x, di S tali che
Zo = a,
z,=b e

Vie{ieN|i<n} (z; <zjp1).
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diagrammi di Hasse
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(P(5), <)

S=o |S‘:1 52{1,2} 52{17273}
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Div(n) = {d € N|d|n} (& lintervallo [1,7] in (N,]|))

{2,3}



Un esempio di tipo generale







