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Introduzione

Nel biennio delle scuole superiori si presenta il rischio molto concreto  di forme di apprendimento meccanico-mnemonico che vuotano di significato il formalismo della matematica (per esempio il formalismo algebrico) e rendono vano il tentativo di mettere l’allievo in grado di risolvere problemi non meramente ripetitivi (problem solving). L’algebra tradizionalmente insegnata nei primi due anni della scuola superiore, infatti,  si fonda su un decisivo passaggio di astrazione: da un ambiente operativo concreto (nella scuola media si opera prevalentemente su numeri e con un basso livello di formalismo), ad un ambiente operativo simbolico, dove l’allievo utilizza variabili per calcolare, risolvere problemi, modellizzare situazioni. Affinché le tecniche algebriche non rimangano una vuota formalizzazione è necessario che l’allievo sia in grado (o meglio, sia messo in grado!) di utilizzare agevolmente il simbolismo astratto per generalizzare situazioni concrete. Pertanto ritengo che l’introduzione di  un laboratorio di matematica che presenti esercizi di algebra come modelli matematici di situazioni reali, sia, da una parte, un valido supporto per una reale comprensione della manipolazione dei simboli e, dall’altra, stimoli l’interesse degli allievi che, con la contestualizzazione di taluni esercizi, vedono gli oggetti astratti della matematica prendere forma nelle situazioni reali appartenenti all’esperienza comune. L’idea è quella di abituare l’allievo a concretizzare concetti algebrici, sperimentare soluzioni, scoprire proprietà, avvalendosi anche dell’ambiente grafico fornito dai sw Excel e Derive (che possiamo idealmente immaginare come un piano cartesiano), il tutto cercando di non dare mai per scontati processi di maturazione e stili di ragionamento che richiedono, invece, gradualità ed esemplificazione. Si intende proporre un’attività laboratoriale durante la quale l’insegnante, dopo aver proposto alcuni problemi esemplificativi, segue gli allievi nella loro fase operativa prestando particolare attenzione al loro processo di apprendimento. E’, inoltre, importante osservare che l’attività di laboratorio con lavoro di gruppo e approccio problem solving fa nascere in maniera naturale la discussione matematica tra gli allievi innescando molti altri spunti di riflessione che l’insegnante attento potrà sfruttare per introdurre nuovi argomenti o per verificarne l’apprendimento o, ancora, per approfondirli! 

Naturalmente, questa proposta non è che una delle possibili!      

	Prerequisiti
	Riferimento cartesiano; concetto di proporzionalità diretta e proporzionalità inversa; principio di identità dei polinomi, fattorizzazione di polinomi mediante prodotti notevoli; metodi risolutivi di equazioni disequazioni e sistemi lineari.

	Obiettivi
	Formativi: saper razionalizzare situazioni complesse e risolvere problemi reali applicando il metodo scientifico.

	
	Cognitivi: sintetizzare la realtà riconoscendone le caratteristiche essenziali, (quali incognite e parametri invarianti); relazionare le grandezze significative del problema che si vuole risolvere. 

	
	Operativi: saper schematizzare (con una rappresentazione tabellare o con altra forma rappresentativa) un problema assegnato in forma testuale; saper riconoscere il modello matematico più appropriato utilizzando, in particolare, l’algebra e le rappresentazioni grafiche; esplorare metodi risolutivi alternativi valutandone vantaggi e svantaggi; utilizzo dinamico del piano cartesiano.

	Contenuti
	Schematizzazione e modellizzazione matematica di semplici problemi traducibili algebricamente con equazioni, disequazioni e sistemi lineari ad una o due incognite. 

Problemi di massimo e minimo per funzioni lineari (Concetto di funzione obiettivo).

 

	Fasi e tempi
	Tali argomenti sono di particolare interesse sia per un I che per un II anno di un qualsiasi istituto superiore. L’attività è stata proposta al II anno del liceo scientifico ed è stata suddivisa in diverse fasi così pianificate:

FaseA:

Laboratorio………………………………….h

Verifica………………………………………..h

FaseB: 

Laboratorio…………………………………. h

Verifica………………………………………….h

FaseC: 

Laboratorio…………………………………. h

Verifica………………………………………….h

Totale………………………………………..h

	Materiali
	Libri di testo, schede di lavoro per gli allievi, schede di servizio per l’insegnante, software didattici informatici (Excel, Derive).



	Metodologie
	Scoperta guidata e Problem Solving



	Collocazione nel curricolo
	II quadrimestre del II anno




Fase A :

Schematizzazione di semplici problemi traducibili algebricamente con equazioni, disequazioni e sistemi lineari ad una o due incognite.

Laboratorio

Ci occuperemo ora di due problemi, il primo preso dalla fisica e il secondo dalla chimica, che consentiranno alla classe di capire come un sistema di equazioni possa rappresentare una “spiegazione” di un fenomeno naturale per mezzo di un modello matematico. Un modello matematico permette di simulare e/o prevedere l’evoluzione di un fenomeno.

Problema (fisica):

Consideriamo due automobilisti, A e B; distanti d l’uno dall’altro. Nello stesso istante iniziano a muoversi su una traiettoria rettilinea con versi opposti; la velocità di A è v1 e quella di B è v2 , supposte entrambe costanti. 

Dopo quanto tempo e a che distanza dai rispettivi punti di partenza i due automobilisti si incontreranno?
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Per impostare il sistema supponiamo che sia t il tempo impiegato dalle due vetture per incontrarsi; naturalmente, le distanze percorse al momento dell’incontro non saranno uguali poiché dipendono dalle singole velocità. 

Lo spazio percorso da A sarà:
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quello percorso da B:


[image: image2.wmf]t

v

s

×

=

2

2


Sappiamo inoltre che deve essere
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Ricordiamo che la velocità delle due vetture è supposta costante e quindi il loro moto sarà un moto rettilineo uniforme!

Si perviene, quindi, al seguente sistema di tre equazioni nelle tre incognite s1, s2 e t:
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Risolvendo per sostituzione si ha:
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All’istante di tempo così determinato le due vetture si incontreranno e la vettura A avrà percorso un tratto pari ad s1 mentre s2 sarà il tratto percorso da B. Con l’aiuto del software Excel è stato possibile effettuare interessanti simulazioni che aiuteranno i ragazzi a interagire con il modello matematico precedentemente illustrato.

simulazioniExcel1
Problema (chimica):

Il ferro reagendo con il cloruro ferrico forma il cloruro ferroso:
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Fe + FeCl3              FeCl2
La reazione non tiene conto però del principio di Lavoisier che afferma che il numero di atomi a sinistra della freccia deve essere uguale al numero di atomi a destra (Bilanciamento di una reazione chimica).

Nel nostro caso, infatti, a sinistra abbiamo 2 atomi di Fe e 3 di Cl mentre a destra sono presenti un atomo di Fe e 2 di Cl; occorre bilanciare questa reazione!!!

Supponiamo che siano x, y e z i coefficienti della reazione bilanciata:
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Dovrà dunque essere 
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3y=2z                      per il bilanciamento del cloro

Si perviene al sistema:
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x+y=z

3y=2z

da cui le soluzioni in funzione di z sono:
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Il sistema ammette, dal punto di vista matematico, infinite soluzioni, dato che il valore di z è arbitrario; d’altra parte, da un punto di vista chimico, è opportuno determinare un valore intero di z tale che x e y siano interi e il numero di atomi coinvolti nella reazione sia minimo: 

· poiché x deve essere un intero per la (*)  z deve essere un multiplo del denominatore (3);

· poiché y deve essere un intero per la (**) z deve essere un multiplo del denominatore (3);

si conclude che z deve essere il m.c.m. (minimo comune multiplo) tra i denominatori! 

Pertanto si ha la soluzione:

x=1 ; y=2 ;  z=3

la reazione bilanciata sarà:
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Il problema dell’Asino e del Mulo.

Un asino e un mulo viaggiano insieme, portando carichi di sacchi di grano per alcuni mezzi quintali ciascuno.

L’asino rivolgendosi al mulo dice: 

“Se mi dai ½ quintale del tuo carico il mio sarà doppio del tuo”  (*)

Il mulo risponde all’asino:

“Se, invece, dai tu a me ½ quintale del tuo carico il mio sarà il triplo del tuo”. (**)

Quanto carico portano i due animali?

La classe è stata divisa in tre gruppi ognuno dei quali doveva affrontare il problema utilizzando diversi metodi, più precisamente: il primo gruppo attraverso strategie algebriche, il secondo con strategie grafiche ed il terzo con strategie alternative (per tentativi, ragionamento ingenuo, etc. etc.). I gruppi si sono formati in maniera autonoma, ogni allievo ha scelto con chi voleva lavorare e su quale metodo.  

Strategie algebriche

Chi ha scelto questa strada ha risolto il problema attraverso l’utilizzo di un sistema di due equazioni, una che traducesse quello che l’asino dice al mulo e un’altra ciò che egli gli risponde.

Un esempio di sistema utilizzato è il seguente:
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La cui soluzione è:


[image: image10.wmf]10

13

=

m



[image: image11.wmf]10

11

=

a


In questo caso, anche se tutti quanti hanno saputo affrontare e risolvere il problema, sono sorte, comunque, delle difficoltà inerenti sopratutto la scelta dell’unità di misura e quella delle incognite (utilizzare x,y; A,M o qualcos’altro!!!); il ½ quintale che compare nel testo ha portato un po’ di disorientamento non solo nel contenuto ma anche nell’interpretazione algebrica. Inoltre, per alcuni è stato difficile intuire che, nell’impostazione delle singole equazioni del sistema, il ½ quintale che si aggiunge ad un animale si deve sottrarre all’altro.

Strategie grafiche

È da sottolineare che nel corso della prima lezione in cui è stato mostrato il problema nessuno ha presentato un approccio grafico, chiunque, infatti, che fosse stato assegnato a questo gruppo, si è, seppure dopo diversi tentativi, rifugiato nella più confortevole risoluzione algebrica!!!

Di seguito sono riportate tutte le strategie grafiche presentate in classe. Si osserva che in alcune di queste è stato utilizzato un metodo misto grafico-algebrico o grafico-analitico o simbolico-iconico.  

Approccio grafico-analitico.

Le proposizioni (*) e (**) esprimono delle relazioni tra il carico del mulo e quello dell’asino che possono essere espresse con un legame funzionale. Ad ogni funzione corrisponde graficamente una retta e la soluzione grafica sarà rappresentata dall’intersezione delle due rette. 

Riferendoci al sistema (1) 

· dalla prima equazione si ha: 
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 e al variare di m si trovano dei valori per a.

· dalla seconda si ha: 
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 e al variare di a si trovano dei valori per m.

schematizzando i risultati ottenuti in due tabelle in croce si ha:

	Ia Tabella: a in funzione di m
	
	IIa Tabella: m in funzione di a

	m
	a
	
	a
	m

	0
	-1,5
	
	0
	-2

	1,5
	1,5
	
	1,5
	2,5

	2
	2,5
	
	2
	4

	2,5
	3,5
	
	2,5
	5,5

	3
	4,5
	
	3
	7

	3,5
	5,5
	
	3,5
	8,5


Riportando i valori su di un piano cartesiano ortogonale otteniamo due rette che si incontrano in un punto le cui coordinate rappresentano la soluzione del nostro problema (vedi figura 1). 

Simulazione Excel

[image: image14.emf]confronto asino/mulo

-4

-2

0

2

4

6

8

10

12

-202468

asino

mulo

asino

mulo

incontro


Fig.1: il problema dell’asino e del mulo.

Osservazioni:

· Il passaggio dai punti dati elencati nella tabella al grafico di una retta non è banale, infatti è utile osservare che:

· Tracciando la retta passante per i dati punti si passa dal discreto al continuo.

· Tracciando la retta passante per i punti noti si è scelta una funzione lineare come curva interpolante i dati calcolati e quindi si è riconosciuto nell’equazione una funzione lineare che lega le variabili in gioco. 

· Analizzando un’equazione per volta e facendo variare una variabile per volta in funzione dell’altra si riproduce ciò che facciamo nella vita di tutti i giorni: affrontiamo un problema alla volta!!!! 

Commenti:

Questo approccio, cogliendo del problema l’aspetto variazionale e dinamico, offre importanti spunti di riflessioni e approfondimenti relativi ai concetti matematici di discreto/continuo, previsioni e modelli, proporzionalità diretta e inversa. Altri spunti di riflessione si potrebbero trarre analizzando il grafico cartesiano. Ad esempio, si può osservare che se le due rette si fossero incontrate in un punto non appartenente al primo quadrante, il problema matematicamente avrebbe ancora avuto soluzione, ma considerato il contesto specifico del nostro problema, tale soluzione matematica non sarebbe stata accettabile, perché? E quale situazione reale corrisponde al grafico di due rette coincidenti?

Approccio grafico-algebrico.

Questo approccio si basa sul concetto di invariante. Si può osservare, infatti che indipendentemente da come il carico dell’asino e del mulo è distribuito, se si considera il carico complessivo esso non cambia. Si dice, allora, che il carico complessivo è un invariante. Detto ciò, è possibile rappresentare graficamente le situazioni raccontate dal problema utilizzando un diagramma a torta; di volta in volta affettando la torta si individuano due parti complementari una relativa al carico dell’asino e l’altra relativa al carico del mulo. Mettendo insieme le possibili suddivisioni della torta si individua la fetta elementare costituente i due carichi in oggetto. La procedura è di seguito illustrata passo dopo passo.

1O Passo: 

Indicando con C(A) il carico dell’asino e con il C(M) quello del mulo, la situazione (*) può essere così tradotta: 

C(A)=2C(M)

Riferendoci alla torta essa viene divisa in 3 parti uguali ognuna pari a C(M) (2 per l’asino ed una per il mulo).

2O Passo:

Si considera quello che il mulo risponde all’asino e con lo stesso simbolismo utilizzato prima la situazione (**) può essere così tradotta:

C(M)=3C(A)

Riferendoci alla torta essa viene divisa in 4 parti uguali ognuna pari a C(A) (3 parti per il mulo ed 1 per l’asino).
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3O Passo:

Ma la torta è sempre la stessa (il carico totale è invariante!) e quindi dovrà essere suddivisibile sia in tre parti uguali sia in quattro parti uguali. Sovrapponiamo le due torte precedenti e vediamo quanto deve essere grande ogni fetta della torta affinché sia così suddivisibile.  
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Resta, così, individuata una fetta (la fetta gialla!) più piccola delle precedenti; tale fetta rappresenterà la nostra unità di misura per suddividere adeguatamente la torta.

4O Passo: 

Presa la fetta gialla come fetta elementare, la torta viene suddivisa in 12 fette uguali. Si osservi che il numero 12 di fette in cui viene suddivisa la torta è il minimo comune multiplo del il numero di fette (3 e 4) in cui la trota era stata precedentemente suddivisa. 
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5O Passo: calcolo della fetta elementare.

Osservato che secondo questa nuova suddivisione della torta, il carico dell’asino al passo 1 sarà pari a 8 fette gialle, mentre al passo 2 sarà pari a 3 fette gialle (la differenza è di 5 fette gialle!), quello del mulo, invece, al primo passo sarà pari a 4 fette gialle, mentre al secondo passo sarà pari a 9 fette gialle (la differenza tra i due passi è di 5 fette gialle!). Non ci resta che scoprire quanto pesa ogni fetta gialla! La differenza nella distribuzione del carico tra il primo passo e il secondo è di 5 fette gialle e dal testo sappiamo che c’è uno spostamento complessivo di 1 quintale. Al fine di trovare la soluzione numerica, si è ricorso alla seguente equazione algebrica:

5 f = 1 q

f = 1/5 q

dove f indica il peso della fetta gialla e con q indica i quintali. 

6O Passo: calcolo dei carichi.

Sapendo che ½ q = 5/2 f, si ha che: 

C(A) = 8 f - 5/2 f = 11/2 f= 11/10 q
C(M) = 4 f + 5/2 f = 12/2 f= 13/10 q.

Commenti:
L’analisi del problema per invarianti con l’ausilio del diagramma a torta ha permesso di risolvere il problema con pochi e semplici calcoli algebrici, ma si poteva fare di più! Si poteva infatti non ricorrere affatto a calcoli algebrici riconoscendo nella torta divisa in dodici parti uguali una modellizzazione matematica del quadrante di un orologio (vedi il prossimo approccio)! 

Approccio grafico.
Questo ultimo approccio risolutivo è stato presentato dal professore e si basa su due riflessioni principali:

· il carico totale dei due animali è un invariante;

· un diagramma a torta suddiviso in 12 parti uguali è assimilabile al quadrante di un orologio;
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Sovrapponendo le due figure ci si rende conto che la parte ballerina, è uguale ad 1 quintale ed è rappresentato esattamente da 25 min, infatti si ottiene un grafico come il seguente:

[image: image19.png]10

11

12

5

N




Dividendo il quintale in 5 parti uguali si ottiene il valore di ogni singolo spicchio di orologio e da questo si possono calcolare, con semplici calcoli aritmetici i valori cercati.

Commenti:

Questo approccio risolutivo ha evidenziato più di altri che la complessità del problema non era affatto nei calcoli. Facendo un appropriato uso di rappresentazioni grafiche e analogie con oggetti e situazioni dell’esperienza comune è possibile risolvere il problema con semplici calcoli aritmetici. 

Si evidenzia, inoltre, la stretta relazione che intercorre tra la matematica e gli oggetti di uso comune riconoscendo la matematica come utile strumento per modellizzare la realtà. Tutto ciò suggerisce una interessante attività di ricerca di quegli oggetti del nostro quotidiano nei quali riusciamo a leggere “con occhi nuovi” (ovvero, alla luce di questa esperienza!) un legame stretto con la matematica. 

Approccio simbolico-iconico.

In questo caso, la formalizzazione algebrica del problema è stata tradotta  con dei simboli iconici colorati e simpatici. Il carico di ogni animale è statao rappresentato con una torta di diverso colore ed il mezzo quintale che si sposta da un carico all’altro è stato rappresentato con una fetta.
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Analizzando prima situazione (*) il problema espresso con icone risulta formulato così:
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levando una fetta da entrambe i membri di queste espressioni grafiche si ha:
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Confrontando la seconda espressione grafica con la prima si ottiene: 
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La prima espressione equivale a:
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e ancora
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da cui si ottiene 
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Analogamente, si ottiene il numero di fette che compongono il carico del mulo:
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Ricordando che la fetta gialla rappresenta ½ quintale si arriva alla soluzione del problema.

Commenti:

Il metodo di risoluzione appena esposto è una simpatica traduzione di un  sistema matematico di equazioni con simboli iconografici, le sottrazioni/addizioni vengono effettuate levando/aggiungendo alle torte delle fette. Alla fine vengono introdotti anche i simboli delle operazioni matematiche ottenendo una simbologia mista iconico/algebrica che risulta ancora coerente e permette di giungere alla la soluzione numerica.

Strategie alternative

L’approccio che verrà esposto di seguito è incentrato su un procedimento per tentativi. Dopo aver letto con attenzione il testo, si è concluso che la somma dei due carichi è costante e che gli scambi fra i due animali sono di ½ quintale alla volta; di conseguenza, i due animali, visto che hanno la possibilità di scambiarsi ½ q, portano sicuramente ciascuno un carico iniziale non inferiore a mezzo quintale. Poi si procede per tentativi ricercando coppie di numeri soddisfacenti prima una delle due relazioni e poi anche l’altra.

10 tentativo: 

considero la coppia (1/2 ,3/2) (ovvero  C(A)=½ q, C(M)=3/2 q). Essa soddisfa la relazione (**) del problema. Poi si fanno i calcoli per calcolare i carichi ipotizzati per i due animali:

C(A)= ½ q + ½ q=1q

C(M)= 3*½ q – ½ q=1q

In seguito, si controlla se anche l’altra relazione (*) viene soddisfatta, ovvero si controlla se il carico dell’asino dopo aver ricevuto ½ q dal mulo è uguale al doppio di quello dell’asino:

C(A)= 1q + ½ q = 3/2 q

C(M)=1q – ½ q = ½ q

Ma C(A) ‡ 2 C(M) quindi la coppia di numeri (1/2 ,3/2) non va bene!

2o tentativo:

Considero la coppia di valori (1,3) (ovvero, C(A)=1q, C(M)=3q) soddisfa la seconda relazione del problema, in base a tali valori si vanno a calcolare i carichi ipotizzati:

C(A)= 1q + ½ q=3/2q

C(M)= 3 q – ½ q=5/2q

Poi, si controlla se la prima relazione viene soddisfatta

C(A)= 3/2 + ½ q = 2q

C(M)=5/2q – ½ q = 2q

Ma C(A) ‡ 2 C(M) quindi la coppia di numeri (1,3) non va bene!

OSS: In particolare, la coppia (1/2, 3/2) non soddisfa la relazione (*) perché il carico dell’asino aggiunto di mezzo quintale è minore del doppio di quello del mulo a cui è stato sottratto il mezzo quintale, mentre la coppia (1,3) non soddisfa la (*) perché il carico dell’asino aggiunto di mezzo quintale è maggiore del doppio di quello del mulo a cui è stato sottratto il mezzo quintale. Ciò ci può suggerire che la coppia di numeri da scegliere per il successivo tentativo deve avete il primo valore compreso tra ½ e 1!

3o tentativo:

Considero la coppia (2/3, 2) (ovvero, C(A)=2/3q, C(M)=2q). Essa soddisfa la seconda relazione del problema. In base a tali valori si vanno a calcolare i carichi ipotizzati per i due animali:

C(A)= 2/3q + ½ q=7/6q

C(M)= 2 q – ½ q=3/2q

Ma la relazione (*) non risulta essere soddisfatta, infatti:

C(A)= 7/6q + ½ q = 5/3q

C(M)=3/2q – ½ q = 1q

C(A) ‡ 2C(M) quindi la coppia di numeri (2/3, 2) non va bene!

OSS: In particolare, C(A)=5/2 > 2= 2*C(M), quindi in seguito provo a considerare per l’asino un numero compreso tra ½ (in decimali 0.5) e 2/3 (in decimali 0.6), ad esempio:3/5  che in decimali corrisponde a 0.6!  

4o tentativo:

Consideriamo la coppia (3/5, 9/5) (ovvero, C(A)=3/5q, C(M)=9/5q ) che soddisfa la relazione (**) del problema, calcolo i carichi ipotizzati:

C(A)= 3/5q + ½ q=11/10q
C(M)= 9/5 q – ½ q=13/10q
Controllo se la relazione (*) viene soddisfatta:

C(A)= 11/10q + ½ q = 32/10q

C(M)= 13/10q – ½ q = 16/10q

E troviamo finalmente che C(A)=2C(M) quindi la coppia di valori (3/5, 9/5) va bene, dunque C(A)= 11/10 q  e C(M)= 13/10 q.

Commenti:

Il metodo per tentativi è uno dei metodi più comunemente adottati da chi crede di essere sprovvisto di strumenti matematici adeguati. In realtà, tale metodo se è utilizzato con abilità richiede una mente attenta, creativa e libera da formalismi non sempre necessari. In tal caso il ragionamento per tentativi è strettamente legato al metodo matematico di deduzione logica, pertanto spesso si presta alla traduzione di un vero e proprio algoritmo matematico.  


A conclusione di questa panoramica sulle diverse strategie risolutive ci vogliamo soffermare su altre interessanti questioni emerse in classe durante le lezioni:

Ad esempio, è emersa una discordanza nell’interpretazione del testo del problema. Qualcuno riteneva che il testo non fosse chiaro e che non si capiva se il mezzo quintale era scambiato tra i due animali come carico aggiuntivo o meno. Difficoltà come queste spesso accompagnano anche gli allievi pertanto non vanno trascurate e anzi a tal proposito sono utili non solo le esercitazioni che dall’analisi del testo conducono al modello matematico, ma anche le esercitazioni che richiedono il passaggio dal registro simbolico matematico a quello testuale. 

Un'altro interessante intervento è stato quello relativo al concetto di eventi contemporanei. Infatti, è importante osservare che narrativamente gli eventi (*) e (**) sono consecutivi, pur essendo tradotti matematicamente come eventi simultanei, perché traducibili, ad esempio, come un sistema di due equazioni. Ecco, allora, che alcune ambiguità nate nella lingua italiana sembrano essere superate nel “matematichese”!   

Inoltre, si è osservato che il testo non esplicita alcuni vincoli che il problema presenta se si considera il contesto descritto. Ad esempio, esistono dei vincoli traducibili con delle disequazioni relativamente al carico dei due animali: né il mulo né l’asino possono portare un carico molto pesante altrimenti ci restano secchi! Poi, si è osservato, che nel caso dell’approccio algebrico il problema di considerare questi vincoli impliciti non si è posto, invece, si sarebbe potuto porre nel caso dell’approccio grafico-analitico e si è sicuramente posto nel caso di un approccio per tentativi.

Verifica formativa

Di ognuno dei seguenti problemi, presenta una rappresentazione tabellare dei dati di input/output formalizzare un modello ed, infine, inserire nel modello i parametri estrapolati dai problemi.

· Due operai lavorano insieme. La paga giornaliera del secondo è 3/4 di quella del primo. Il secondo operaio ha lavorato cinque giorni in meno del primo e ha riscosso 120 euro, mentre il primo ne ha riscosse 200. Trovate la paga giornaliera dei due e il numero delle giornate di lavoro. 

· In un tiro al bersaglio si acquistano 20 cartucce con la condizione di pagare 200 centesimi per ogni colpo fallito e viceversa di riceverne 350 per ogni colpo centrato. Si vincono così 26 euro (2600 centesimi). Quanti colpi sono stati centrati?

· Una botte contiene 10 litri in meno di un’altra. Dalla seconda botte si tolgono 80 litri e si mettono nella prima che viene così ad avere una quantità doppia dell’altra. Quanto contengono inizialmente le due botti?

Indovinello 1 - “Tre amici all’enoteca” 
(tratto dalla rivista “Focus” n° 97 del Novembre 2000 a pagina 190) 

Tre amici hanno comprato 3 bottiglie di vino ciascuno, spendendo 100 euro a testa. Ogni bottiglia è stata scelta almeno una volta, tranne una che è stata scelta tre volte; quale tra le 9 bottiglie, che hanno il seguente costo, è stata scelte 3 volte? 

	bottiglia 1 
	costo: 11 € 

	bottiglia 2 
	costo: 19 € 

	bottiglia 3 
	costo: 22 € 

	bottiglia 4 
	costo: 28 € 

	bottiglia 5 
	costo: 50 € 

	bottiglia 6 
	costo: 59 € 

	bottiglia 7 
	costo: 67 € 


Indovinello 2 - “Le camere di un ospedale” 
(tratto dalla “Settimana Enigmistica” n° 3683 del 26/10/2002 a pagina 35) 

Il primo piano di un ospedale è composto di dieci locali numerati da 1 a 10. Il locale n° 2 è destinato a ripostiglio, ma tutti glia altri sono camere per degenti. Le camere hanno un numero di letti compreso tra 2 e 5; soltanto in due di queste nove camere con letti, il rapporto fra il numero della camera stessa e il numero di letti che essa contiene, non è un numero intero, ma frazionario. Il numero totale dei letti nelle camere pari supera di uno il totale di quelle nelle dispari. Qual è il numero di letti per ognuna delle nove camere? Quanti letti in totale? 

Fase B:

Problemi di massimo e minimo per funzioni lineari (Concetto di funzione obiettivo).

Laboratorio

In ogni tipo di attività si pongono problemi di ottimizzazione, cioè problemi d’individuazione delle operazioni necessarie per raggiungere determinati obiettivi con il minimo dispendio possibile delle risorse o con il massimo del “ricavo“ possibile, di qualsiasi natura esso sia. 

Consideriamo un tipico problema di ottimizzazione:

Problema (massimo ricavo):

Un reparto industriale produce due diverse merci che indicheremo con M1 e M2. Le materie prime che sono alla base della produzione di entrambe sono A e B. In particolare, ogni unità di merce M1 richiede per la sua produzione 3 unità di A ed 1 di B ed ogni unità di merce M2 richiede 2 unità di A e 2 di B.  Supponiamo che il ricavo R1 (espresso in centinaia di migliaia di euro) per ogni unità di merce M1 sia 1,5 e il ricavo R2 per ogni unità di merce M2 sia 2. Supponiamo, inoltre, che la disponibilità che abbiamo della materia prima A sia pari a 800 unità, mentre di B sia pari a 400. Determinare la quantità di produzione x della merce M1 e la quantità y della merce M2 in modo che sia reso massimo il ricavo, supposto che le materie prime impiegate non possono eccedere le disponibilità indicate.

È possibile sintetizzare i dati del problema nella forma seguente:

	
	A


	B



	Disponibilità complessiva


	800


	400


	
	Quantità di A
	Quantità di B
	Ricavo 

(in centinaia di migliaia)

	Per ogni unità di M1
	3
	1
	1,5

	Per ogni 

unità di M2
	2
	2
	2


Il primo passo per pervenire alla soluzione del problema consiste nello scrivere il sistema di disequazioni che esprime i vincoli definiti dalle relazioni tra i dati; nel nostro caso si ha:

primo vincolo:

la disponibilità totale della materia A è di 800 unità; ogni unità di merce M1 richiede per la sua produzione 3 unità di A e ogni unità di M2 richiede 2 unità di A, perciò deve essere:  
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secondo vincolo:

la disponibilità totale della materia B è di 400 unità; ogni unità di merce M1 richiede per la sua produzione 1 unità di A e ogni unità di M2 richiede 2 unità di B. perciò deve essere:  
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terzo vincolo:

affinché le soluzioni abbiano senso le quantità x e y devono essere non negative: 
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l’insieme dei vincoli viene dunque espresso dal sistema 


(1)         
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Il secondo passo consiste nell’individuare la funzione da ottimizzare (cioè da rendere massima o minima); nel nostro caso la funzione è 
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dove con R indichiamo il ricavo totale. Osservate che i coefficienti di x e y sono rispettivamente 1,5 e 2 poiché questi sono i ricavi unitari per M1 e per M2 (come da tabella n°2). R rappresenta proprio il valore che vogliamo massimizzare. Pertanto chiameremo la (2) che associa ad ogni coppia di valori (x,y) un determinato ricavo, funzione obiettivo.

Il terzo passo consiste nel rappresentare nel piano cartesiano le disequazioni del sistema (1) che in generale individueranno una regione piana poligonale. Nel nostro caso le equazioni individuano una regione quadrilatera chiusa. Deve essere chiaro che ogni punto (x,y) appartenente alla regione rappresenta una situazione possibile di produzione. Ad esempio, il punto P(50, 100), interno alla regione rappresenta la situazione di produzione 

50 unità di merce M1 e 100 unità di merce M2

x= 50 e y=100

P(50, 100) rappresenta una delle situazioni possibili; sono infatti rispettati tutti i vincoli 
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Al contrario il punto Q (300,200), esterno alla regione, non rappresenta una situazione di produzione realizzabile (le materie prime superano la disponibilità!)

L’ultimo passo consiste, infine, nel rappresentare nel piano cartesiano  opportune rette parallele alla retta di equazione 


[image: image35.wmf]0

2

2

3

=

+

y

x

      (3)

Ovvero, risolvendo rispetto a y: 
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ottenuta dalla funzione obiettivo (2) ponendo R=0.

Cerchiamo di capire perché. La retta (3) è quella i cui punti (x,y) forniscono un ricavo nullo; è questa , naturalmente, una situazione limite che consideriamo per comodità (si noti che la retta in questione ha solo l’origine in comune con la nostra regione). Dovremo ora far crescere gradualmente il valore di R (cioè il ricavo), considerando ogni volta la retta corrispondente.

Se ad esempio R = 300 (ricavo di 30 milioni di euro) la retta da tracciare è quella di equazione
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o, risolvendo rispetto ad y
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Come si vede dalla figura, esistono infiniti punti di questa retta che appartengono alla nostra regione (corrispondenti tutti al ricavo di 30 milioni). Fate attenzione: i punti che ci interessano sono quelli corrispondenti a situazioni possibili di produzione, appartenenti quindi sia alla retta (4) sia alla regione quadrilatera. Osservate inoltre che le rette di equazione (3) e (4) sono parallele avendo lo stesso coefficiente angolare. 
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Possiamo ora considerare rette con R crescente (ricavi crescenti), tutte evidentemente parallele, fino a raggiungere la situazione ottimale in cui R è massimo e l’intersezione della retta con la regione è non vuota. Ciò avviene, nel nostro caso, quando la retta interseca il vertice C di coordinate (200, 100). Nel vertice C il ricavo è dato da ( sostituendo le coordinate della C nella (2)):
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Abbiamo, dunque, determinato le quantità di produzione 
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che forniscono la situazione di massimo ricavo complessivo (50 milioni). Osservate inoltre che la soluzione (x,y) del problema si trova sulla frontiera della regione quadrilatera e in particolare coincide con un vertice. 
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Con l’aiuto del software Excel è stato possibile effettuare interessanti simulazioni che aiuteranno i ragazzi a interagire con il modello matematico precedentemente illustrato.

SimulazioniExcel2
I problemi finora esaminati ci fanno riflettere sul fatto che le soluzioni di un problema di ottimizzazione possono determinarsi facilmente se le disequazioni che esprimono i vincoli e la funzione obiettivo:

· contengono due incognite;

· sono di tipo lineare.

In questo caso come si è visto, è possibile individuare una regione piana i cui punti (x,y) rappresentano situazioni ammissibili rispetto ai vincoli. Le situazioni ottime saranno rintracciabili muovendo la retta obiettivo parallelamente a se stessa. Il problema diventa più complesso se le incognite coinvolte sono più di due. Più difficili sono, invece, i problemi di ottimizzazione in presenza di equazioni e disequazioni non lineari (quando cioè alcune incognite compaiono con grado maggiore di 1). Si tende, perciò, a privilegiare una rappresentazione della realtà con modelli lineari, essendo disponibili in questo caso tecniche e metodi generali di risoluzione gestibili da un elaboratore (programmazione lineare). Questo primo problema ci ha fornito un semplice esempio di modellizzazione lineare di una situazione reale (sia i vincoli della produzione che la funzione obiettivo sono di tipo lineare). Come ultima importante considerazione vogliamo farvi notare che la risoluzione di problemi di programmazione lineare in due incognite ( gestibili quindi nel piano) ci porta a considerare punti sulla frontiera della regione piana poligonale individuata dai vincoli. Le soluzioni possono coincidere con i vertici della poligonale (problema 1 e esercizio 1) oppure, possono collocarsi sul contorno (esercizio 2). 


Verifica formativa

Esercizio 1:

Determinare massimo e minimo della funzione obiettivo F=y-2x 

soggetta ai vincoli:        
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Esercizio 2:

Considerando gli stessi vincoli dell’esempio precedente, calcoliamo massimo e minimo della funzione obiettivo  F=y-x. 

· Se la funzione obiettivo dell’esercizio 2 non fosse soggetta a vincoli quali sarebbe il suo massimo e il suo minimo?

Problema (un padre di famiglia)

Un padre di famiglia vuole ottimizzare i costi per cercare di risparmiare. 

Inizia ad analizzare quanto spende, nell’arco di un mese, per i suoi due figli; alla fine si rende conto che spende una cifra troppo elevata e decide, quindi, di ricorrere ai ripari. Per prima cosa, fissa una cifra massima per tale spesa (S) e inizia a studiare una soluzione che soddisfi pienamente sia lui che i figli. Non potendo dividere S in due parti uguali perchè i figli hanno esigenze diverse, indica con B1 e B2 gli insiemi dei beni destinati a ciascun figlio dove B1={scarpe, vestiti, libri, scuola di danza, cure estetiche} e B2={vestiti, scuola di inglese, scuola di nuoto, vacanze}. Si indica con x1 e x2 le quantità necessarie dei beni e con l’aiuto del commercialista fissa i prezzi p1 e p2. La spesa complessiva per il primo figlio sarà, di conseguenza, s1= p1x1, quella per il secondo s2= p2x2. Si noti che le relazioni espresse sono di diretta proporzionalità tra s1 e p1, secondo la quantità x1, e tra s2 e p2, secondo x2. La somma complessiva S che il genitore ha deciso di destinare per il sostentamento dei propri figli deve essere ripartita tra queste due quantità. Si avrà, quindi, una relazione di questo tipo: S = s1+ s2 ed esplicitando le quantità a secondo membro ottiene:

                                                                    (1)                                                                                                              

Non è ancora riuscito, però, a capire come ripartire queste cifre e decide di rappresentare graficamente, con l’aiuto di un software appropriato, quello che ha scritto. Ed ecco il risultato!!!

                
prima di trarre conclusioni affrettate inizia a studiarlo e si rende conto, semplicemente guardando il grafico, di alcune proprietà importanti:

1) All’aumentare della quantità di un bene diminuisce quella dell’altro bene.

2) Maggiore è il prezzo di un bene e minore sarà la quantità acquistabile di questo: 

il prezzo di un bene è inversamente proporzionale alla sua quantità.

Tali conclusioni si potrebbero far trarre agli alunni organizzati in gruppi di lavoro.

· Cosa succede se c’è una variazione del prezzo di un bene o di tutti e due?

· Se il padre è disposto a spendere una cifra più alta cosa ne consegue? 

· Quale fra tutti i punti della retta sarà quello scelto dalla famiglia?

Da tali domande l’insegnante potrebbe trarre spunto per chiarire vari concetti come quello di pendenza di una retta, quello di sistemi di equazioni e perché no anche quello di tangenza e di derivata.

Vediamo come:

Supponiamo che il prezzo del primo bene aumenti passando dal valore p1 al valore p1,2 ma che tutti gli altri valori rimangano gli stessi, allora, la retta ‘si sposta’ cambia la sua pendenza (ovvero, il coefficiente angolare!) la quale subisce un aumento (la quantità 
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sicuramente più piccola perché p1,2>p1)
                 X2
        (0, S/p2)

                    0                                 (S/p1,2, 0)         (S/p1, 0)         X1
Analoghe considerazioni si possono fare per una qualsiasi variazione di uno o più parametri della nostra equazione. L’alunno, così, sarà portato a ragionare anche sulla differenza che intercorre tra il concetto di variabile, in questo caso x1, e quello di parametro (il prezzo del bene).

Se ad aumentare è la cifra che il padre è disposto a spendere, che tipo di variazione potrebbe notare nel grafico?

                 X2
       (0, S1/p2)

        (0, S/p2)         

                    0                                                            

                                                                              (S/p1, 0)      (S1/p1, 0)          X1
Dal grafico si osserva che la nuova retta è parallela alla retta di partenza ma ‘spostata’ verso l’alto, i due valori 
[image: image46.wmf]1

p

S

e 
[image: image47.wmf]2

p

S

sono aumentati della stessa quantità data da S1-S. E’ importante portare i ragazzi a osservare che la pendenza della retta non è cambiata: cosa, quindi, è rimasto invariato nell’espressione algebrica della nostra retta

S1 = p1x1 + p2x2           (2)      ?

Facendo ragionare i nostri alunni su questa domanda, facendo loro confrontare l’espressione algebrica (1) con quella nuova data dalla (2) si riesce a introdurre il concetto di coefficiente angolare in maniera semplice ed intuitiva. Infatti, esprimendo le due equazioni secondo x2 queste assumono la seguente espressione:

x2=S/p2 –p1/p2 x1      (11)

x2=S1/p2 –p1/p2 x1     (21)

Si nota facilmente che è proprio il rapporto –p1/p2 a non essere cambiato ed è proprio questo, infatti, che fornisce il valore del coefficiente angolare.

Non abbiamo ancora risolto il nostro problema di partenza: quale sarà la scelta che effettuerà il padre tra tutte quelle possibili? Quali saranno, quindi, i valori di x1 e x2 che contemporaneamente soddisferanno sia il genitore che i suoi figli? 

Il padre chiede aiuto ai figli, facendo decidere loro i valori (x1, x2) purché siano in accordo con le sue possibilità economiche (non sarà possibile, quindi, effettuare una scelta che porta la coppia (x1, x2) fuori dalla regione piana delimitata dalla retta (1) e dai semiassi positivi x1 e x2).

Per i figli la scelta più giusta è quella che vede i valori di x1 e x2 più grandi possibili. Potremmo invitare i ragazzi a disegnare sul grafico vari rettangoli aventi tutti uno spigolo sulla retta, le cui dimensioni sono, di conseguenza, proprio x1 e x2. Ad ognuno di questi rettangoli corrisponderà una distribuzione dei beni diversa.

I ragazzi ne concludono che il rettangolo che soddisferà tutta la famiglia sarà quello più grande fra tutti (ovvero, quello con area massima!) interno alla regione piana delimitata dalla retta (1) e dai semiassi positivi x1 e x2.


[image: image48.png]X1




Indicato con K l’insieme delle aree di tutti questi rettangoli basterà trovare in questo insieme il valore più alto, KMAX, tale che  KMAX =x1x2.

Da quest’ultima relazione si può far osservare alla classe che le quantità x1 e x2 sono inversamente proporzionali.

Come trovare i valori algebrici di KMAX e delle rispettive quantità?

Per rispondere a tale domanda, l’insegnante potrebbe sfruttare i sistemi di equazioni mettendo in relazione la (1) con questa ultima equazione:

 

                            (*)

ricavando x1 dalla II equazione e sostituendo nella I si ha:

 S = p1(k/x2 )+ p2x2        da cui    
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 . Se ipotizziamo che la soluzione sia unica allora il polinomio a primo membro dovrà essere il quadrato di un binomio dovrà, quindi, essere del tipo: 
[image: image50.wmf](

)

2

2

2

2

e

ex

x

e

x

+

-

=

-

   

Per il principio di identità dei polinomi si hanno le seguenti condizioni:

 EMBED Equation.3  
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da cui ricaviamo il valore di KMAX:
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sostituendo tale valore nella prima equazione del sistema (*), otteniamo l’equazione di secondo grado 
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riconoscendo il primo membro come il quadrato del binomio:
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si ottiene la soluzione cercata:
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In conclusione possiamo affermare che la migliore scelta effettuata dalla famiglia sarà rappresentata dalla seguente coppia di quantità di beni:
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Nota:

pur essendo questo problema di secondo grado è stato possibile ricondurlo ad uno di primo utilizzando un artificio noto già a Cartesio nel 1637. E’ stato così possibile proporre il problema in una classe in cui non sono state ancora studiati i metodi risolutivi delle equazioni di secondo grado. Si noti, inoltre, che l’equazione x1x2=k è l’equazione di un fascio di iperboli al variare di k, quindi, il problema poteva essere risolto anche trovando l’iperbole del fascio che è tangente alla retta (1) e il punto di intersezione individuerà i valori di x1 e x2 cercati a cui corrisponderà il rettangolo di area massima della regione delimitata dal vincolo della spesa.  

Proponendo problemi di questo tipo, si può far capire le grandi potenzialità dell’utilizzo combinato e corretto dei modelli algebrici e delle loro rappresentazioni cartesiane. Tutta la trattazione grafica che ha giocato un ruolo importantissimo ai fini della risoluzione del problema è stata supportata dall’utilizzo del software didattico Cabrì.

Verifica

· Se i prezzi dei due insiemi di beni sono uguali il problema è banale, perché?

· Valorizza i parametri del modello matematico sopra esposto riferendoti alla tua situazione familiare, chiedendo aiuto ai tuoi genitori. Presenta a corredo una rappresentazione grafica cartesiana.

Fase C :

Quando il gioco diventa realtà

In questa sezione, affronteremo alcuni problemi tratti dal libro “Giochi matematici alla corte di Carlomagno”. In questi semplici problemi si raccontano questioni legate alle necessità del tempo ma che possono facilmente essere ricontestualizzate nei nostri giorni. Ad esempio, anziché parlare di galli, galline e pulcini si potrebbe parlare dei diversi piani tariffari telefonici e così, il modello matematico espresso per il un problema del –ento risulta ancora valido e attuale ai nostri giorni. Di questi problemi riportiamo anche la versione originale latina perché testimoni quanto la matematica abbia rappresentato uno strumento di utilizzo pratico per la risoluzione delle problematiche in ogni tempo e analizzando le soluzioni proposte nell’antichità è interessante notare come ogni problema fosse un problema a sé: non è riconosciuto un comune denominatore che fornisca un modello da utilizzare in tutti i casi, non si era ancora padroni di un vero simbolismo algebrico né si era fatto l’ulteriore passo di astrazione che porta alla formulazione di un modello algebrico matematico. Oggi con una sufficiente padronanza dei modelli algebrici lineari si possono risolvere molto più facilmente e rapidamente questi problemi. 

Una caratteristica comune ai problemi di seguito riportati è la valenza del contesto di riferimento ai fini risolutivi. Infatti, i dati assegnati in questi problemi appaiono inizialmente insufficienti per arrivare ad una effettiva risoluzione. Ma, considerati anche i dati di contesto a volte solo implicitamente espressi nel testo, le informazioni risultano sufficienti per arrivare ad 1 o + soluzioni. In questi casi, all’allievo è richiesta una particolare abilità di esplorazione ed esplicitazione delle informazioni mediante la verbalizzazione in matematichese. 

V. PROPOSITIO DE EMPTORE DENARIORUM.
Dixit quidam emptor: volo de centum denariis C porcos emere; sic tamen, ut verres X denariis ematur; scrofa autem V denariis; duo vero porcelli denario uno. Dicat, qui intelligit, quot verres, quot scrofae, quotve porcelli esse debeant, ut in neutris numerus nec superabundet, nec minuatur?
Solutio de emptore.
Fac VIIII scrofas et unum verrem in quinquaginta quinque denariis; et LXXX porcellos in XL. Ecce porci XC. In residuis V denariis, fac porcellos X, et habebis centenarium numerum in utriusque.

Alcuino

PROPOSIZIONE SU UN COMMERCIANTE E I SUOI DENARI
Disse un commerciante: "Voglio comprare 100 maiali con 100 denari in modo tale da pagare 10 denari per un verro adulto, 5 denari per una scrofa e 1 denaro per due maialini”.
Dica, chi lo sa, quanti verri, scrofe e maialini dovrebbe acquistare il commerciante per spendere esattamente 100 denari?

Soluzione.
Il commerciante compra 9 scrofe ed un verro per 55 denari, e 80 maialini per 40 denari. Ecco 90 maiali. Con i rimanenti 5 denari, compra altri 10 maialini, ed in questo modo ha 100 maiali per 100 denari.

Rileggiamo il testo analizzandolo matematicamente:

Il commerciante distingue i maiali in: verri, scrofe e maialini.

Indichiamo con V, S e M rispettivamente il numero di verri di scrofe e di maialini che possono essere acquistati dal commerciante. 

Il commerciante vuole comprare 100 maiali, allora:

V+S+M=100 maiali  (*)

Questa è la nostra prima relazione lineare in 3 incognite V, S e M.

Continuando ad analizzare il testo, scopriamo che il commerciante è disposto a spendere

· 10 denari per ogni verro

· 5 denari per ogni scrofa

· 1 denaro ogni due maialini, ovvero ½ denaro per ogni maialino. 

In tutto vuole spendere 100 denari, quindi

10 V + 5 S + 1/2 M = 100 denari  (**)

Questa è la nostra seconda relazione lineare in 3 incognite V, S e M.

Mettendo insieme le due relazioni (*) e (**), si ottiene un sistema lineare di 2 equazioni in 3 incognite: 

V+S+M=100 maiali  
10 V + 5 S + 1/2 M = 100 denari

Il sistema è compatibile, ha rango 2, e, avendo 3 incognite, ha infinite soluzioni. Infatti, indicato con un parametro k il generico numero di maialini, si ha: 

V = (-80) + (9/10)k
S = (180) + (-19/10)k
M = (1)k

Ma, tra le infinite soluzioni ci interessano solo quelle intere e positive. Infatti, non avrebbe senso comprare un numero negativo di verri o scrofe o maialini anche se la loro somma algebrica è positiva. E che senso avrebbe per un commerciante di bestiame comprare ½  maialino o ¼ di scrofa o 1/3 di verro? Allora, considerato il contesto in cui è stato formulato il problema, riusciamo ad escludere delle soluzioni anche se esse sono algebricamente valide. Il contesto, infatti, esprime delle limitazioni sulle soluzioni, tali limitazioni sono dette vincoli del problema e si traducono algebricamente con delle disequazioni. 

Vediamo come:

· Il numero di maialini M=k, può variare da 1 a 200, perchè con 100 denari si possono comprare al massimo 200 maialini pagandoli ½ denaro l’uno.    (0<k<200)

· Il numero di scrofe, S, è: 

· intero solo se il numero dei maialini è multiplo di 10

· positivo solo se (180) + (-19/10)k > 0, ovvero, il numero di maialini k è minore di 94.  ( k<94 )

· Il numero dei verri, V, è:

· intero solo se il numero dei maialini è multiplo di 10

· positivo solo se (-80) + (9/10)k >0, ovvero, il numero di maialini k è maggiore di 88. ( k>88 )

Dunque, il numero dei maialini deve essere un multiplo di 10 compreso fra 88 e 94, quindi k non può che essere 90, da cui si ricava l’unica soluzione: ( 90 maialini, 9 scrofe, 1 verro ).

XXXV. PROPOSITIO DE OBITU CUJUSDAM PATRISFAMILIAS.
Quidam paterfamilias moriens reliquit infantes, et in facultate sua, solidorum DCCCCLX [Bed., DCCCLX], et uxorem praegnantem. Qui jussit, ut si ei masculus nasceretur, acciperet de omni massa dodrans, hoc est, uncias VIIII. Et mater ipsius acciperet quadrans, hoc est, uncias III. Si autem filia nata esset, acciperet septunx, hoc est, VII [Bed. V] uncias, et mater ipsius acciperet quincunx, hoc est, V uncias. Contigit autem ut geminos parturiret, id est, puerum et puellam. 

Solvat, qui potest, quantum accepit mater, et quantum filius, quantumve filia?
Solutio.
Junge ergo VIIII et III, fiunt XII, XII namque unciae libram faciunt. Rursusque junge similiter VII et V, fiunt iterum XII. 

Ideoque bis XII faciunt XXIIII, XXIIII autem faciunt duas libras, id est, solidos XL. Deinde ergo [duc] per vicesimam quartam partem DCCCCLX solidos, et vicesima quarta pars eorum fiunt XL. 

Deinde duc, quia facit dodrans sive dodrans, XL in nonam partem, ideo novies XL accepit filius, hoc est, XVIII libras, quae faciunt solidos CCCLX. Et quia mater tertiam partem contra filium accepit, et quintam contra filiam, III et V, fiunt VIII. Itaque duc, quia legitur, quod faciat bis seu bisse XL in parte octava; octies ergo XL accepit mater, hoc est, libras XVI, quae faciunt solidos CCCXX. Deinde duc, quia legitur, quod faciat septunx, XL in VII partibus: postea duc septies XL, fiunt XIIII librae, quae faciunt solidos CCLXXX, hoc filia accepit. 

Junge ergo CCCLX et CCCXX et CCLXXX, fiunt DCCCCLX solidi et XLVIII librae.

Alcuino

PROPOSIZIONE SULLA MORTE DI UN CAPOFAMIGLIA.
Un capofamiglia morì, lasciando una moglie incinta e 960 solidi dei suoi beni. Sul letto di morte, ordinò che se fosse nato un maschio, allora avrebbe ricevuto i 3/4 dell'eredità, cioè 9 oncie (9/12). 

E la madre avrebbe ricevuto 1/4, cioè 3 oncie (3/12).
Se invece fosse nata una femmina, avrebbe ricevuto i 7/12, cioè 7 oncie e la madre i 5/12, cioè 5 oncie. Ma quando venne il momento, la donna partorì due gemelli, un maschio e una femmina.

Risolva chi può: quanto ricevettero la madre, il figlio, la figlia?

Soluzione.
Addiziona 9 e 3, e ottieni 12. 12 once equivalgono ad una libbra.
Quindi addiziona 7 e 5, e ottieni nuovamente 12.
Prendi 2 volte 12 e ottieni 24 once, cioè 2 libbre, che equivalgono a 40 solidi.
Poi prendi 1/24 di 960 solidi, che è 40 oncie.
Quindi, poiché il figlio ricevette i 3/4 o i 9/12 dell'eredità, considera 1/9 di 40.
Il figlio ricevette 9 volte 40 once, che sono 18 libbre, che equivalgono a 360 solidi.
E poiché la madre ricevette 1/3 di quello che ottenne il figlio e 1/5 di quello che ottenne la figlia, ricevette 3 e 5, che fa 8.
Similmente, come prescritto, prendi 2 volte 40 e dividi il risultato in 8 parti. Quindi la madre ricevette 8 volte 40 once, che sono 16 libbre, che equivalgono a 320 solidi.
Quindi, come stipulato, dividi 40 in 7 parti, così da ottenere 7/12. Dopo prendi 7 volte 40 cioè 14 libbre che equivalgono a 280 solidi. Questo è quanto ricevette la figlia.
Somma 360, 320 e 280 ed otterrai 960 solidi o 48 libbre.


Una possibile interpretazione della soluzione di Alcuino.

Se nasce un solo erede, l'eredità va divisa in 12-esimi e se il nascituro è maschio l’eredità va distribuita in parti proporzionali a 9, 3, mentre, se è femmina l’eredità va distribuita in parti proporzionali a 7, 5.

Poiché sono nati 2 eredi, l'eredità va divisa in 24-esimi e distribuita in parti proporzionali a 9, 7, 3+5 assegnate rispettivamente al figlio, alla figlia, alla madre.

Ammessa questa suddivisione dell’eredità, i calcoli da eseguire sono:
9+3+7+5 = 24 parti

960 solidi / 24 parti = 40 solidi/parte

40*9 = 360 solidi; parte spettante al figlio

40*7 = 280 solidi; parte spettante alla figlia

40*(3+5) = 320 solidi; parte spettante alla madre

OSS:

La nostra proposta risolutiva

Iniziamo ad analizzare il testo del nostro problema rispondendo ai seguenti quesiti:

· Secondo questa suddivisione dell’eredità, il capofamiglia in questione preferisce la nascita di un erede maschio o di un erede femmina? Ovvero se nascesse un maschio egli riceverebbe una somma di denaro > o < rispetto a quella che riceverebbe una femmina?(confronto tra le frazioni ¾ e 7/12  eventualmente con gli aerogrammi o diagrammi a torte!)

· Se nasce un maschio o se nasce una femmina il totale dell’eredità cambia?

· Cosa vuol dire matematicamente rispettare le volontà del capofamiglia?  

….questo problema è interessante ma un po’ macabro….non so se proporlo in classe!!!

…

Le bollette

La struttura delle bollette è sostanzialmente simile, siano esse dovute per gas, luce o telefono, e può sintetizzarsi nella relazione:

costo = quota fissa+ quota unitaria x numero unità consumate (*)

NB: sul costo globale grava l’iva ma per ora possiamo considerarla integrata nelle due voci considerate.

Supponiamo che ci vengano sottoposti 2 contratti, vorremmo stabilire qual è il più conveniente.

Il primo prevede un canone di 50 euro e 0,25 euro petr ogni unità consumata; il secondo ha un canone di 20 euro e 0,75 euro a unità consumata. Associato ad ogni contratto un costo secondo la relazione (*), possiamo confrontare i due contratti proposti a parità di consumo in questo modo:

Consideriamo le due rette

Y1=50+0,25X

Y2=20+0,75X

Avendo indicato con X le unità consumate, con Y1 il costo relativo al I contratto e con Y2 quello relativo al II contratto.

Disegnando il grafico delle due funzioni lineari si ottiene

….grafico

Vediamo che i due contratti sono indifferenti per un valore di 60 unità, ma per un consumo inferiore è più conveniente il secondo contratto quello con costo per unità pari a 0,75 euro; per un consumo superiore a 60 unità è invece più conveniente il primo contratto, ovvero quello con costo per unità pari a 0,25 euro.

Calcolo del valore di indifferenza( ovvero per quali valori di x i due valori Y1 e Y2 sono uguali)

Cosa succede per la bolletta del canone televisivo? 

È una bolletta sui generis perché compare solo il canone e le unità consumate, che potrebbero essere le ore di televisione, non influenza il costo, composto solo dalla quota fissa. Si avrà allora una retta di equazione Y=97 euro.

…grafico

La bolletta della prima colazione sarebbe, invece, scritta dalla legge

Y=1,50X essendo X il numero di giorni e 1,50 gli euro spesi ogni giorno per la colazione. A volte i bar propongono un forfait: in una certa quota fissa è compreso un certo numero di unità gratuite. Ad esempio, sia 30 euro la quota fissa, comprensiva del consumo di 20 unità; quelle oltre la ventesima si pagano 0,5 euro l’una. In questo caso occorre differenziare due funzioni:     

fino a 20 unità  Y=30

oltre 20 unità  Y=30+0,5(X-20)

ovviamente per X=20 le due funzioni sono indifferenti

…..grafico

A volte la quota unitaria può essere ingannevole. Nel caso della telefonia l’unità di consumo, lo scatto può essere calcolato in vario modo, ad esempio 1 scatto per i primi 3 minuti e poi uno scatto ogni 30 secondi. ….

Y=0,2  per x<3

Y=0,2+0,4(x-3)  per x>3

….grafico

commenti    

Verifica

Comprare 100 pennuti con 100 denari.

Un gallo costa 5 denari, una gallina 3 denari e 3 pulcini 1 denaro. Con 100 denari compriamo 100 di questi pennuti. Quanti galli, galline e pulcini abbiamo comprato?

Il problema, così come è formulato, potrebbe avere molte soluzioni.

Indicati con:

x il numero dei galli;
y il numero delle galline;
z il numero dei pulcini.
Dai dati del problema ricavo le seguenti equazioni:
    

x + y + z = 100 pennuti
  

5x + 3y + z/3 = 100 denari

costituenti un sistema compatibile in 3 incognite e 2 equazioni che ha infinite soluzioni del tipo:
  

x = -100 + (4/3)k
 

y = 200 - (7/3)k
 

z = k
dove k è un numero intero.

Dobbiamo, però, cercare soltanto le soluzioni intere e positive.

· Il numero di pulcini, z=k, può variare da 1 a 300, perchè con 100 denari si possono comprare al massimo 300 pulcini pagandoli 1 denaro ogni 3.    (0<k<300)

· Il numero di galline, y, è: 

· intero solo se il numero dei pulcini è multiplo di 3

· positivo solo se 200 - (7/3)k> 0, ovvero, il numero di pulcini k è minore di 85.  ( k<85 )

· Il numero dei galli, x, è:

· intero solo se il numero dei pulcini è multiplo di 3

· positivo solo se -100 + (4/3)k >0, ovvero, il numero di pulcini k è maggiore di 75. ( k>75 )

Dunque, il numero dei pulcini deve essere un multiplo di 3 compreso fra 75 e 85, cioè può essere 78, 81, 84, da cui si ricavano le tre soluzioni:
 -  4 galli, 18 galline e 78 pulcini;
 -  8 galli, 11 galline e 81 pulcini;
 -  12 galli, 4 galline e 84 pulcini.

Un Problema dalla Cina (…risolto con il metodo dei determinanti all'inizio dell'era cristiana)

Un gruppo di persone compra contemporaneamente delle galline.
Se ogni persona pagasse 9 wen rimarrebbero 11 wen dopo l'acquisto.
Se ogni persona desse solamente 6 wen, ci sarebbe un ammanco di 16 wen. Quante persone ci sono nel gruppo e qual è il costo totale delle galline?

Il laboratorio

Le attività laboratoriali rappresentano uno strumento formativo innovativo realmente efficace per gli insegnanti che accettano di passare dalla figura tradizionale dell’insegnante istruttore, depositario del sapere che trasmette ai suoi alunni, alla figura dell’insegnante allenatore che, in primo luogo, sa motivare la squadra e ciascuno dei suoi componenti, instaurando un rapporto di fiducia e ponderando in maniera opportuna il proprio aiuto (sostenendo l’allievo che sta per perdersi senza invadere nuovi possibili percorsi cognitivi) tenendo sempre presente che l‘obiettivo principe di ogni forma di istruzione è contribuire nella costruzione di un profilo educativo culturale e professionale dello studente che sarà protagonista (attore partecipe e cosciente) della sua vita. In questa ottica, la fiducia ricevuta, l’acquisizione di autonomia  personale  e operativa derivante dall’utilizzo di tecniche e strumenti coscientemente appresi, la motivazione insita nella verifica proposta come un fare costantemente ripensato, che cambia il proprio comportamento e produce risultati concreti, sono nutrimenti che l’allievo riceve affinché lo aiutano a riconoscersi in una immagine positiva e ad affrontare le sfide e le difficoltà future con l’atteggiamento di chi sa di poterne reggere l’impatto! 
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