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Introduzione

Queste Dispense contengono gli argomenti trattati nel corso di Istituzioni di
Logica Matematica per 'a.a. 2006-2007. Oltre agli argomenti d’esame, le
Dispense contengono molti altri argomenti che, per mancanza di tempo, non
siamo riusciti a coprire a lezione, per esempio il Capitolo [[V] sulle funzioni
calcolabili.

Elenco dettagliato degli argomenti del corso

e Capitolo [l tutto eccetto la sezione |§| (Gli ordinali e la topologia).

e Cap[[} tutto tranne le sezioni seguenti: [10.E] (Il teorema di Cantor-
Lawvere), la sezione [15| (Applicazioni dell’Assioma di Scelta) e la
sezione [17] (Il teorema di Ramsey).

e Capitolo [[TI}
— dalla sezione[19]alla sezione[23] tranne: (Due teorie molto
particolari) e Il Teorema di Ramsey nel caso finito
— la sezione

§247A} tutto;
248} escluso;

§24.C} solo la definizione di sottostruttura elementare, il Teo-
rema di Tarski-Vaught 24.13] e il Corollario
§24.D} fino al Corollario 24.1§] escluso

— la sezione [25} fino a §25.B]| escluso

— la sezione [27} tutto eccetto §27.D]

— la sezione 28 tutto.
Il Capitolo [V} pur essendo presente nelle Dispense, non ¢ parte del

programma d’esame. L’esame consiste in una prova orale. Gli studenti

vii



viii Introduzione

interessati a sostenere la prova sono pregati di contattarmi per fissare la
data.

tel: 011-6702918

e-mail: alessandro.andretta@unito.it



Capitolo 1

Teoria elementare degli
insiemi

1. Gli assiomi

La teoria degli insiemi é onnipresente in matematica—i vari oggetti studiati
in algebra, analisi, geometria, sono definiti come insiemi dotati di qualche
struttura addizionale. Intuitivamente, un insieme A é un aggregato di oggetti
e l'espressione = € A significa che ‘I'oggetto x fa parte dell’aggregato A”
ovvero “x appartiene ad A”. La caratteristica principale di un insieme ¢ che
esso € completamente determinato dai suoi elementi. In altre parole: due
insiemi che hanno gli stessi elementi coincidono. Questo € noto come assioma
di estensionalita ed ¢é il fondamento della teoria degli insiemi:

Supponiamo che A e B siano insiemi e che, per ogni z,
x € A se e soltanto se x € B. Allora A = B.

(%)

Un’altra caratteristica della nozione intuitiva di insieme € che data una
proprietd @, possiamo considerare l'insieme di tutti gli z che soddisfano a

©,

{z| o)}
Osserviamo che questo insieme é completamente determinato grazie a .
Parrebbe quindi ragionevole postulare che:

(%) Se @ ¢ una proprieta, allora esiste 'insieme {z | @(z)}.

Tuttavia, come ha osservato Bertrand Russell nel 1901, contraddice !
Consideriamo la proprieta @(z) che asserisce “z ¢ un insieme e = ¢ 2™ sia

1



2 I. Teoria elementare degli insiemi

R la totalita di tutti gli insiemi che non appartengono a sé stessi

(1) R={z|x¢z}.

Per R ¢& un insieme e quindi possiamo chiederci se soddisfi o meno la
proprieta @, cioé se R ¢ R oppure R € R. Ma

(2) R € R implica che R ¢ R e
(3) R ¢ R implica che R € R,

una contraddizione in entrambi i casi. E quindi necessario restringere in
qualche modo la nozione intuitiva di insieme, limitando il principio enuncia-
to in . Il paradosso di Russell riportato qui sopra non € 'unica antinomia
presente nella trattazione ingenua della teoria degli insiemi, ma questa e tut-
te le altre antinomie utilizzano per definire collezioni molto “grandi”. In
altre parole, le antinomie della teoria ingenua degli insiemi non coinvolgono
mai insiemi “piccoli”, come quelli che si incontrano nella pratica matema-
tica. Per risolvere queste contraddizioni, sono state introdotte varie teorie
assiomatiche, che delimitano con precisione quali costruzioni insiemistiche
sono ammissibili e quali no. La teoria assiomatica che presentiamo in questa
sezione ¢é stata introdotta da A.P. Morse e J. Kelly e prende il nome di MK.

1.A. Insiemi e classi. Assumeremo come nozione primitiva quella di clas-
se e di relazione di appartenenza € tra classi. Diremo che una classe A é un
insieme se e solo se esiste una classe B a cui A appartiene, cioé

IB(A € B).

Una classe che non sia un insieme si dice classe propria. Nella trattazione
insiemistica ingenua si distingue tra insiemi (o classi) e oggetti. Ma la nozione
di insieme (e di classe) ¢ cosi flessibile che possiamo fare a meno degli oggetti
che non sono insiemi, dato che—come vedremo—tutti gli oggetti matematici
comuni possono essere identificati con insiemi, i cui elementi sono insiemi, i
cui elementi sono insiemi, e cosi via. In altre parole, d’ora in poi assumiamo
che gli elementi di una classe siano a loro volta delle classi, anzi degli insiemi.
Il principio enunciato in deve essere esteso in modo da permettere ad A
e B di variare sulle classi (e non solo sugli insiemi), vale a dire

Assioma di Estensionalita. Supponiamo che A e B siano classi tali che
Ve(r € A< x € B). Allora A= B.

1.B. Le formule della teoria degli insiemi. Se vogliamo formalizzare
adeguatamente I'’enunciato in dobbiamo prima trovare una controparte
rigorosa alla nozione—per ora un po’ ambigua—di proprietd. La nozione
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rigorosa € quella di formula della teoria degli insiemiH Utilizzeremo—
pitl per desiderio di concisione che per reale necessiti—la simbologia logica,
cioé i quantificatori V... e dx ... che significano, rispettivamente, “per ogni
x...” ed “esiste un x...” e i connettivi proposizionali: =@, @ = 1, @ < P,

bR 13

© AP e @ V1 che significano rispettivamente “non @”, “se ¢ allora V", “¢
se e solo se V7, “@ e P”, “@ o VP”, dove la disgiunzione “0” corrisponde al
latino vel, ossia non si esclude che entrambe le affermazioni ¢ e { valgano.
Le formule sono costruite a partire da lettere o variabili, usando il simbolo di

appartenenza €, il simbolo di uguaglianza =, i connettivi e i quantificatori.
Definizione 1.1. Le espressioni del tipo

=1y e TEY,
dove x e y denotano variabili arbitrarieﬂ si dicono formule atomiche.

Tutte le formule atomiche sono formule e la famiglia delle formule ¢
ottenuta da quelle atomiche applicando un numero finito di volte i connettivi
logici =, V, A, =, <, e 1 quantificatori 4 e V. Le lettere greche @, 1, e x
variano sulle formule.

L’espressione @ A V x é ambigua dato che potrebbe significare:

e applico A a @ e 1 e poi applico V alla formula risultante e x, oppure

e applico A a @ e alla formula ottenuta dall’applicazione di V a { e X.

Per evitare queste ambiguitd useremo le parentesi “(” e “)” e scriveremo,
rispettivamente, (@ A1)V x e @ A (P Vx). Allo stesso tempo, al fine di
evitare un’eccessiva proliferazione delle parentesi, useremo la convenzione
che = lega pitu fortemente degli altri connettivi logici; quindi, per esempio,
—@ A sta per (@) A . Inoltre le espressioni =(x = y) e =(z € y) si
abbreviano z # y e x ¢ y.

Ogni formula contiene una quantita finita di variabili: nella seguente
definizione individuiamo quelle variabili che compaiono libere nella formula.

Definizione 1.2. Sia ¢ una formula.

e Se @ ¢ atomica allora ogni variabile di ¢ ¢ libera.

e Se @ ¢ della forma — allora le variabili libere di ¢ sono quelle di .

e Se @ ¢é della forma VP Oy, dove O & A, V, = o0 <, allora le variabili
libere di ¢ sono quelle di VP e quelle di .

e Se @ ¢ della forma Jz oppure Yz, le variabili libere di ¢ sono quelle

di P eccetto x. Vale a dire se y ¢ una variabile distinta da x, allora y é
libera in @ se e solo se ¢ libera in 1.

e formule della teoria degli insiemi sono casi speciali di formule di un linguaggio del
prim’ordine, come vedremo in seguito.
2Non assumiamo che = e y siano distinte.



4 I. Teoria elementare degli insiemi

Un’occorrenza che non sia libera si dice vincolata.

L’espressione

O(T1,...,Tp)
significa che le variabili che occorrono libere in @ sono trale z1,...,2,. (Non
richiediamo che tutte le x1,...,z, compaiano libere o meno in ¢.)

Vediamo qualche esempio.

1.B.1. La formula del paradosso di Russell. La formula x ¢ z usata nel
paradosso di Russell, ha un un’unica variabile x, che & anche libera.

1.B.2. I quantificatori vincolano le variabili. La formula Jy(x € y) asserisce
che la classe x é un insieme. Questa formula, la cui unica variabile libera é
x, & del tutto equivalente a 3z(x € z), dove z & una qualsiasi altra variabile
distinta da z. Se invece sostituiamo y con x otteniamo Jz(z € z), una
formula priva di variabili libere che asserisce 1’esistenza di una classe x che
appartiene a sé stessa. Quest’ultimo esempio é simile a quanto avviene in
analisi: le espressioni fol flx,y)dy e fol f(x, z) dz sono del tutto equivalenti
e denotano una funzione nella variabile x, mentre fol f(z,x) dr denota un
numero.

1.B.3. Occorrenze libere e vincolate. La formula ¢

(z€y)AJyly € 2)

dice che x appartiene a y e x & non vuoto. Entrambe x e y sono libere in
@ e in x € y, mentre soltanto x ¢ libera in Jy(y € z). Notiamo che ¢ ¢
equivalente a (z € y) A 3z2(z € z).

1.C. Classi definite da formule. Il seguente assioma (che in realta ¢ uno
schema di assiomi—uno per ogni @) rende rigoroso il principio enunciato in

(4.

Assioma di Comprensione. Sia @(x,y1,...,yn) una formula in cui la
variabile x compare libera e sia A una variabile differente da x,y1,...,Yn.
Allora

Yy ... Vy, FJAVx (r € A= Fz(z € 2) A o(z,y1,- -+, Yn)) -

Questo assioma ¢ spesso detto Assioma di Costruzione di Classi. La
classe A definita da @ e da y1, ..., ¥y, € la classe di tutti gli insiemi x per cui
@(x,y1,...,yn) vale. Per ’Assioma di Estensionalita, la classe A & unica e
la si denota con

{z|o(x,y1,---,yn) } .

Osservazione 1.3. In matematica, ogni qual volta si dimostra che

Vay ... Vo, Ay o(x1,...,20,Y)
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si introduce un nuovo simbolo t(z1,...,z,) che denota l'unico y per cui vale
@(x1,...,2pn,y). Capita quindi spesso di imbattersi in della forma
(4) {t(z1,....,zp) |z1 € X1,...,2n € Xy, }.

Bisogna quindi verificare che una classe cosi definita & ottenibile mediante
I’Assioma di Comprensione. Per far questo basta osservare che la classe in
questione &

{y|Fz1 ... Iz (1 € X5 N Nay € Xp Ao(x1, ..., 20, Y)) }

dove @ ¢é la formula che definisce t.

Riguardiamo il paradosso di Russell: per I’Assioma di Comprensione, la
classe R = {x | z ¢ x } esiste e I'implicazione in dimostra che R € R
non puo valere e quindi R ¢ R. Se R fosse un insieme, potremmo applicare
e ottenere una contraddizione come prima. Viceversa, se R € una classe
propria il problema non si pone. Ne segue che R é una classe propria.

Se A ¢ una classe e @(z,y1,...,y,) & una formula come sopra,
{CC € A | (p(xvylu"wyn)}
¢ la classe determinata dalla formula z € A A @(x,y1,...,Yyn), Ovvero

{xeAl(p(‘r?ylu7yn)}:{xl$€A/\(p(x7ylu7yn)}

Le usuali operazioni insiemistiche si applicano anche alle classi: se A e B
sono classi, allora

e ANB={z|zecANxeB} ={zxecA|zec B} ¢ laclasse interse-
zione di A e B,

e AUB={z|z€ AVaxec B} élaclasse unione di A e B,

e A\B={z|x€ ANz ¢ B} ¢ladifferenza tra le classi A e B e

e AAB=(A\B)U(B\A).
Dall’Assioma di Estensionalita segue che ANB=BNA AUB=BUAe
AAB = BAA.

L’Assioma di Comprensione ci assicura l'esistenza di molte classi, ma da
solo non ¢ in grado di assicurare 'esistenza di insiemi. Postuliamo quindi
che esista almeno un insieme, cioé

Assioma di Esistenza di Insiemi. 3A3B(A € B).

1.D. Insieme potenza. Diremo che A ¢ una sotto-classe di B,
ACB,

sex € A=z € B, per ogni z. Se A C B e A # B, diremo che A ¢ una
sottoclasse propria di B e scriveremo A C B.
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Assioma dell’Insieme Potenza. Per ogni insieme A c’é un insieme P
tale che
VB(BC A< BeP).

In altre parole: se A ¢ un insieme ogni sua sottoclasse ¢ un insieme e la
collezione di tutti i sottoinsiemi di A forma a sua volta un insieme. L’insieme
P di cui sopra si indica con &?(A) e si dice insieme delle parti o insieme
potenza di A.

Corollario 1.4. Se B ¢ un insieme e A C B allora A & un insieme. Equi-
valentemente: se A ¢é una classe propria e A C B allora B ¢ una classe
propria.

Sia A un insieme. Allora anche

(5) {zedAlzfa}

¢ un insieme. Poiché ogni x ¢ uguale a sé stesso, questo significa che nessun
x puod appartenere all’insieme in e per I’Assioma di Estensionalita, una
qualsiasi altra classe priva di elementi deve coincidere con questo insieme.
In altre parole 'insieme in non dipende dall’insieme A e si dice insieme
vuoto e lo si indica con ().

1.E. Coppie. Dati due insiemi x e y, I’Assioma di Comprensione ci garan-
tisce l'esistenza di {z,y}, la classe contenente soltanto z e y. Richiediamo—
come é naturale—che questa classe sia un insieme:

Assioma della Coppia. Se x ey sono insiemi, allora {x,y} & un insieme.
Osserviamo che non si richiede che x e y siano distinti. In particolare,

dato un insieme z possiamo costruire il singoletto {z} = {z, z}.

Esercizio 1.5. Dimostrare che {z,y} = {2z, w} implica che
(r=zANy=w)V(rz=wAy=2).
In matematica piu che gli insiemi della forma {z,y} & necessario con-
siderare le coppie ordinate (x,y): l'insieme (z,y) deve codificare z e y e
deve essere sufficientemente asimmetrico per poter distinguere questi due in-

siemi. La definizione di coppia ordinata che si adotta in teoria degli insiemi
¢ dovuta a Kazimirez Kuratowski: se x e y sono insiemi poniamo

def
(6) (z,y) = {{z} {z, y}}.
Il risultato seguente esercizio giustifica questa definizione.
Proposizione 1.6. Per ogni insieme x, y, z, w,

(r,y)=(z,w) & =2z ANy=w.
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Dimostrazione. Supponiamo che (z,y) = (z,w): vogliamo provare che
r=zey=w.

Se z = y allora (z,y) = {{z}} = (z,w) = {{z},{7,w}}, quindi {z} =
{z,w} = {z}, clo¢ x = z = w. Ne consegue che z = y = z = w e poiché
I'implicazione inversa segue similmente, possiamo supporre che

(7) TEy e zFw.

Poiché {z} € (z,y) = (z,w) = {{z}, {z, w}} ne segue che {z} = {z} oppure
{z} = {z,w}, da cul z = z oppure © = z = w. La seconda possibilita va
scartata per via di (7)), quindi

T=2z.
Da {z,y} € (z,y) = (z,w) = (z,w) segue che {z,y} = {«} oppure {z,y} =
{z,w}. La prima possibilita non sussiste per @ e dalla seconda otteniamo
y € {x,w}, cioé y = x oppure y = w: nuovamente per otteniamo

y=w.
L’implicazione inversa é immediata. O

Osservazione 1.7. La definizione data in (@ non € 'unica possibile, ma
& probabilmente la pitu semplice. La prima definizione di coppia ordinata é
dovuta a Norbert Wiener nel 1914:

(z, y)w = {{0,{=}}, {{y}}}.

Un’altra variante possibile definizione di coppia ordinata ¢ una variante della
definizione di Kuratowski:

(l’,y)K’ = {x7 {.%',y}} :

Lo svantaggio di quest’ultima definizione & che si richiede 1’Assioma di Fon-
dazione (definito qui sotto) per dimostrarne la sua adeguatezza—si veda

I’Esercizio [[.22

1.F. Fondazione. Se A € B ¢& naturale considerare A piu semplice, pit ele-
mentare, pitt primitivo di B. Da questo punto di vista, I'insieme vuoto deve
essere considerato come l'insieme pit semplice in assoluto. Se gli elementi
di un insieme sono piu semplici dell’insieme stesso, allora nessun insieme
dovrebbe appartenere a sé stesso. Il seguente assioma assicura tutto questo:

Assioma della Fondazione. Se A ¢ una classe non vuota esiste un B € A
tale che AN B = 0.

Se per qualche classe si avesse che A € A, allora A sarebbe un insieme
e quindi esisterebbe {A}. Per I’Assioma di Fondazione deve esistere un
B € {A} tale che BN{A} = 0); ma B deve essere A e per ipotesi A € A =B
e quindi A € BN {A}: contraddizione. Poiché nessun insieme appartiene
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a sé stesso, la classe R in ¢ la classe di tutti gli insiemi e solitamente ¢
denotata con V. Usualmente la si definisce cosi:
(8) VElz|z=2}.

Per questo motivo V viene detto I'universo degli insiemi o anche classe
totale.

1.G. Unioni e intersezioni. Le operazioni di unione generalizzata |, 4 «
e di intersezione generalizzata (), 4  su una classe di insiemi A sono definite
nel modo solito:

UA: Umz{y|§|m€A(y€x)}
€A
¢ la collezione di tutti gli elementi contenuti in qualche x di A mentre
NA=(Nz={yIVzecAyecn)},
€A

con la convenzione che se A = () allora (A = (). Poiché (A C z, per ogni
x € A, il Corollario implica che () A ¢ sempre un insieme un insieme.
(L’analogo risultato per |J A non vale—Esercizio [1.26]) Tuttavia, se A ¢ una
classe “piccola” (cioé un insieme) & ragionevole supporre che la sua unione
sia tale.

Assioma dell’Unione. Se A ¢ un insieme allora anche | J A & un insieme.

Quindi, se x e y sono insiemi, allora anche {z,y} lo & per I’Assioma della
Coppia e cosi pure z Uy = | J{z,y}.
Il prodotto cartesiano di due classi A e B ¢ la classe
AxB={(z,y)|z€ A,ye B}
={c|Jadb(ac ANbe BAc=(a,b))},

che esiste per I’Assioma di Comprensione

Proposizione 1.8. Se A e B sono insiemi, anche A X B é un insieme.

Dimostrazione. Per dimostrare che A x B é un insieme é sufficiente trovare
un insieme che lo contenga. Se z € A ey € B, allora {z},{z,y} CAUB e
quindi (z,y) = {{z}, {z,y}} C P(AUB). Ne segue che Ax B C Z(Z(AU
B)) e poiché quest’ultimo ¢ un insieme la dimostrazione ¢ completa. O

Usando gli Assiomi di Coppia e Unione siamo in grado di costruire infiniti
nuovi insiemi a partire da (), per esempio

{0, {03}, ({03}, {{{{0}}}),

oppure

) {0} =S(®), {0,{0}} = S{0}), {0,{0},{0,{0}}} = S{0,{0}}), ...
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dove

S(z) =z U {x}
¢ il successore di x. Non é difficile convincersi che gli insiemi in @ Sono
tutti distinti.

1.H. Insiemi infiniti. Le varie costruzioni insiemistiche introdotte fin’ora
ci consentono di costruire infiniti insiemi. Tuttavia esse non sono sufficien-
temente potenti da garantire ’esistenza di un insieme infinito, quale, per
esempio, N. Ma come possiamo formulare nel linguaggio insiemistico un
principio che asserisca l’esistenza di un insieme infinito? La tentazione &
di dire che esiste la classe A degli insiemi in @ e poi stabilire che A é un
insieme. Tuttavia non € chiaro quale sia la formula ¢ che caratterizza tutti
e soli gli oggetti in @D per poter applicare 1’Assioma di Comprensione. In-
troduciamo quindi la seguente definizione: una classe I si dice induttiva
se
el NVax(zel=S(x)el).

Chiaramente esistono classi induttive, per esempio V. Il seguente assioma ci
garantisce che esistono insiems induttivi.

Assioma dell’Infinito. Esiste un insieme induttivo.

Osserviamo che ’Assioma dell’Infinito, poiché asserisce l'esistenza di
un insieme con certe proprieta, rende superfluo ’Assioma di Esistenza di
Insiemi.

Sia 8 la classe di tutti gli insiemi induttivi. Poniamo

(10) N=(s.

Quindi N ¢ il pit piccolo insieme contenente () e chiuso per successori.
Definiamo anche

0=0, 1=8S(0), 2=8S(1)=S(S(0)),

Proposizione 1.9. N € § e se n € N, allora n = 0 oppure n = S(m) per
qualche m € N.

Dimostrazione. Sia I un elemento di S—per I’Assioma dell’Infinito un in-
sieme siffatto esiste. Poiché 0 € I e poiché I ¢ arbitrario, possiamo concludere
che 0 € (8 = N. Sia n un elemento di N. Per ogni I € S si hachen e le
quindi S(n) € I: essendo I € § arbitrario, otteniamo che S(n) € 8 = N.
Quindi N € 8.

Sia n € N\ {0} e supponiamo per assurdo che n # S(m) per ogni
m € N. Allora I'insieme J = N\ {n} soddisferebbe la formula che definisce
8 e quindi J € 8. Da questo segue che J D (18 = N, ma per costruzione
J C N: contraddizione. (]
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Proposizione 1.10 (Principio di Induzione su N —prima formulazione).
Sia I C N tale che 0 € I e tale che Vn(n € I = S(n) € I). Allora I =N.

Dimostrazione. I € §, quindi / O N. O

Vedremo una seconda formulazione del principio di induzione nell’Eser-
cizio [3.19)

1.I. Relazioni e funzioni. Una relazione binaria (o pit brevemente:
una relazione) & una classe tale che tutti i suoi elementi sono coppie ordina-
te. Una relazione F si dice funzionale se (z,y), (z,y) € F implica y = ¢/;
talvolta useremo I’espressione classe-funzione invece di relazione funziona-
le. Spesso scriveremo = R y invece di (x,y) € R e, nel caso in cui R sia una
relazione funzionale, R(x) denota l'unico y (se esiste) tale che (x,y) € R.
In genere il termine funzione indica una relazione funzionale che sia un
insieme.

Il dominio, l’immagimﬂ e il campo di una classe R sono, rispettiva-

mente,

dom(R) ={z | (z,y) € R, per qualche y }

ran(R) = {y | (z,

fld(R) = dom(R) Uran(R).
Per verificare che, per esempio, dom(R) ¢ una classe si applica I’Assioma di
Costruzione di Classi alla formula ¢(z, R)

Jy3z (2 = (z,y) ANz € R)

y)
y) € R, per qualche z }

dove D'espressione “z = (z,y)” ¢ una formula insiemistica (Esercizio .
La definizione & sensata per ogni classe R, non soltanto per le relazioni; se R
non contiene coppie ordinate, dom(R) = ran(R) = fld(R) = 0. 1l prodotto
cartesiano A X B é una relazione di dominio A, immagine B e campo AU B.

Proposizione 1.11. Se R ¢é un insieme, allora dom(R), ran(R), ld(R) sono
nstems.

Dimostrazione. Per dimostrare che dom(R) ¢ un insieme, basta trovare un
insieme che contenga dom(R): se x € dom(R) allora = € {z} € (z,y) € R,
per qualche y, quindi z € |J(UR), quindi dom(R) C J(UR). I casi di
ran(R) e fld(R) sono analoghi. O
Se F' é una relazione funzionale e A una classe poniamo
F[A|={F(z) |z € Andom(F)}
FlA={(z,y)e F|lzeA}.

3In inglese oltre a image si usa range, da cui ran.
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Si noti che non si richiede che A C dom(F'). Se entrambe F' ed A sono classi
proprie puo accadere che F'[A] sia una classe propria: per esempio, se F' ¢é la
relazione funzionale identica

F={(z,z)|zeV}

allora F[A] = A non & un insieme. E facile verificare (Esercizio che se
F' ¢ un insieme anche F[A] ¢ un insieme, ma che accade se F' ¢ una classe
propria e A un insieme? Se le classi piccole sono insiemi, dato che ad ogni
elemento di A corrisponde al pitt un elemento di F[A], la classe dovrebbe
essere piccola.

Assioma del Rimpiazzamento. Se F' é una relazione funzionale e A un
insieme, allora F[A] é un insieme.

Questo completa la lista degli assiomi di MK. A questi assiomi se ne
aggiunge spesso un altro, ’Assioma di Scelta che vedremo nella sezione 14}

Se F' ¢ una (classe-)funzione di dominio A e immagine contenuta in
B diremo che F ¢ una (classe-)funzione da A a B e lo indicheremo con
F: A — B. La collezione di tutte queste F' ¢ denotata

AB=BA={F|F: A— B}.

(Per I'Esercizio m questa nozione € interessante soltanto quando A é un
insieme. )

Proposizione 1.12. Se A e B sono insiemi, allora B4 ¢ un insieme.

Dimostrazione. B4 C (A x B). O

Osservazione 1.13. Le notazioni 4B e B4 sono entrambe comuni in teoria
degli insiemi, ma la seconda é quella comunemente usata nelle altre parti
della matematica. Il motivo per scrivere 4B invece del pitt comune B4 &
che in certi casi la seconda notazione pud essere ambigua: per esempio 23
¢ la classe (anzi: linsieme, per la Proposizione di tutte le funzioni
dall’insieme 2 = {0,1} all’insieme 3 = {0, 1,2}, mentre 3% & il numero 9.
Quando non ¢’¢ pericolo di confusione useremo liberamente B4.

Se F € B4 diremo che F &:
iniettiva se Vai,as € A (a1 # a2 = F(ay) # F(a2)),
suriettiva se Vb € B3a € A(F(a) =),

bijettiva se ¢ iniettiva e suriettiva.

Useremo i simboli F': A — B e F: A — B per dire che F ¢ iniettiva e,
rispettivamente, suriettiva. Se F' é iniettiva

F~t={(ba)| (a,b) € F}
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¢ una (classe-)funzione e si dice (classe-)funzione inversa.

Esercizio 1.14. Dimostrare che se A é una classe propria e B un insieme,
allora non esiste nessuna F': A — B iniettiva.

Due insiemi sono equipotenti o in bijezione se esiste una bijezione da
un insieme sull’altro.

Teorema 1.15. Non esiste nessuna funzione f tale che dom(f) =N e
Vn e N f(S(n)) € f(n).

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo esista una f siffatta. Poiché
() # ran(f), per lassioma di Fondazione ¢’¢ un y € ran(f) tale che y N
ran(f) = 0. Sia n € N tale che y = f(n). Ma f(S(n)) € f(n) Nran(f):

contraddizione. O

1.J. Successioni. Spesso in matematica si usa la notazione Fj invece di
F(x) e quando si scrivono espressioni come “a; (i € I)” oppure “(a;)ies”
stiamo in realta asserendo l'esistenza di una funzione a di dominio I che
ad un ¢ € I associa a;. Per descrivere in modo conciso tutto cid useremo
le espressioni I > ¢ + a; oppure (a; | i € I). La notazione (a; |i € I) &
particolarmente utile quando I € N, cioé¢ quando si ha a che fare con le
sequenze finite, o stringhe. Per esempio, s = (ag,a1,...,an,—1) € la fun-
zione di dominio n = {0,1,...,n — 1} che ad ogni i < n associa 'insieme
a;; Pordinale n = dom(s) si dice lunghezza di s e viene indicato con lh(s).
Benché la sequenza (a,b) di lunghezza 2 e la coppia ordinata (a,b) possano
essere identificate, esse sono insiemi distinti. Il vantaggio di usare le sequenze
invece delle coppie € evidente quando vogliamo parlare n-uple ordinate: se
definissimo—come ¢ del tutto lecito fare—una tripla ordinata (a, b, c) come
((a,b),c) non riusciremmo a distinguere gli insiemi che sono triple da quelli
che sono coppie. Un altro difetto dell’'usuale definizione di coppia ordinata é
che il prodotto cartesiano non é associativo e quindi I’espressione X x---x X &
ambigua—per esempio: quando scriviamo R? intendiamo (R x R) x R oppure
R x (R x R)? Per questo motivo, per evitare fastidiose (e banali) ambigui-
ta, conviene assumere implicitamente che il prodotto cartesiano X™ x X™
denoti, in realta, I'insieme X", Se X & una classe

(11) X<N = {5 s e una stringa finita e ran(s) C X }.

Esercizio 1.16. Dimostrare che se X & un insieme, allora X <N = { X" | n € N}
¢ un insieme.

Per semplicita notazionale useremo spesso 'espressione Z invece di (zg, . .., Tp—1)
o di (zg,...,7p—1) quando questo non ¢ motivo di confusione; inoltre se
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dom(f) € U,,eny X", allora scriveremo f(z) o f(wo,...,2n_1) invece del piu
corretto, ma barocco, f((zg,...,Tn—1)).

Se I ¢ un insieme e (A; | 7 € I) & una successione di insiemi, il prodotto
cartesiano generalizzato ¢

(12) Xser Ai ={ f| f ¢ una funzione, dom(f) =l e Vi€ I (f(i) € A;) }.
Quindi se A; = A per ogni i € I, allora X;crA4; = AL.

Esercizio 1.17. Dimostrare che X;c;A; ¢ un insieme e che se I = {0,1}
allora X;crA; puo essere identificato (cioé & in bijezione) con Ay X Aj.

Se (A; | i € I) & una successione di insiemi e A;, = () per qualche ig € I,
allora X;erA; = . Supponiamo invece che Vi € I A; # . E veri che
XierA; # 07 La risposta ¢ affermativa se I & costituito da due elementi,
per l'esercizio precedente e, piil in generale, la risposta continua ad essere
affermativa se I & finito (vedi pag, cioé se € in bijezione con un nume-
ro naturale (Esercizio . Ma che dire di una successione indicizzata da
un insieme I non finito? Intuitivamente X;c;A; # () dovrebbe continuare a
valere, dato che posso prendere un elemento a; € A; e considerare la funzio-
ne f(i) = a;. Tuttavia questo semplice ragionamento utilizza un principio
insiemistico che non abbiamo ancora introdotto: 1’Assioma di Scelta, che
vedremo in dettaglio nella sezione Per il momento osserviamo soltanto
che se gli A; sono tutti uguali ad un A # (), allora X;c;A4; = A’ & non vuoto,
dato che posso considerare una funzione costante i — a € A.

1.K. Operazioni. Una funzione finitaria o operazione su X ¢ una
X" > X

dove n = ar(f) si dice arieta di f. Se n = 0 allora f: {0} — X, quindi f
¢ completamente determinata dal valore f()) € X. Ne segue che le funzioni
0-arie su X possono essere identificate con gli elementi di X. Un Y C X si
dice chiuso per f se f[Y"]| CY.

Esercizio 1.18. Sia Y C X e sia
C={ZCX|Y CZAZ chiuso per f}.
Dimostrare che € # ) e che () € ¢ il piu piccolo sottoinsieme di X contenente
Y e chiuso per f.
L’insieme [ C si dice chiusura di Y sotto f e lo si indica con

Cle(Y).
La definizione di insieme chiuso e di chiusura si generalizzano al caso di una

famiglia & di funzioni finitarie su X; in questo caso la chiusura di Y sotto la
famiglia F si scrive Clg(Y).



14 I. Teoria elementare degli insiemi

1.L. Coppie e successioni di classi. La coppia ordinata (x,y) ¢ stata
definita in @ solo quando entrambi x e y sono insiemi. Tuttavia ci sono
situazioni in matematica in cui & necessario lavorare con coppie di classi
proprie, o, addirittura, con successioni di classi proprie. (Si veda la sezione
per esempio.) Se A e B sono classi e almeno una tra A e B ¢ una classe
propria, poniamo
(A,B) & {0} x AU{1} x B.

Poich¢ A = {z|(0,z) € (A,B)} e B = {x| (1,x) € (A,B) }, la classe
(A, B) codifica entrambe A e B. Piu in generale, se A & una classe pro-
pria di coppie ordinate, allora possiamo considerare A come una successione

(Ai|iel),dove I =dom(A) e A;={x| (i,z) € A}.

1.M. Le teorie MK e ZF. L’assiomatizzazione della teoria degli insiemi ¢&
stata introdotta per risolvere le antinomie che il paradosso di Russell aveva
generato. Una possibile assiomatizzazione é quella che abbiamo visto nel-
le sezioni precedenti: la teoria Morse-Kelly, MK. Prima di tutto abbiamo
introdotto (informalmente) il linguaggio della teoria degli insiemi LST che
consiste di variabili, dei simboli di appartenenza €, di uguaglianza =, delle
parentesi (, ), dei connettivi logici e dei quantificatori. A partire da questo
abbiamo costruito le formule della teoria degli insiemi (pagina 3| e seguenti)
che sono enti pre-insiemistici che ci servono per parlare di insiemi e classi.
Lo studio delle formule della teoria degli insiemi (in realta appena abbozzato
nella sezione |1)) ¢ un’impresa matematica che avviene in un ambiente ante-
cedente allo sviluppo tecnico della teoria degli insiemi e della matematica
usuale. Questo ambiente prende nome di metamatematica ed é caratteriz-
zato da un approccio concreto e finitistico: le formule di LST sono oggetti
analizzabili in modo algoritmico e quindi sono, in linea di principio, imple-
mentabili in un programma. Per far cido dobbiamo specificare un po’ meglio
cosa intendiamo per variabili: formalmente questi sono simboli di una lista
prefissata e riconoscibili in modo meccanico

Vo, Vi, V2, V3,
Quindi ’assioma di estensionalita dovrebbe essere scritto cosi
Wvo Wi (Wva (Vo € vg & Vo € vi) = vg = vi1).

Tuttavia per non appesantire la notazione useremo impunemente le lettere
dell’alfabeto variamente decorate per denotare le variabili.

Torniamo al problema di assiomatizzare la teoria ingenua degli insiemi:
il sistema MK descrive degli enti matematici: le classi. Queste si dividono
un due sottofamiglie: quelle “piccole” cioé gli insiemi e quelle “grandi” cioé
le classi proprie. Gli assiomi di MK sono:

Estensionalita: VzVy (Vz(z ez & 2z € y) = 2z =y).
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Comprensione (schema di assiomi): Per ogni formula di LST

(p(wvyla .- 7yn)

in cui x compare libera e per ogni variabile A differente da x,y1, ..., Yn,

Yy ... Vy, JAVz (x € A< Jz(x € 2) AN (2, Y1, -+, Yn)) -

Esistenza di Insiemi: 3z Jy(z € y).

Potenza: Vx (Jy(z €y) = JzFw(z e wAVE(t € 2 & t C 2))).
Coppia: VzVy (3a(z € a) ANb(y € b) = Fz3c(z € c Az = {x,y})).
Fondazione: VA(A # 0 = 3z (z € ANz NA=10)).

Unione: YA(3B(Ae€ B)=3C3D(C e DNC =JA)).

Infinito: 3/3J (I e JAND e IAVx(x €I = Ty(y=S(z)Ayel))).
Rimpiazzamento:

(13) VFVA ((Vz3ly (z,y) € FAIB(A € B)) = 3C (F[A] € C)).

Osserviamo che 1’Assioma di Comprensione ¢ in realtd una lista infinita di
assiomi, uno per ogni formula ¢ come sopra e per questo motivo diremo che
& uno schema di assiomi. Poiché & possibile stabilire in modo meccanico se
o0 meno un’espressione ¢ un’istanza di questo schema di assiomi, ne segue
che & possibile stabilire in modo effettivo, meccanico se una certa formula é
o meno un assioma di MK. E anche possibile generare la lista degli assiomi
di MK mediante un programma: per prima cosa si elencano gli assiomi di
Estensionalita, Potenza, Coppia, Fondazione, Unione, Infinito e Rimpiazza-
mento, per poi passare ad elencare una dopo l'altra le istanze dell’ Assioma
di Comprensione.

Gli assiomi qui sopra sono solo parzialmente formalizzati nel linguag-
gio LST dato che abbiamo usato termini definiti quali C, {x,y}, N, 0, U,
S e F[A]. Lasciamo al lettore l'ulteriore sforzo di eliminare questi simboli
definiti (Esercizio . In oltre abbiamo usato varie lettere maiuscole e
minuscole nel tentativo di rendere piu trasparente il significato degli assiomi.
Per esempio, nel caso dell’assioma di rimpiazzamento, la lettera F' sugge-
risce che si sta parlando di una funzione. Nell’assioma di comprensione le
lettere (vale a dire: le variabili) yi,...,y, denotano dei parametri, mentre
la lettera maiuscola A indica la classe { = | (z,y1,...,yn) } la cui esistenza
é postulata dall’assioma. Se volessimo essere formalmente precisi dovremmo
scrivere I'assioma di comprensione come segue:

Sia @ una formula di LST e sia vy, una variabile che oc-
corre libera in @, supponiamo che le altre variabili libere di
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@ siano tra le vi,,...,vg, e siano m, h e i indici diversi
da kg, ..., ky,. Allora

Wiy - Wi, VYWV (Vi € Vi < 3V (Vi € Vi) A @ (Vi Vi s -+ -5 Vi, ) -

Un’altra assiomatizzazione della teoria degli insiemi ¢ dovuta a Ernst
Zermelo e Adolf Fraenkel ed é nota con ’acronimo ZF. Come MK é formulata
nel linguaggio LST, quindi la nozione di formula della teoria degli insiemi
non cambia, ma, a differenza di MK, ¢ una teoria che parla solo di insiemi
e null’altro. Quindi la classe V di tutti gli insiemi é un ente che non ha
diritto di cittadinanza in ZF. Gli assiomi di Estensionalitd e Fondazione
sono esattamente come in MK; gli assiomi della Coppia, Potenza, Unione
e Infinito sono essenzialmente come in MK, eccetto che non & necessario
asserire che si sta parlando di insiemi:

Coppia: VzVy 3z (2 = {z,y}).
Potenza: VxIyVz (z €y < 2 C z).
Unione: Vz3yVz (z € y < Ju(u € x A z € u)).
Infinito: 3z (0 € x AVy (y € 2 = S(y) € x)).
Lo Schema di Assiomi di Comprensione ¢é sostituito da
Separazione (schema di assiomi): Per ogni formula di LST
@(z, B y1,---,yn)
in cui x compare libera e per ogni variabile A differente da x, B,y1, ..., Yn,
Yy ... Vy,VBIAVz(x € Az € BAo(x,B,y1,...,Yn))-
In altre parole: per ogni insieme A e ogni proprieta @ esiste l'insieme

{.’L’EA' (P(%yl,---ayn)}-

L’Assioma del Rimpiazzamento é sostituito dal seguente schema di as-
siomi:

Rimpiazzamento (schema di assiomi): Per ogni formula di LST
(P(x,y,A, 21y 7Zn)
e per ogni variabile B differente da x,y, A, z1,..., Zn,
(14) VAVz ... Vz, Vx(xr € A=y o(z,y,A,21,...,2,)) =
dBVy(ye B 3x(r e ANz, y, A, 21,...,2)))) -

In altre parole: fissati gli insiemi A, z1,...,2zn, se la formula ¢ definisce
una funzione x — y sull’insieme A, allora c¢’¢ un insieme B che consiste
esattamente di tutti questi y.



1. GlIi assiomi 17

Osserviamo che ([13]) ¢ un singolo assioma, mentre lo Schema di Assiomi
del Rimpiazzamentd’| di ZF & una lista infinita di assiomi, uno per ogni .
Anche in questo caso € possibile stabilire in modo effettivo se un’espressione
¢ o meno un assioma di ZF e la lista degli assiomi di ZF puo essere generata
in modo algoritmico, elencando prima gli assiomi di Estensionalita, Poten-
za, Coppia, Fondazione, Unione e Infinito, per poi passare ad elencare una
dopo laltra le istanze dell’Assioma di Separazione e di Rimpiazzamentoﬁ 1l
paradosso di Russell é neutralizzato da ZF nel seguente modo. innanzitutto
la collezione R in non ¢ stata definita mediante I’assioma di separazione,
quindi non possiamo concludere a questo punto che che sia un insieme, cioé
un oggetto legittimo di ZF. Supponiamo R sia un insieme: allora le implica-
zioni e continuano a valere portandoci quindi ad una contraddizione.
Ne segue che R non ¢ un insieme e quindi il paradosso di Russell non sussiste
piu.

Osserviamo infine che esiste un terzo approccio alla teoria assiomatica
degli insiemi, quella introdotta da von Neumann e sviluppata da Kurt Godel
e Paul Bernays e che va sotto il nome di NGB. Non diremo nulla su questa
teoria se non che, come MK, é una teoria degli insiemi e delle classi, ma,
a differenza di quest’ultima, le formule usate nell’Assioma di Comprensione
devono essere di tipo particolare. A differenza di MK e ZF, la teoria NGB ¢é
finitamente assiomatizzabile.

Benché la stragrande maggioranza degli oggetti studiati dai matematici
siano insiemi, & spesso utile poter parlare della classe di tutti i gruppi, o
della classe degli spazi topologici, o della classe degli insiemi finiti—questo
¢é particolarmente vero quando si utilizza il linguaggio della teoria delle ca-
tegorie (sezione . Per questo motivo taluni matematici preferiscono una
teoria come MK o NGB. D’altra parte neppure queste teorie sembrano poi
cosi soddisfacenti, visto che non ¢ possibile considerare classi-di-classi come
P(V), o classi-di-classi-di-classi come Z(Z(V)), etc. In realta, aggiungen-
do a ZF opportuni rafforzamenti dell’Assioma dell’Infinito & possibile, in un
certo senso, catturare il concetto di classe, classe-di-classi, classe-di-classi-
di-classi,... e molto altro ancora. Per questo motivo la quasi totalita della
ricerca contemporanea in teoria degli insiemi avviene nel sistema ZF.

Le classi proprie in ZF sono solo degli oggetti meta-matematici, delle
formule che descrivono una totalitd a cui non corrisponde una controparte
nella teoria. Per esempio: invece della classe di tutti i gruppi si considera
la formula y(z) che asserisce che x ¢ un gruppo, ovverosia = & una coppia
ordinata (G, x) dove G & un insieme non vuoto e * & un’operazione binaria

4per distinguere la versione del rimpiazzamento in MK (un singolo assioma) da quello in ZF
(uno schema di assiomi), il primo viene spesso detto Rimpiazzamento Forte.

SPer fare cid il programma lavora in simultanea sulle due liste, dividendo il suo tempo sull’'una
e sull’altra.
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su GG che induce una struttura di gruppo. Analogamente al posto della classe
degli spazi topologici si considera la formula t(z) che asserisce che z é uno
spazio topologico, ovverosia x & una coppia ordinata (Y,0) dove Y & un
insieme non vuoto e O € una topologia su Y. Nella teoria MK é possibile
dimostrare teoremi della forma

(15) X (Y (XeY)N...X..)

e

(16) VXY (XeY)=...X..)

cioé affermazioni del tipo: “Esiste una classe propria X tale che...” e “Per

7

ogni classe propria X succede che...”. O, naturalmente enunciati anche
pitt complessi, del tipo VX IY ... In ZF capita di dimostrare affermazio-
ni esistenziali come in (15)): in questo caso dobbiamo esplicitamente esibire
esplicitamente una formula @ che definisce la classe propria X con le pro-
prieta richieste. In MK la richiesta ¢ pitt modesta e potremmo, per esempio,
dimostrare per assurdo, cioé che se ogni classe propria X non soddisfa
alla proprietd in questione, allora si ottiene una contraddizione in MK. Le
affermazioni del tipo (16| sono anche pit problematiche: infatti un “teore-
ma” del genere deve essere dimostrato caso per caso, uno per ogni formula
@ che definisca una classe X. Si parla in questo caso di schema di teoremi
o0 metateorema.

La discussione precedente puo far sorgere il sospetto che la differenza
tra MK e ZF riguardi solo fatti astrusi su classi proprie, mentre i teoremi
riguardanti gli insiemi non presentano differenza tra le due teorie. Ogni
teorema di ZF & anche un teorema di MK, ma non vale il viceversa: ci sono
dei teoremi sui numeri naturali che sono dimostrabili in MK, ma non in ZF.
Di pit: questi teoremi sono della forma

Vn € N P(n)

dove la proprieta P(n) ¢ verificabile in modo meccanico a partire dall’input
n. Tuttavia enunciati di questo genere sono molto rari e per la maggior
parte, un risultato sugli insiems dimostrato in MK ¢é dimostrabile anche in
ZF, essenzialmente con la stessa dimostrazione.
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Esercizi

Esercizio 1.19. Dimostrare che se A ¢ un insieme allora AN B ¢ un insieme;
se B é una classe propria allora A U B ¢ una classe propria.

Se x1,...,xy, sono insiemi, anche {x1,...,z,} & un insieme.

Esercizio 1.20. Dimostrare che V' \ z & una classe propria, per ogni insieme
x.

Esercizio 1.21. Dare formule ¢@(z,y, 2) e P(z,y, z) che asseriscono, rispet-
tivamente, “z = {z,y}" e “z = (z,y).”

Esercizio 1.22. Dimostrare che:

{0 At oyt = {0 {2 {2 =2 Ay =w e
{rAr,yt={z{zuwl}=r=2 Ny=w.
(Per la seconda implicazione utilizzare I’Assioma della Fondazione.) Quindi

le definizioni di coppia ordinata (z,y)w e (z,y)k’ dell’Osservazione |1.7| sono
adeguate.

Esercizio 1.23. Formalizzare nel linguaggio LST i seguenti assiomi di MK:
Potenza, Coppia, Fondazione, Unione, Infinito e Rimpiazzamento. Analoga-
mente per gli assiomi di ZF.

Esercizio 1.24. Dimostrare che per ogni insieme x non esiste alcun y tale
che z € y ey € S(x).

Esercizio 1.25. Dimostrare che se f & un insieme anche f[A] & un insieme.
Esercizio 1.26. Dimostrare che:
(i) {{z} | x € V} & una classe propria;
(ii) se y # 0, allora la classe degli insiemi equipotenti ad y
{z | 3f: = — y bijezione }
é una classe propria.
(iii) Trovare un esempio di classe propria A tale che |JA ¢ una classe
propria.
Esercizio 1.27. Dimostrare che:
(i) se A ¢ una classe propria oppure B = () # A, allora B4 = (),
(ii) se A # () & un insieme e B una classe propria, allora B4 & una classe
propria,
(iii) se A = 0, allora B4 = {(}.



20 I. Teoria elementare degli insiemi

Esercizio 1.28. Dimostrare che se C' & una classe propria, anche C™ (n # 0)
e C<N sono classi proprie.

Esercizio 1.29. Dimostrare che se (A; | i € I) é una sequenza di insiemi
(o di classi) non-vuoti e I & in bijezione con un numero naturale, allora

XierA; # 0.
Esercizio 1.30. Dimostrare che:

(i) In presenza degli altri assiomi di MK, l'assioma di rimpiazzamento
é equivalente alla sua versione iniettiva:
Se F' é una relazione funzionale iniettiva e A & un insieme,
allora F[A] ¢ un insieme.

(ii) Analogamente, in presenza degli altri assiomi di ZF, lo schema di assiomi
di rimpiazzamento é equivalente alla sua versione iniettiva:
Sia @(x,y, A, z1,...,2,) una formula di LST e supponiamo B sia
differente da x,y, A, z1,...,2,. Per ogni A, z1, ..., 2, se

Ve(x € A= Ay o(z,y, A z1,...,2n))
e se
Vo V' Yy vy (x AN € ANx # 2
ANo(z,y, Az, zn) Aoy Az, 2n) = Yy y’)
allora
dBVy(ye B dz(x € AN@(z,y,A,21,...,2n))) -

(iii) In presenza degli altri assiomi di ZF, lo schema di assiomi di rimpiazza-
mento (14) implica lo schema di assiomi di separazione.

Note e osservazioni

La teoria degli insiemi ¢ stata inventata da Georg Cantor (1845-1918) verso
il 1870 per risolvere un problema di Bernhard Riemann (1826-1866) sulle
serie trigonometriche. L’assiomatizzazione della teoria degli insiemi é stata
portata a termine solo nella prima meta del secolo scorso ad opera di molti
matematici tra cui Ernst Zermelo (1871-1953), A.A. Fraenkel (1891-1965),
Johan Von Neumann (1903-1957), Kurt Godel (1906-1978), Paul Bernays
(1888-1977), John L. Kelley (1916-1999) e Antony P. Morse. In particolare,
la teoria MK qui esposta ¢ stata sviluppata indipendentemente da Kelley e
Morse: una lista di assiomi essenzialmente equivalenti a quelli qui presentati
si trova nell’appendice del libro di Kelley di topologia generale [Kel55|, men-
tre la monografia di Morse [Mor65| presenta (in modo assai idiosincratico)
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una trattazione dettagliata della teoria degli insiemi MK. L’esposizione in
queste dispense segue abbastanza fedelmente il libro di [Mon69]. Un ottimo
testo di teoria degli insiemi in cui viene sviluppata ZF ¢ [Lev02]. Per una
panoramica storica sulla teoria degli insiemi si consiglia [Lol94].

2. Insiemi ordinati

2.A. Definizioni. Sia X una classe e sia R C X x X. Diremo che R é:

e riflessiva su X se Vz € X(z R x);
e irriflessiva su X se -3z € X(z R z);
e simmetrica su X se Ve € XVy € X(x Ry =y R x);
e antisimmetrica su X se Vz € X Vy € X((m RyANyRz)=z= y);
e connessa su X seVr € XVye X(x=yVz RyVyRx),
e transitiva su X seVz € XVy € XVze X((zr RyAy Rz) =z R z);
e regolare su X se {y € X |y Rz} & un insieme, per ogni z € X.
Se R é un insieme allora R é regolare, quindi questa nozione é significativa

solo quando R ¢ una classe propria. Se R ¢ una relazione su X e Y C X, la
restrizione di Rad Y &

RIY=RN(Y xY).

Spesso, se non c¢’é pericolo di confusione, diremo che R ¢ una relazione su Y.
Una relazione di equivalenza ¢ una F C X x X riflessiva, simmetrica e
transitiva. Le relazioni di equivalenza solitamente si denotano con

~ >~ =
) ~ - )

La classe di ~-equivalenza di un elemento z € X &

[2l. =[xl ={yeX|y~=z}.
Se ~ & regolare, allora le classi di equivalenza sono insiemi e possiamo
costruire il quozienteﬁ

X/~ ={lz] lzeX}.
Esercizio 2.1. Dimostrare che:
(i) se R ¢ una relazione riflessiva su X, allora R ¢ un insieme se e solo se
X € un insieme.

(ii) se R ¢ una relazione su X, Y C X e R ¢ riflessiva (simmetrica, antisim-
metrica, transitiva) su X allora anche R | Y & riflessiva (simmetrica,
antisimmetrica, transitiva) su Y. In particolare la restrizione di una
relazione di equivalenza ¢ ancora di equivalenza.

6Una costruzione di X/E, per E non regolare, ¢ data nell’Esercizio m
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(iii) Se ~ ¢ una relazione di equivalenza su un insieme X, allora X/~ & un
insieme.

N

(iv) La relazione di equipotenza (pag{l2)) tra insiemi ¢ una relazione di
equivalenza su V non regolare.

Un ordine parziale o piu semplicemente un ordine su X ¢ una rela-
zione R C X x X riflessiva, antisimmetrica e transitiva su X; se R & anche
connessa su X diremo che ¢ un ordine lineare o ordine totale su X. Un
pre-ordine o quasi-ordine su X una relazione binaria riflessiva e transiti-
va su X. I pre-ordini sono una generalizzazione degli ordini e delle relazioni
d’equivalenza. Gli ordini (parziali o totali) e i pre-ordini vengono usualmente
denotati con i simboli

Dato un pre-ordine < su X sia ~ la relazione di equivalenza su X indotta
dal pre-ordine

Se ~ ¢ regolare, l'ordine < indotto da < su X/

r~y & rTyYNy<zT.
< ~ e
2] <ly] & z<y.

Un ordine strett(ﬂ (parziale o totale) su X ¢ una relazione che ¢ la parte
irriflessiva di un ordine (parziale o totale) su X, dove la parte irriflessiva
di una relazione R C X x X ¢ definita come

RA\{(z,y) | (z,y) € RA(y,2) € R}.

Un pre-ordine stretto ¢ la parte irriflessiva di un pre-ordine Gli ordini
stretti (parziali o totali) e i pre-ordini stretti si denotano con
<0 = L

Chiaramente, ad ogni (pre-)ordine (<, <,LC,...) possiamo associare la sua
versione stretta (<, <,[,...) e viceversa. Spesso la proprieta di connessione
per gli ordini stretti si dice proprieta di tricotomia poiché asserisce che deve
valere una una delle tre possibilita mutualmente esclusive:

r<y, T=Yy, T>Y.

Se < & un pre-ordine, z £ y significa che 2 < y non vale; nel caso degli ordini
lineari questo significa che y < x, ma cio non vale in generale per i pre-ordini
o gli ordini parziali.

Un segmento iniziale di un (pre-)ordine < su X ¢ un Y C X tale che

VyeYVeeX(z<y=z€Y);

La terminologia é un po’ infelice, visto che un ordine stretto non € un ordine.
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analogamente si definisce la nozione di segmento finale. Una catena in
un ordine < su X ¢ un C' C X tale che C ¢ linearmente ordinato da <, vale
a dire

Ve,ye Ce<y V y<uxz).
Se < ¢ un ordine su X, un I C X tale che

Ve,yeIVze X (x<z<y=z€el)

si dice intervallo. Se z < y le classi

(r;y)={zeX|z<z<y}

[zyl ={ze X |z <z<y}

(yl={zeX|r<z<y}

[zy) ={zeX |z <2<y}
sono intervalli e si dicono, rispettivamente intervallo aperto, chiuso, semia-
perto inferiormente, semiaperto superiormente determinato da x e y. Se
x < y diremo che x é un predecessore di y, ovvero che y & un successore di x.
Se (z;y) = 0 diremo che x & un predecessore immediato di y e che y ¢ un
successore immediato di di z. (Se < ¢ lineare, il predecessore immediato
e il successore immediato di un elemento, se esistono, sono unici.) Diremo
che D C X ¢ denso in X se (z;y) N D # ) per ogni z < y. Nel caso in cui
D = X, cioé (z;y) # 0 diremo che l'ordine ¢ denso. Quando X & un insieme
diremo che (X, <) ¢ un insieme (pre-)ordinato se < & un (pre-)ordine su X,
e analogamente (X, <) é un insieme strettamente ordinato se < & un ordine
stretto su X.

Sia (X, <) un insieme pre-ordinato e sia Y C X. Diremo che z € X ¢
un:

e maggiorante di Y se Vy € Y (y < 7);

e minorante di Y se Vy € Y (z < y);

e elemento massimale di Y sexz €Y e
~yeY (@ <yny£i),

ovvero =3y € Y (z < y) dove < & la parte stretta di <. Se < & un
ordine (invece che un pre-ordine) questa condizione diventa

-y eY@<yAT#y);
e clemento minimaledi Y sez €Y e
W eY(Y<TATLy),

ovvero -3y € Y (y < &) dove < & la parte stretta di <. Se < é un
ordine (invece che un pre-ordine) questa condizione diventa —Jy €

Y(y<zAz#y);
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e massimo di Y se é un maggiorante di Y e z € Y
e minimo di Y se ¢ un minorante di Y e z € Y;

e estremo superiore di Y se é un maggiorante di Y e se T é un minorante
di {z € X | ¢ un maggiorante di Y }.

e estremo inferiore di Y se ¢ un minorante di Y e se ¥ é un maggiorante
di {x € X | & un minorante di Y }.

Osservazione 2.2. Nel caso degli ordini, la proprieta antisimmetrica implica
che se Z ¢ un massimo o un minimo di Y, allora é unico e viene denotato con
max Y, ovvero minY. Analogamente , poiché 'estremo superiore e l'estre-
mo inferiore di Y, se esistono, sono max {z € X | x ¢ un minorante di Y } e
min{z € X | z & un maggiorante di Y}, allora sono unici e vengono deno-
tati con supY e infY.

Un insieme Y C X si dice limitato superiormente (inferiormente) se
esiste un € X maggiorante (minorante) di Y. Un pre-ordine < su X si
dice

e diretto superiormente se Va,y € X3z € X (x <z Ay < 2),
e diretto inferiormente se Vz,y € X3z € X (z <ax Az <y).

Se richiediamo che < sia un ordine (e non solo un pre-ordine) e che sup{z, y}
(oppure inf{z,y}) esista, per ogni x,y € X otteniamo la nozione di semi-
reticolo superiore (rispettivamente: semi-reticolo inferiore). Un re-
ticolo é un semi-reticolo superiore ed inferiore. Ogni ordine lineare é un
reticolo.

Proposizione 2.3. Sia F una classe di funzioni e supponiamo C sia diretto
superiormente su F. Allora |JF ¢ una relazione funzionale.

Dimostrazione. |JJ ¢ una classe di coppie ordinate. Supponiamo (z,y) €
UFe(z,2) e JTF e quindi (z,y) € f e (z,2) € g, per qualche f,g € F. Sia
h € F tale che f,g C h: allora (z,y), (z,2) € h e quindi y = 2. O

2.B. Esempi di ordini. Vediamo qualche esempio di ordine parziale. Use-
remo liberamente concetti (finito, numerabile, etc) ed enti (Q, R, etc.) che
saranno introdotti ufficialmente solo tra qualche pagina, ma che sono (o do-
vrebbero essere) ben noti. Il lettore pit scettico puo saltare per il momento
questa sezione e ritornarci una volta che questi fatti sono stati sviluppati in
modo formale.

2.B.1. L’insieme potenza. Se A & un insieme, allora (Z(A), C) ¢ un insieme
ordinato; ¢ totalmente ordinato se e solo se A ¢ un singoletto o A = (.
Se b € B C A allora B\ {b} ¢ un predecessore immediato di B e se a €
A\ B allora BU {a} ¢ un successore immediato di B. Ogni sottoinsieme
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A di Z(A) ammette un estremo superiore | JA e un estremo inferiore (A
e quindi (#(A),C) ¢ un reticolo. Il massimo e il minimo di Z?(A) sono,
rispettivamente A e ().

2.B.2. I razionali ed i reali. R e Q con ’'usuale ordinamento sono linearmente
ordinati e densi in sé stessi. Non hanno né massimo né minimo. Tuttavia
ogni sottoinsieme superiormente (inferiormente) limitato di R ha un estremo
superiore (inferiore). L’analoga affermazione in Q é falsa.

2.B.3. Gli intorni di un punto. Sia U(Z) I'insieme degli intorni di un punto
fissato = € R, ordinato da C. (U(z), <) ¢ un ordine non totale e un reti-
colo. Come nell’Esempio ogni elemento di U(Z) ha un predecessore
e, se diverso da R, un successore. Ogni sottoinsieme di U(Z) ha un estremo
superiore, ma, in generale, non ha estremo inferiore; in particolare U(Z) non
ha minimo, ma ha massimo: R.

2.B.4. Dominazione di funzioni. Se f,g € NN poniamo
f<"ge 3kYm > k(f(m) < g(m)).

e diciamo che g domina f quasi ovunque. <* ¢ un pre-ordine (ma non
un ordine) su NV la cui relazione d’equivalenza associata &

f="g%3kVYm =k f(m)=g(m).

L’ordine < sul quoziente NN /=* non ¢ totale, ma non ha massimo. Per ogni
f,g € NN le funzioni

fAg: n—min{f(n),g(n)}
fvg: n—max{f(n),g(n)}
sono tali che [f A g] = inf{[f], [g]} e [f V g] = sup{[/] [g]}. Quindi
(NY /=", <)

¢ un reticolo. Ogni famiglia numerabile di elementi di N ha un maggiorante
e un minorante, ma non ha necessariamente un sup o un inf (Esercizio [2.9)).

2.B.5. Inclusione a meno di insiemi finiti. La relazione C* su Z(N)
AC*B< A\ B é finito

& un pre-ordine la cui relazione di equivalenza associata é
A =" B < AAB é finito.

A C* B significa che A C* B e B ¢* A, vale a dire A C* B e B #* A.
L’ordine parziale < indotto sul quoziente

PE(2M)/=)

¢ un reticolo, ponendo sup{[A4], [B]} = [A U B] e inf{[4],[B]} = [A N B]
(Esercizio [2.10)).
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Se [A] < [B], cio¢ A C* B, allora B\ A ¢ un insieme infinito {kg <
ki < ...} e quindi [4] < [C] < [B] dove C = AU {ky |i€N}. Ne
segue che (P, <) é denso in sé stesso. Se consideriamo il sottoinsieme P \
{[0], [N]}, otteniamo un ordine denso in sé stesso, privo di elementi massimali
o minimali.

Proposizione 2.4. Se Ay C* Ay C* Ay C* ... ¢ una catena C*-crescente
allora ¢’¢ un B #* N tale che

Vn € N(A, C* B)

In altre parole: ogni successione <-crescente in P ha un maggiorante.

Dimostrazione. Innanzi tutto possiamo supporre che Ag # () altrimenti ba-
sta rimpiazzare Ap con {0}: I'ipotesi continua a valere e ogni C' che sia un C*-
maggiorante di {0}, A1, Ag, ... ¢ anche un C*-maggiorante di Ay, A1, Ag, . ...
Poiché A,UA,_1U---UAg = AnU(An_l\An)U(An_Q\An_l)U' . -U(Ao\A())
By = An+1 \ (An UA,_1U---U Ao)

= Apt1 \ (An U (An—1 \ An) U (An—2 \ An—l) U---u (AO \ Al))

= (An-i-l \An) \ ((An—l \An) U (An—2 \ An—l) U---u (AO \ Al))
¢ infinito in quanto differenza tra un insieme infinito 4,41\ 4;,, ed un’unione
finita di insiemi finiti: A,—1 \ An, Ap—2 \ 4n-1,-.. Ao \ A1. Definiamo
induttivamente kg € Ag e knt1 € Bpa1 in modo che che i k; siano tutti
distinti. Poiché k,, ¢ A; se i < m, ne segue che A, N {ky, | meN} C
{ko,...,kn} e quindi

def

Ap € C YN\ {kyp |meN}.

Quindi C' ¢ un maggiorante di { A, | n €N} e C C* N dato che N\ C =
{km | m € N} ¢ infinito. O

Ogni suo sottoinsieme numerabile ha un maggiorante e un minorante,
ma non ha necessariamente un massimo o un minimo (Esercizio [2.11]).

2.C. Un teorema di punto fisso. Se R C X x X e S CY XY, un
morfismo f: (X, R) — (Y, S) ¢ una funzione f: X — Y tale che

Vl‘l,l'g e X (xl R xy = f(xl) Sf(xg)) .

Se inoltre f & una bijezione tra X e Y e f~1: (Y, S) — (X, R) ¢ un morfi-
smo, diremo che f é un isomorfismo. Nel caso di pre-ordini, un morfismo
f (X, <) — (Y, X) si dice funzione (debolmente) crescente; se é anche
un morfismo per i pre-ordini stretti associati (X, <) — (Y, <) allora f si dice
strettamente crescente.
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Teorema 2.5. Sia (X, <) un insieme ordinato tale che ogni Y C X ha un
estremo superiore. Se f: X — X é crescente esiste un punto fisso per f,
vale a dire

da € X (f(a) =a).

Dimostrazione. Sia A ={z € X |z < f(z)} esiaa =supA. Se x € A,
allora z < a ez < f(r) da cui

x < f(z) < fla).

Quindi f(a) & un maggiorante di A. Da questo segue che a < f(a) e quindi
fla) < f(f(a)), per la crescenza di f. Ne segue che f(a) € A, da cui
f(a) <a. Quindi a = f(a). O

Mediante questo risultato di punto fisso possiamo dimostrare il seguente
importante risultato:

Teorema 2.6 (Shroder-Bernstein). Se F': A — B e G: B — A sono
iniettive allora 3H (H: A — B bijettiva).

Dimostrazione. L’insieme ordinato (#(A),C) e la funzione ®: Z(A) —

Z(A)
o(C) = A\G[B\ F[C]]

soddisfano le ipotesi del Teoremal[2.5] quindi esiste un C' C A tale che ®(C) =
C, ovvero A\ C = G[B\ F[C]] e quindi

G (A\C): A\C — B\ F[C]
F|C:C— F[C]

sono bijezioni. Quindi H = G~! | (A\C)UF | C ¢ la bijezione cercata. [J
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Esercizi

Esercizio 2.7. Siano (X, <) e (Y, <) insiemi ordinatie f: X — Y crescente.
Dimostrare che se (X, <) ¢ lineare,

Vay,xp € X (f(21) < f(22) = 21 < 22).
In particolare, se (X, <) é lineare e f ¢ strettamente crescente
Vo, x € X (11 <xo & fx1) < f(22)).

Mostrare con un controesempio che I'ipotesi “(X, <) ¢ lineare” non puo essere
rimossa.

Esercizio 2.8. Se (X, <) e (Y, <) sono insiemi ordinati, possiamo definire
due ordini su X x Y, 'ordine prodotto < e I'ordine lessicografico <jex:

(z1,91) < (22,92) & (v1 < 22 Ayt <X ¥2)
(1,y1) <tex (z2,12) & (z1 <22V (T1 =22 A Y1 S ¥2)).

Quali delle proprieta viste (essere un reticolo, avere massimi, minimi, etc.)
si preservano passando agli ordini prodotto e lessicografico?

Esercizio 2.9. Dimostrare che per ogni successione di funzioni f, € NN
esiste ¢ € NN tale che f, <* g, per ogni n € N. Dare un esempio di
sottoinsieme numerabile di NN /=* che non ha estremo superiore e uno che
non ha estremo inferiore.

Esercizio 2.10. Verificare che (P, <) dell’Esempio ¢ un reticolo.
Esercizio 2.11. Siano A,, B, C N tali che
n<m = A,C"A, c*B,Cc*B,

dove C* e C* sono come nell’Esempio Dimostrare che ¢’¢ un C C N
tale che

Vn e N(4, C* C C* By).
Esercizio 2.12. Dimostrare che esiste un ¢ C Z(N) tale che (C,C) &

isomorfo ad (R, <). (Suggerimento: N ¢ in bijezione con Q.)

3. Ordinali

Definizione 3.1. Sia X una classe ¢ R C X x X una relazione irriflessiva
su X. Diremo che R ¢ ben-fondata se ogni sotto-classe non-vuota di X
contiene un elemento R-minimale cioé

VW XY #0=TyeYVzeY (z#£y= (29 ¢ R)).

Se R non & ben fondata su X diremo che ¢ mal-fondata.
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L’Assioma della Fondazione implica che la relazione di appartenenza

{(xy)eV]zey}

¢ irriflessiva e ben-fondata e poiché {y |y € x } = x ¢ un insieme per ogni
x € V, é anche regolare.

Definizione 3.2. Un buon ordine ¢ un ordine lineare stretto, ben-fondato
e regolare. Con abuso di linguaggio diremo che un ordine < ¢ un buon ordine
se lo ¢ il suo ordine stretto associato <.

Esercizio 3.3. (i) Dimostrare che se < ¢ un buon ordine su X e Y C X,
allora lo é anche l'ordine indotto < [ Y su Y. Quando non c’¢ pericolo
di confusione l'ordine indotto viene indicato con <.

(ii) Siano < e < buoni ordini su X e Y, rispettivamente, e siano <1 e <jex
I'ordinamento prodotto stretto e 'ordinamento lessicografico stretto su
X x Y (cioé gli ordini stretti associati agli ordini < e <jx). Allora
<lex ¢ un buon ordine su X x Y e < & una relazione ben fondata su
X x Y. Sotto quali ipotesi <1 ¢ un buon-ordine?

Gli ordinali sono esempi canonici di buoni ordini.

Definizione 3.4. Una classe A si dice transitiva se (JA C A, cioé se
VaVz ((a€ ANz €a)=z € A).

Un ordinale é un insieme transitivo tale che tutti i suoi elementi sono transi-
tivi. Gli ordinali vengono generalmente denotati con lettere greche minuscole
«, 3, ... e Ord é la classe degli ordinali.

Esercizio 3.5. (i) Il singoletto {z} & transitivo se e solo se x = ). Nes-
suna coppia ordinata (z,y) € un insieme transitivo.
(ii) La classe V ¢ transitiva, mentre la classe { {x} | x € V } non lo é.

(iii) Se x ¢ transitivo, anche S(z) ¢ transitivo. Se a ¢ un ordinale, anche
S(a) ¢ un ordinale.

(iv) Se x ¢ transitivo, anche |z & transitivo.

(v) Se « ¢ un ordinale, allora ogni 5 € « é un ordinale.

(vi) Se x ¢ un insieme di ordinali, allora | Jz ¢ un ordinale.

(vil) a € B < S(a) € S(B).

Proposizione 3.6. Ord ¢ una classe propria.

Dimostrazione. Se v € Ord e 3 € «, allora 8 € Ord per la parte |(v)|
dell’Esercizio [3.5] Quindi Ord é una classe transitiva. Se Ord fosse un
insieme, allora sarebbe un ordinale e quindi Ord € Ord, contraddicendo
I’Assioma di Fondazione. O
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Teorema 3.7. Se o, 3 € Ord

aef V a=p V pea.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che
A={aecOrd|3€0rd(ag¢f N a#pB N B¢a)}
¢ vuota. Se A # (), allora per I’Assioma di Fondazione esiste @ € A tale che
(17) anA=>0.
Allora
B={fcOwd|f¢arnf#anagp)

¢ una classe non vuota e di nuovo per I’Assioma di Fondazione esiste B eB
tale che BN B = (). Se v € & allora, per la , v ¢ A, quindi, in particolare

pey vV B=v V vep.
Le prime due possibilita e la transitivita di @ implicano 3 € &, contraddi-

cendo il fatto che 8 € B. Quindi v € 3. Essendo ~ arbitrario, otteniamo

a C (3. Analogamente 3 C & e quindi @ = /3: contraddizione. O

Corollario 3.8. € ¢ un buon ordine stretto su Ord e quindi su ogni ordinale
.

Per questo motivo scriveremo
a<fB e a<p

al posto di a € B e (a € BV a = f3), rispettivamente. Quindi, se ) # A C
Ord, ’elemento <-minimale di A ¢ il minimo di A.

Proposizione 3.9. Se A # 0 ¢ una classe non vuota di ordinali, allora

min A = A.

Dimostrazione. Supponiamo () # A C Ord e sia @ € A tale che an A = 0.
E immediato verificare che Yo € A (@ C @), quindi (A =a =minA. O

Come caso particolare del Teorema [I.15] otteniamo

Corollario 3.10. Non esiste nessuna catena discendente di ordinali, vale a
dire

“3f (f: N = Ord AVn(f(S(n) < £(n).
Lemma 3.11. (a) Ogni numero naturale & un ordinale.

(b) SeneNexen allora x € N.
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Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo X = N\ Ord sia non vuoto
e sian € X tale che nN X = (). Poiché 0 ¢ un ordinale, ne segue n > 0
e quindi, per la Proposizione n = S(m) per qualche m € N. Allora
m € Ord e quindi S(m) € Ord N N: una contraddizione.

[(b)] Per assurdo supponiamo che X = {n € N| 3z € n(z ¢ N) } sia non
vuoto e sian € X tale che nNX = (). Fissiamo z € 7 tale che z € n'\N. Pe

la Proposizione n = S(m), per qualche m € N, quindiz € moz =m. E
immediato verificare che entrambe le possibilita portano ad un assurdo. [

Un ordinale « é successore se o = S(f3), per qualche 3. Chiaramente
a < S(«) e per il Esercizio non esiste alcun [ tale che a < 8 < S(a).
In altre parole S(a) ¢ il successore di a nell’ordinamento dato da €. Se un
ordinale non é successore e non ¢ 0, allora si dice limite.

Teorema 3.12. N ¢ il piu piccolo ordinale limite.

Dimostrazione. N é un ordinale per il Lemma |3.11| e per la Proposizione
[I.9 non esistono ordinali limite minori di N. Basta quindi verificare che N
non é successore. Se, per assurdo, N = S(«), allora a € N, da cui S(«) € N,
cioé N € N: contraddizione. O

In teoria degli insiemi si é soliti denotare 1’ordinale N con

w.

Proposizione 3.13. (a) a <3< a C §;
(b) a<Be aCp;

Dimostrazione. Se a € (§ allora a C 3 per transitivita. L’Assioma di
Fondazione implica o # (3, quindi @ C 8. Vice versa supponiamo o C f:
I’Assioma di Fondazione implica 3 ¢ a e poiché 3 # « segue che a € 3.

@ ¢ analogo ad .

Sia a < (. Poiché f € S(«a) ¢ impossibile, segue che f = S(a) o
S(a) € . L'implicazione inversa ¢ immediata.

@ Uz & un ordinale per 1'Esercizio quindi é confrontabile con «.

Ma « € |Jz implica che a € # € x C «, per qualche 3: una contraddizione.
Quindi Jz < a.
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@ B € US(a) se e solo se § € v € a per qualche 7 oppure € a.
Quindi g € JS(a) < § € a.
Da [(e)] otteniamo |Ja < a. Se Ja < a, allora per[[c)] S(Ua) < a,

quindi é sufficiente dimostrare che non vale la disuguaglianza stretta: se
S(Ua) € a allora |Ja € S(|J «) implica che |Ja € |J o contraddizione.

segue da@e O

Proposizione 3.14. Se A ¢ un insieme di ordinali, allora | JA = sup A, il
pit piccolo ordinale che maggiora tutti gli elementi di A.

Dimostrazione. Sia A sia un insieme di ordinali. L’insieme [J A ¢ il pia
piccolo insieme contenete ogni o € A e dato che | J A ¢ un ordinale (Esercizio
e che l'inclusione coincide con < sugli ordinali (Proposizione , ne
segue che |J A = sup A. O

Esercizio 3.15. (i) Sia A un ordinale 0 A = Ord. Supponiamo che I C A
sia tale per cui
(VBeAB<a=pel)=acl,

per ogni a € A. Allora I = A.
In particolare (Principio di Induzione su N —seconda formulazione)
se I C N ¢ tale che per ogni n € N,

(VmeN(m<n=mel))=>nel,

allora I = N.

(ii) Sia A un ordinale o A = Ord. Supponiamo che I C A sia tale per cui
e 0l
e Vac A(3B(a=8S(B) A pel)=acl),
° VaeA((alimiteeVﬂ<aﬂ€I)=>a€I).

Allora I = A.
Proposizione 3.16. (a) Sia f: a — [ strettamente crescente. Allora
(18) Vyea(y < f(v)

ea <.

(b) Se f: o — B & un isomorfismo, allora o = 3 e f & lidentita.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che
A={yeal|f(r)er}t#0

e sia 7 = min(A). Poiché f(3) ¢ A, f(7) < F((7)) da cui 7 < f(7):
contraddizione. Questo prova la .

Se, per assurdo, € a allora f(3) € 3, contraddicendo quanto appena
dimostrato, quindi a < 8
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@Per la parte@a < f3 e poiché anche f~1: 3 — « é crescente, 8 < «,
da cui @ = . Usando la con f e f~1 otteniamo v < f(y) ey < f7(v),
cioé f é l'identita. O

In modo del tutto analogo si dimostra che se f: Ord — Ord é stretta-
mente crescente allora v < f(v) e se f & anche suriettiva allora ¢ I'identita.

3.A. Cardinali. Un insieme di dice finito se ¢é in bijezione con un numero
naturale, altrimenti si dice infinito. Se un insieme é finito, allora € in bijezio-
ne con un unico n € N, come discende dalla parte @ del seguente risultato,
noto come principio dei cassetti o principio di Dirichlet: se riponiamo n og-
getti in m cassetti e m < n, allora uno dei cassetti dovra contenere almeno
due oggetti.

Teorema 3.17. (a) Se n,m € N ed esiste f: n — m, allora n < m. In
particolare: se n e m sono in bijezione, allora n = m.

(b) N ¢ infinito.

Dimostrazione. Per induzione su n € N. Se n = 0 é banale, quindi
possiamo supporre n = S(n’) e f: n — m. Chiaramente m > 0, cioé
m = S(m’). Sia g: m — m la bijezione che scambia f(n’) con m’ e lascia
invariato il resto. Allora (go f) | n’: n’ — m/ e quindi, per ipotesi induttiva,
n’ < m/. La parte dell’Esercizio implica che n < m.

@ Se N fosse in bijezione con n € N, da S(n) — N e N — n, otterremmo
S(n) — n contraddicendo la parte [(a)] O

Osservazione 3.18. Se f: n — X é una bijezione e n > 0, allora possiamo
elencare gli elementi di X mediante f

X = {xo,.. . ,xn_l}

dove z; = f(i). Quando diciamo “Consideriamo un insieme finito X =
{zo,...,xpn—1} ...”, stiamo in realtd dando una bijezione tra il numero
naturale n e 'insieme X.

Esercizio 3.19. Dimostrare che se X é finito e Y C X allora Y & finito.

Definizione 3.20. Un cardinale ¢ un ordinale s che non ¢ in bijezione con
nessun ordinale o < k. I cardinali sono generalmente denotati con lettere
greche quali k, A, ... e Card ¢ la classe dei cardinali. Per ogni o € Ord, la
cardinalita di «, in simboli |/, & il pit piccolo ordinale (3 in bijezione con
.

Chiaramente |a| < a. Il Teorema implica che ogni numero naturale
¢ un cardinale e che w ¢ il primo cardinale infinito. Invece S(w), S(S(w)),

S(S(S(w))),. .. non sono cardinali—Proposizione
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Proposizione 3.21. Se k e A sono cardinali,

(a) K= A se e solo se k e A sono in bijezione,

(b) K < X se e solo se ¢’ una funzione iniettiva f: k — .

Dimostrazione. Supponiamo che x e A siano in bijezione e che k # A,
per esempio k < A. Allora A sarebbe in bijezione con un ordinale piu piccolo:
contraddizione.

@ Supponiamo f: k£ — A sia iniettiva. Se, per assurdo, A < k, allora
sia j: A — k la funzione identica. Per il Teorema di Shroder-Bernstein [2.6
K e A sono in bijezione, quindi K = A per @ contraddizione. U
Proposizione 3.22. (a) Se a > w allora o] = [S(«)]|,

(b) el <B<a=|al =8,
(c) |a] =8| se e solo se a e B sono in bijezione,

(d) |a| < |8| se e solo se esiste f: a — (3 iniettiva.

Dimostrazione. [(a)] f: S(a) — a

S(B) se < w,
f(B)=48 sew <3< a,
0 se 0 = «,

¢ una bijezione.

@Sia f: a — |a] una bijezione. Poiché f: o — [ ¢ iniettiva e 3 si iniet-
ta in «, |a| = |B| per il Teorema di Shroder-Bernstein e la Proposizione

e[(d)] discendono dalla Proposizione O

Gli unici esempi di cardinali visti fin’ora sono i numeri naturali e w.
Sorge quindi spontanea la domanda: esistono cardinali pitt che numerabili?
Sia a > w e sia

B={(8,f)|f€Orde f: f— « ¢ una bijezione }.
Ad ogni (3, f) € B associamo il buon ordine W sy su a indotto dalla
bijezione f:
vWiepné & ) <fe.
Quindi f : (8,<) — (a,Wgs)) & un isomorfismo. Se (8, f),(v,9) € B e

Wia,p) = W(,,g) allora g tof:(B,<) — (v,<) & un isomorfismo e quindi
B8 =+ e f =g per la Proposizione |3.16] In altre parole: la funzione

B— Paxa) (B,f)—Wgp
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¢ iniettiva e quindi per gli assiomi del rimpiazzamento e dell’insieme potenza
B ¢ un insieme. Quindi la sua proiezione sulla prima coordinata

A={p€0rd| S ¢ in bijezione con « }
¢ un insieme. Sia
at & U A.
Per la parte [(a)| della Proposizione I'insieme A ¢ chiuso sotto l'opera-
zione S di successore per cui non ha un massimo, cio¢ a®™ ¢ A. Inoltre se
laT] < o, sia 8 € A tale che e |aT| < 3 < a™: allora |a] = |3 = |a™]| e
quindi ot € A: una contraddizione. Questo implica che o™ & un cardinale.

Abbiamo quindi dimostrato il seguente

Teorema 3.23. Se o > w allora

ot = J{B118] = lal}
¢ il pin piccolo cardinale strettamente maggiore di .

Un insieme finito o in bijezione con w si dice numerabile altrimenti si
dice non-numerabile o piti che numerabile.

Esercizio 3.24. Dimostrare che un insieme non vuoto & numerabile se e solo
se ¢ immagine suriettiva di w.

11 cardinale wt viene denotato con
w1
ed ¢é il primo cardinale pitt che numerabile.

Teorema 3.25. Se X ¢ un insieme di cardinali, allora sup X é un cardinale
ed ¢ il pit piccolo cardinale > K, per ogni k € X.

Dimostrazione. Se A = |JX non fosse un cardinale allora A\ sarebbe in
bijezione con qualche & < Ae A ¢ X. Maallora o < k < A per qualche k € X
e quindi |a] = |k| = |\, cioé k non sarebbe un cardinale: contraddizione. [

Corollario 3.26. Card ¢ una classe propria.
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Esercizi

Esercizio 3.27. Sia R C X x X una relazione irriflessiva, transitivaﬁ e
regolare. Allora R & ben-fondata se e solo se ogni sotto-insieme non-vuoto
di X ha un elemento R-minimale.

Esercizio 3.28. Siano (X, <) e (Y, <) due insiemi bene ordinati. Dimostrare
che:

(i) La relazione
<= {((z,0),(«,0)) | z,2’ e X hw <2’ }U
{((v,), (s 1) |y, g €Y Ay <y U
{(5,0), (5 1)) | 7€ X AyeV)
¢ un buon ordine su X x {0}UY x {1}.
(ii) La relazione < C (X xY) x (X x Y) definita da
(r,y) < (@,y) & (z<2)V(z=2"Ny=<y)
¢ un buon ordine su X x Y.

Esercizio 3.29. Dimostrare che se a > w, alloraa™ = {8 | 3f (f: B — «a) }.

Esercizio 3.30. Dimostrare che non esiste nessuna funzione f: w; — R
strettamente crescente o strettamente decrescente.

4. Costruzioni per ricorsione

Supponiamo di avere una funzione f da un insieme A in sé stesso e di voler
definire la successione { f ™) | ne N) delle iterate,

) h se n =0,
fof=1 sen>0.

dove h: A — A ¢ la funzione identica. L’esistenza di ciascuna f(™ ¢ chiara—
per esempio

O ={(z,y) e AxAl3z((w,2) € fA(2) € )}
Ma che dire della successione G' = <f(”) | n e N> delle iterate? Non ¢ per
nulla ovvio che i vari assiomi di MK o di ZF siano sufficienti per garanti-

re Desistenza della successione G, n — f(, la quale ¢ definita in modo
“dinamico:” la definizione ricorsiva di G suggerisce un’espressione del tipo

G={(n9)|engG)?},

8Vedremo nell’Esercizio che l’ipotesi di transitivitd puod essere rimossa.
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N

ma questa non é un’applicazione lecita dell’assioma di comprensione, dato
che G, la classe che si intende definire mediante la formula ¢, compare nella
formula stessa.

In questa sezione dimostreremo un teorema sufficientemente generale per
garantire l'esistenza di una G siffatta. Innanzi tutto osserviamo che ogni
G | n ¢ una funzione p: n — A4, per qualche n € N, tale che se 0 < n allora
p(0) = hesem+1 < nallora p(m+1) = fop(m). Diremo che una p siffatta
¢ un’approssimazione di G. E facile verificare che due approssimazioni sono
sempre compatibili, nel senso che una delle due estende 'altra e che data

una p = (fO ..., f»=1D) possiamo costruire un’approssimazione migliore
(fO . f0=D F(n,p)) dove F(n,p) ¢ definita da
(19) F(n,p) = fop(n—1).

Queste idee si traducono nel seguente

Teorema 4.1. Siano A, B insiemi, h: A — B una funzione e sia F': A X
wXx§G— B, doweG={pC(AxXw)x B|p éuna funzione}. Allora esiste
un’unica G: A X w — B tale che per ogni a € A e ogni n € w

G(a,S(n)) = F(a,n,G [{(a,m) | mgn})

Il Teorema [£.1] discende dal pin generale Teorema [4.2] della sezione [£.B]
ma prima di addentrarci nella dimostrazione, vediamo qualche applicazione.

4.A. Esempi. Vediamo come questo risultato viene usato per giustificare
in MK o in ZF le definizioni ricorsive.

4.A.1. [terazione di una funzione. Prendendo A = B, h: A — A la funzione
identica e F' come in otteniamo G: Axw — A tale che G(a,n) = f™(a).

4.A.2. Addizione. La funzione somma +: w X w — w €& definita ricorsiva-
mente nella seconda variabile mediante le equazioni

n+0=n
n+ S(m) = S(n+m)

Questa puo essere ottenuta come G(n,m) = n + m dal teorema ponendo
A=wXw, B=w, h: w— w ¢ la funzione identita e

S(p(n,k)) se S(k)=me (n,k) € domp,

0 altrimenti.

F((nv k),m,p) = {
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4.A.3. Moltiplicazione. A partire dall’addizione (la cui esistenza é stata sta-
bilita nell’esempio precedente) possiamo definire il prodotto mediante le
equazioni

n -

=0
n-S(m)=Mm-m)+n.

In questo caso la funzione h: w — w ¢ identicamente 0 mentre

F((n,k),m,p) =
(( ) 2 0 altrimenti.

{p(n, k)+n seS(k)=me (n,k) € domp,
4.A.4. Fattoriale. La funzione fattoriale G: w — w é ottenuta ponendo A =
{0}, B=w,h: A—> B, h(0)=1c¢

F(0,m,p) = {p(k) -n se S(k) =mn,
0 se n = 0.

Gli argomenti di questa sezione e, segnatamente, i Teoremi e ri-
sultano spesso ostici la prima volta che 1i si incontra, non tanto per le loro
dimostrazioni, per altro abbastanza semplici, quanto per le motivazioni dei
teoremi. Spesso gli studenti si chiedono: Che bisogno c’e di dimostrare questi
risultati? Non é ovvio che le operazioni di somma, prodotto, fattoriale e, pit
in generale, le funzioni definite per ricorsione sono ben definite in matemati-
ca? 1l punto fondamentale é che vogliamo dimostrare a partire dagli assiomi
che queste funzioni esistono e questo richiede i teoremi di questa sezione. Le
funzioni definite per ricorsione risultano problematiche quando compaiono
in enunciati che devono essere scritti nel linguaggio della teoria degli insie-
mi, cioé usando soltanto i simboli di appartenenza €, di uguaglianza =, i
quantificatori e i connettivi. Per esempio, supponiamo di voler formalizzare
nel linguaggio LST la formula

(20) Vn,mewm+m=m+n).

Vediamo subito che sono presenti due simboli non primitivi: il simbolo w e il
simbolo +. Il primo lo possiamo rimpiazzare con la variabile u e la formula

Ju[e(u) AVn,m(n e uAmeu=n+m=m+n)

dove @(u) ¢ la formula che asserisce che u ¢ un ordinale limite ed ¢ il piu
piccolo siffatto. Per eliminare il simbolo + possiamo ricorrere alla perifrasi:
c’é una funzione f: w X w — w che soddisfa gli assiomi della somma e tale
che f(n,m) = f(m,n), per tutti gli n, m. Il Teorema ci garantisce che
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tale funzione esiste ed ¢ unica. Quindi la formula diventa

Jule(u) AIf:uxu—uVn(n €uA f(n,0)=n)A
Vn,m(n € u Am € u= f(n,S(m)) =S(f(n,m)) A
Vn,m(n € u Am e u= f(n,m)= f(m,n))
Questa non é ancora una vera formula di LST in quanto sono ancora presenti

dei simboli definiti, quali x, 0 e S, ma questi possono essere eliminati come
abbiamo fatto per w.

4.B. Il Teorema di Ricorsione. Il Teorema [4.1] benché molto utile non
¢ sufficiente per molte applicazioni, per cui si dimostra una versione piu
generale sostituendo w ed il suo ordinamento con una classe (eventualmente
propria) X ed una relazione R ben-fondata su di essa.

Teorema 4.2. Siano X e Z classi, sia R C X x X irriflessiva, regolare e
ben-fondata e sia F: Z x X xV — V. Allora esiste un'unica G: Zx X —V
tale che per ogni (z,z) € Z x X

(21) G(z,2) = F(z,2,G 1 {(zy) [y Rz }).

Dimostrazione. Supponiamo che G,G’: Z x X — V soddisfino (21)) e che
G # G Fissiamouno z € Zpercul Y ={z € X |G(z,2) #G(z,z) } #0
e sia T € Y un elemento R-minimale. Allora
GI{zylyRz}=G1{(zy) |yRz}
e sia p questa funzione. La regolarita di R e I’Assioma del Rimpiazzamento
implicano che p & un insieme e allora G(z,%) = F(z,%,p) = G'(Z,7): una
contraddizione. Quindi I'unicita é stabilita.
Sia G la classe delle funzioni p tali che
(i) dom(p) C Z x X,
(ii) V(z,2z) € dom(p)Vy € X (y R x = (z,y) € dom(p)),
(i) V(z,2) € dom(p) (p(z,2) = F(z,2,p [ {(z,9) | y Rx })).

Osserviamo che se p,q € G allora p U ¢ & una funzione: supponiamo per
assurdo che

{z € X |3z € Z((z,2) € dom(p) Ndom(q) A p(z,z)# q(z,2)) }

sia non vuoto e per la ben fondatezza sia T un elemento R-minimale di questa
classe. Sia z € Z tale che (z,%) € dom(p) Ndom(q) e p(z,Z) # q(z,Z). Per
(i1)
{(zy) |y Rz} C dom(p) Ndom(q)
e per la R-minimalita di &
def _

pI{EY|yRTy=ql{(Zy) |lyRT} =T
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da cui, utilizzando |(ii1)| p(z,Z) = F(z,z,7) = q(Z,Z), contrariamente alla
nostra ipotesi. E facile verificare che pUgq € G, e quindi § & un semi-reticolo
superiore rispetto all’inclusione. Per la Proposizione G =9 ¢ una
relazione funzionale di dominio C Z x X. Se Z x X \ dom(G) # 0, sia T un
elemento R-minimale di {z € X | 3z € Z (z,2) ¢ dom(G) } e sia z € Z tale
che (z,7) ¢ dom(G). Allora

p=GI{(zy |yRz}
¢ un insieme per I’Assioma del Rimpiazzamento e per la regolarita di R. E
facile verificare che pU{((2, Z), F(z,2z,p))} € G, da cui (z,Z) € dom(G), con-
trariamente alla nostra assunzione. Ne segue che G ¢ la relazione funzionale
cercata. O

Osservazione 4.3. Il teorema cosi formulato ¢ un enunciato di MK che as-
serisce che per ogni classe-funzione F' ¢’é una ed una sola classe-funzione GG
con certe proprieta. Se vogliamo formulare (e dimostrare) il Teorema
in ZF, dobbiamo usare la perifrasi: date due formule @ x, @z con un’unica
variabile libera e data una formula @pg con due variabili libere che defini-
scono (eventualmente con parametri) le classi X, Z e R e data una formula
@ che definisce (eventualmente con parametri) una classe-funzione F' come
nell’enunciato, allora ¢’¢ una formula @ che definisce (eventualmente con
parametri) la classe-funzione G che soddisfa . Inoltre, se P é un’altra
formula che definisce una classe-funzione G’ che soddisfa allora G = G’,
cio€
Vy, z,u ((pg(.l‘, Y, u) Ang 11)(an Y, u))

Quindi in ZF non si ha un singolo enunciato bensi uno schema di teoremi,
uno per ogni scelta di @x, ©z, @r e @p: per ogni scelta di formule possiamo
costruire esplicitamente la formula @g

Corollario 4.4. Sia X un ordinale oppure X = Ord e sia Z una classe.
Siano H, K e L funzioni di dominio Z, Z x { a € X | « successore} x V e
Zx{ae X |alimite} xV, rispettivamente. Allora esiste un’unica G: Z X
X — V tale che

H(z) sea =0,
G(z,a) =< K(z,a,G | {2z} x a) se a & successore,
L(z,o,G | {2} x a) se a é limite.

Dimostrazione. Basta porre R la relazione < su X e F: Zx X XV — V,
H(z) se a =0,
F(z,0,p) =< K(z,a,p) se « ¢ successore,

L(z,a,p) se « ¢ limite
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In molti casi la classe Z ¢ irrilevante, quindi otteniamo

Corollario 4.5. Sia X un ordinale oppure X = Ord, sia Y un insieme e sia-
no K e L funzioni di dominio { « € X | a successore }xV e{a € X | o limite } x
V, rispettivamente. Allora esiste un’unica G: X — V tale che

Y se a =0,
G(a) = K(a,G | @) se a e successore,

L(a,G | ) se« é limite.

Chiaramente, quando X < w possiamo fare a meno della funzione L.

Vediamo come il Corollario implichi I’esistenza della successione <g(”) | n e w>
delle iterate di una g: A — A. Siano X = w e sia Y: A — A la funzione
identita. Sia K(n,p) = gop(z,|Jn) se p & una funzione definita in (z,(Jn)

e p(z,Un): A — A; oppure K(n,p) = 0, altrimenti. Allora G(n) = ¢(™ per
ogni n € w.

Un’altra semplice applicazione di questo Corollario é data dalla seguente:

Proposizione 4.6. Ogni ordine stretto < su un insieme finito non vuoto X
ha elementi massimali e elementi minimali. In particolare < é una relazione
ben fondata su X.

Dimostrazione. Considerando 'ordinamento <*
r<"ysy<uw

é sufficiente dimostrare che esistono elementi massimali. Per contraddizio-
ne, supponiamo che Vz € X3y € X (z < y). Fissiamo un’enumerazione
{x;|i<n}di X e definiamo g: w — S(n)

9(0) =0,
g9(S(7)) = min{j <n| Ty(y < Tj } i
(Per ipotesi I'insieme {j <n | zgs) < Tj } ¢ non vuoto, quindi g(7) & definito
per tutti gli ¢ € w.) Verifichiamo, per induzione su j € w che
Vi < j (2g6) < Tg(z)) -

Se j = 0 il risultato ¢ banale, quindi possiamo supporre che j = S(m). Se
i < m, allora zg;) < Zy(,) per ipotesi induttiva e Tyn) < Tgs(m)) = Zg(j)
per costruzione e quindi zg;) < Ty;); se @ = m, allora x4y < Ty per
costruzione. Quindi che g é iniettiva, ma questo contraddice il fatto che X
sia finito.

La seconda parte dell’enunciato discende dalla prima e dall’Esercizio[3.19

O
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Poiché ad ogni ordine stretto < possiamo associare 'ordine (non-stretto)
associato < e viceversa, si ha il seguente

Corollario 4.7. Ogni ordine X su un insieme finito non vuoto X ha elementi

massimali e elementi minimali. In particolare < ¢é una relazione ben fondata
su X.

Proposizione 4.8. Per ogni insieme finito X e ogni ordine parziale < su
X c¢’é un ordine totale < su X che estende =, cioé

Ve,ye X (zy=2<vy).

Dimostrazione. Procediamo per induzione su |X|, la cardinalita di X. Se
|X| <1, il risultato & banale, quindi possiamo supporre che | X| > 2. Per il
Corollario[4.7]fissiamo un € X minimale: per ipotesi induttiva ¢’é un ordine
totale < su X \ {Z} che estende < su X \ {z}. Allora <U{(z,y) |y € X}
¢ un ordine totale su X che estende <.

Nel Capitolo vedremo che la Proposizione vale per ogni X (Teo-
rema (14.11])

4.C. Applicazioni ed esempi. Vediamo alcuni esempi di funzioni costrui-
te mediante il Teorema

4.C.1. Rango di una relazione ben-fondata. Se R ¢ una relazione irriflessiva,
regolare e ben-fondata su X, la relazione funzionale

QR,X: X — Ord
che soddisfa
Or x( U{SQRX |Z/R$}

si dice rango di R su X. Osserviamo innanzitutto che ran(ep y) € Ord:
se 0p x(y) € Ord per ogni y tale che y R =, allora gp x(z) € Ord per
I’Esercizio Inoltre ran(@p x) ¢ un segmento iniziale di Ord, cio¢

ran(gp x) € Ord V ran(gp y) = Ord :

se, per assurdo esistesse un T € X tale che gp x () € Ord, allora prendendo
T R-minimale e a € gp x(7) \ ran(opg x) esisterebbe un y R 7 tale che
a < S(@p x(y)). Poiché a = gg x(y) e questo contraddice la R-minimalita
di z.

Esercizio 4.9. Verificare che 'esistenza di gp x discende dal Teorema
e dimostrare che:

(i) xRy = opx(r) < orx(¥),
(i) opx(z) =inf{a|Vy(y Rz = opx(y) <a)}.
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Quindi @ x(7) = 0 se e solo se ¢ R-minimale in X e gp x(z) = « se
e solo se z ¢ R-minimale in X \ {y € X | op x(y) < o }.

L’ordinale gp x(7), quando X =V e R ¢ la relazione di appartenenza,
si dice rango di z e si denota con rank(x).

Esercizio 4.10. (i) z € y = rank(z) < rank(y).
(ii)  C y = rank(x) < rank(y).
(iii) rank(a) = a.

Proposizione 4.11. (a) rank(Z?(x)) = S(rank(z)).
(b) rank(|Jx) = sup {rank(y) |y € = }.

Dimostrazione. Poiché x € & (z) si ha che S(rank(x)) < rank(Z(x)).
Viceversa se y C z, allora S(rank(y)) < S(rank(z)) per I'Esercizio e
quindi rank(Z(z)) = sup { S(rank(y)) | y C = } < S(rank(z)).

[(b)] Se y € x allora y C rank(l{Jz) e quindi sup {rank(y) |y €z} <
rank(|Jz). rank(|Jz) = sup{rank(y) |y € z}. Viceversa, se z € y € x
allora S(rank(z)) < rank(y) e quindi S(rank(z)) < sup{rank(y) |y € =z }.
Per I'arbitrarieta di z, rank(|Jz) < sup { rank(y) | y € x }. O
Definizione 4.12. V, = {z | rank(z) < a }.

Teorema 4.13. V, & un insieme transitivo e

(22) Vo= ] 2(Vy).

B<a

Dimostrazione. Se y € x € V, allora rank(y) < rank(z) < a da cui y €
V. Quindi V,, & una classe transitiva. Per induzione su « dimostriamo che
V4 € un insieme e che . Supponiamo il risultato valga per tuttii 8 < a:
allora { #(Vg) | B < a} ¢ un insieme e quindi ¢ sufficiente dimostrare (22).
Per I’Esercizio z C Viank(z) € quindi rank(z) < a =z € Uz, Z(Vp).
Viceversa, se x € g, P (Vg), allora  C Vg, per qualche § < a e quindi
rank(y) < [ per ogni y € z, da cui rank(z) < 4 < a. O

Corollario 4.14. (a) Vo = 0.
(b) Se a < 3 allora Vo € Vg e Vo C V.

(¢) Vs = Z(Va)-
(d) VvV Ua<>\ Va, se X limite.
(e) V= UaEOrd Va.
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4.C.2. Se R ¢é una relazione irriflessiva, regolare e ben fondata su X, la
funzione
TRX: X -V
definita da
mrx (@) ={7rx(y) |y Rz}
si dice funzione collassante di Mostowski. La classe X = ran(mwpg x) si
dice collasso di Mostowski di R e X.

Esercizio 4.15. Dimostrare che:
(i) X & transitiva e
(ii) Ve,y e X (r Ry = wrx(x) € Trx(y)).
Definizione 4.16. Una relazione R C X x X ¢& estensionale su X se
Ve,ye X (VzeX(zRx<z2zRy)=>x=y),
Esercizio 4.17. (i) Se X ¢ una classe transitiva, allora € [ X =
{(y,x) € X x X |y € x } é estensionale su X.
(ii) Se R & un buon ordine stretto su X, allora R ¢ estensionale su X.
Proposizione 4.18. (a) Se R ¢ estensionale su X, allora wg x & iniettiva
emrx: X — X ¢ un isomorfismo tra R su X e € su X, cio¢ wpx ¢
bijettiva e
(23) Vo,ye€ X (z Ry & mrx(x) € mrx(y)).

(b) Se R & un buon ordine stretto su X le funzioni Tg x € @ x coincidono.

Dimostrazione. Verifichiamo che g x ¢ iniettiva. Per assurdo, sia ¥ IR-
minimale tale che g x(Z) = wg, x(¥), per qualche 'y # Z. Sia z R Z: poiché
Trx(2) € TR x(T) = TR x(Y), c’¢ un w R y tale che wp x(2) = 7r x(w).
Ma per la minimalita di Z, z = w. Quindi

zRx=2zRY.

Analogamente, se z R g allora esiste w R 7 tale che wg x(2) = wp x(w) e
quindi z = w, cioé

zRy=2RZ.
Quindi, per estensionalitd, § = Z, contrariamente alla nostra ipotesi. Ne
segue che wr y € una bijezione tra X e X.

Sewpx(xz) € mpx(y) ={mrx(2) | z Ry}, allora per I'iniettivita, z R

y. Quindi per 'Esercizio vale.

Supponiamo che gg x(y) = 7R, x(y), perogniy R x. Allora g x(v) =
{mrx(y)|yRz}={0(y) |y Rz} ¢éuninsieme di ordinali. Se wp x(z) €
Trx(y) € wrx(x), allora z R y R x, da cui z R z, cioé¢ wpx(x) &
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transitivo e quindi ¢ un ordinale. Per costruzione mp x(z) ¢ estremo
superiore degli ordinali S(7g x(y)) = S(@g x(y)) con y R z, vale a dire
mrx(z) = QR,X($)~ U

Definizione 4.19. Se R ¢ un buon ordine su X la classe
ot(R, X) =ran(mg x) = ran(op x)

¢ un ordinale oppure ¢ Ord e si dice tipo d’ordine di R su X. ot(R, X) ¢
un insieme se e solo se X lo é. La funzione

-1 _ -1 .
Tpx = 0Qpx: Ot(R,X)— X
si dice funzione enumerante.

Osserviamo che se f é la funzione enumerante di un buon ordine R su
X, allora f(0) ¢ il minimo di X, f(S(«) & il successore immediato di f(a) e
se A é limite, f(A) ¢ il pit piccolo z € X tale che f(a) R x, per ogni @ < .

Teorema 4.20. Se (X, R) é un insieme bene ordinato esiste uno ed un solo

ordinale « ed un'unica f tale che f: (a,<) — (X, R) & un isomorfismo.

Dimostrazione. L’esistenza di a e f ¢ assicurata dalla Proposizione
L’unicita discende dalla Proposizione [3.16 O

4.C.3. Sia A un ordinale, oppure A = Ord. Una funzione crescente f: A —
Ord si dice continua se

(24) VA € A(X limite = f()\) = sup f(a)) .

a<

Esercizio 4.21. Se f: Ord — Ord é crescente e continua, allora per ogni
limite A e ogni X C X tale che sup X = A,

fA) = sup f(v).

veX
Se f & anche strettamente crescente, allora f(A) ¢ un ordinale limite.
Lemma 4.22. Se f: Ord — Ord é strettamente crescente e continua, allora
Vada > a(f(a) =a).
Dimostrazione. Per ricorsione definiamo la successione («, | n € w) po-

nendo apg = S(a) e ag(,) = f(an) e sia & = sup,, a,. Se f(ag) = oy, allora
Vn (g = ay) e quindi @ = ag. Se invece ap < f(ag) = a1, allora o, < agy)
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e quindi & ¢ limite. Allora

f(@)==§ggJKV)

= sup (o) (per 'Esercizio [4.21))
n
= Sup aS(n)
n
=Q.
In ogni caso & é il piu piccolo punto fisso per f maggiore di «. O

Definizione 4.23. X: Ord — Card \ w ¢ la funzione che enumera la classe
dei cardinali infiniti, cioé

NO = w
Ng(a) = (Ra)™
Ny = sup N, .
a<A

La definizione di Ry, per A limite, & ben posta per il Teorema[3.25] Poiché
N: Ord — Ord ¢ strettamente crescente e continua, esistono cardinali x tali
che k = N, il pit piccolo dei quali é I'estremo superiore di

NOa NN()? NNNO ) NNNNO )
4.C.4. La chiusura transitiva di una classe X ¢é la classe

ud@):{xun>0ﬁesva:fmm

f(n) € X AVi < n f(i) € £(S()] |
In altre parole x € trcl(X) se e solo se esistono x, ..., x, tali che
r=x0€x €---E€xyp€X.

Esercizio 4.24. Dimostrare che trcl(X) ¢ la piu piccola classe transitiva
contenente X. Se X ¢ un insieme anche trcl(X) lo ¢ e trcl(X) = J,, Xn,
dove Xo =X e X411 = U X

4.C.5. La chiusura transitiva di una relazione R su X ¢ la relazione

R:“&weXxX|%>0ﬂ€$mXp:ﬂmA

y = F(n) AVi < n (f(3), £(S() € B }
In altre parole = R y se e solo se esistono z, . . ., z,, tali che
r=zgRz1 - 2p1 Rxp=1y.

Esercizio 4.25. La relazione R ¢ transitiva su X.
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Proposizione 4.26. Se R ¢ regolare su X, allora anche R ¢ regolare su X.

Dimostrazione. Fissato un & € X, definiamo per ricorsione gli insiemi Z,
(n=1)

Z1={yeX|yRz}
Znt1={yeX|3z€eZ,(yR2)}

= U {yeXx|yRz}.
ZEZn

Allora {y cX|yR a’c} = Up>1 Zn € un insieme. O

Esercizi

Esercizio 4.27. In questo esercizio vedremo una costruzione—dovuta a
D. Scott—per rendere rigorosa la costruzione della classe quoziente quando
la relazione d’equivalenza non é regolare, cioé quando le classi d’equivalenza
sono classi proprie.

Sia E una relazione d’equivalenza non regolare su una classe propria X.
Definiamo

lz]p ={ye X |y Exz A rank(y) ¢ minimo }
={yeX|yEx N Vz€e X (z Ey=rank(z) > rank(y)) }.
Dimostrare che ogni [z]; ¢ un insieme e quindi
X/E={[t]p|ze X}
é una classe. Dimostrare che

(i) z By« [z]p =[],
(i) ~(z Ey) & [z]g N[yl = 0.

Esercizio 4.28. Sia R C X x X una relazione regolare, vale a dire: per ogni
ye X
R ={zeX|zRy}

¢ un insieme. Se Y C X & un insieme definiamo

Yo=Y
YkH:U{R@Herk}.

(i) Dimostrare che Y = J, Y} ¢ un insieme.
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(ii) Generalizzare I’Esercizio dimostrando che se ¢ irriflessiva, regolare
e tale che ogni sotto-insieme di X ammette un elemento R-minimale,
allora R & ben fondata su X.

Esercizio 4.29. Dimostrare che da una successione di ordinali a,, si pud
estrarre una sotto-successione o, debolmente crescente. In altre parole:
per ogni f: w — Ord ¢’¢ una ¢g: w — w strettamente crescente tale che
fog:w— Ord é debolmente crescente.

5. Aritmetica ordinale

Per il Corollario[£.4] possiamo definire le operazioni di somma a+ 3, prodotto
a - (3 ed esponenziazione a” sugli ordinali come le uniche funzioni Ord x
Ord — Ord che soddisfano certe proprieta. (I simboli o 4+ 3, a - e o
vengono riservati per le operazioni di somma, prodotto ed esponenziazione
cardinale, come vedremo nella sezione )

5.A. Addizione. La somma « + 3 di due ordinali ¢ definita da:
« se 8 =0,
atf=q8Saty) se 3= S(7),
Sup,.ga+7 se ¢ limite.
Proposizione 5.1. (a) < =a+p<a+tp.
(b) Se X ¢ limite e A = sup;e; Ai, allora o+ X = sup;cra + \;.

Dimostrazione. Per induzione su 3. Il caso ' = 0 vale per motivi
banali, quindi possiamo supporre 3 successore o limite. Se 3/ = S(8") >
allora 3” > (3: per ipotesi induttiva a + 3 < a+ 3" e

at+tp ' <Sa+8)=a+4d,
da cui l'asserto. Se 3 ¢& limite e 8’ > 3, allora

at+pf =supaty>a+SB)>ats.
y<p’

@ La funzione v — « + v & crescente e continua, quindi o + A & limite
per 1'Esercizio Se A = sup;er A, allora o + A < a + X e quindi
sup;er o + Ai < a4 A. Viceversa, se 3 < a + A, allora fissiamo v < A tale
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che 8 < a4y e fissiamo j € I tale che v < A;. Allora f < a+v < a+ A,
da cui segue I’asserto.

Per induzione su «. Il caso v = 0 é banale. Supponiamo la proprieta
valga per un ~:

(a+8)+8(v) =S((a+5)+7)
=S(a+(B+7))
=a+S(B+9)
=at(B+S(v))

Supponiamo v limite e quindi 3 + v limite, per . Supponiamo inoltre che
la proprieta valga per tutti iy < :

per definizione di +)
per ipotesi induttiva)

per definizione di +)

o~ o~ o~ o~

per definizione di +)

(a+B8)+~=sup(at+p)++ (per definizione di +)
v <y
= sup a+ (8+7) (per ipotesi induttiva)
¥ <y
=a+t(B+7) (per [(a)| e B+ 7 limite)

(d)lf(e)| ed |(f)[ seguono da una semplice induzione su .

L’unicita di + discende da @, quindi ¢ sufficiente dimostrarne 1’esi-
stenza. Per @ I’insieme

{{lat+i<p}

¢ un sottoinsieme di 3 e per @ & un ordinale v e poiché v € v ¢ impossibile,
ne segue che o + v > 3. B sufficiente dimostrare che a +~ < 3. Se v = 0,
allora a +v=a < 3. Se v =S(J), allora a +§ < B e quindi a +v < 3. Se
invece 7 ¢ limite, a 4 v = supg, a + & < 3. O

E possibile dare una descrizione alternativa dell’operazione di somma.
Sia < il buon ordineﬂ suax {0} UB x {1}
(i) mj) & (y<nAi=j)Vv(i=0Aj=1)
Allora f: (a4 3,<) — (a x {0} U B x {1}, <)
£,0) seé<a,
flo =1 |
(7,1) se&=a+r.

¢ un isomorfismo. Quindi o + 3 ¢ il tipo d’ordine di una copia di « seguita
da una copia di § e

(25) la+ 8| = | x {0} U B x {1}]
Esercizio 5.2. Dimostrare che

(i) Va(a+1=S(a)) e
9Si veda il Esercizio
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(ii) Va(a >w=1+a=a).

Quindi I'addizione sugli ordinali non é un’operazione commutativa.

Vediamo qualche esempio di sotto-insieme bene ordinato di RH
5.A.1. Gl insiemi di reali { ST lne w} e {0} U {nLH | ne w} hanno
entrambi tipo d’ordine w. L’insieme { aTlnew } U {1} ha tipo d’ordine
w41
5.A.2. Gliinsiemidireali{niﬂ | n e w}U{ 2l | e w}e { ST lne w}U

{ 277:_11'11 | new }U{Q} hanno tipo d’ordine w+w e w+w+1, rispettivamente.

5.B. Moltiplicazione ed esponenziazione. Il prodotto e 'esponenziazione
di ordinali sono definite da

0 se 8 =0,
a-f={(a-m+a sed=S()
sup,.ga -y se 3 ¢ limite.
1 se =0,
af=Lar-a se B =S(v),
sup,<g o’ se (3 ¢ limite.
Come nell’'uso comune, la moltiplicazione lega piu strettamente dell’addizio-
ne, cioé a + - sta per a4 (G- 7).
Proposizione 5.3. (a) Supponiamo o # 0. Allora 3 < ' = a-8<a-f.

(b) Se A & limite e o« # 0 allora o - X & limite e se A = sup;c; A; allora
QA =Sup;er o A

(€ a-(B+y)=a-B+a-7.

(d) (a-B)-y=a-(3-7)

() a<d =a-p<ao-p.

() 0-=0cl-5=3.

(g) Se a# 0 allora f < - f.

(h) Se 0 <« alloraVg > 03y < B < a(a-v+d=7).

Dimostrazione. e @ si dimostrano come le analoghe affermazioni
e @ della Proposizione

Per induzione su v. Il caso v = 0 ¢ banale, quindi supponiamo -y
successore o limite. Se v = S(4) allora, utilizzando la proprieta associativa

10Usiamo qualche semplice fatto sui numeri reali, che verranno introdotti nella sezione EI



5. Aritmetica ordinale 51

di +,
a-(B4+7)=a-8(8+9)
=a-(f+0)+a (per ipotesi induttiva)
=(a-ft+a-d)+a
=a-f+(a-d+a)
=a-f+a-S(9)
—a-Bia-n.

Supponiamo ~y limite e che la proprieta valga per tuttii~’ < ~. Poiché 3+~
e a- (B + ) sono limiti,

a-(B+7) =§gga'(ﬁ+1/) (per [(B))
= Isjlig(oz Bt a-v) (per ipotesi induttiva)
:a-ﬁ+il<11;>a-y (per [(b))
=a-f+a- 5.

(d)H(g)| sono simili alle analoghe dimostrazioni nelle Proposizione
Cominciamo col verificare 'unicita di ye 6. Se a-y+d =a-~"+ 9§
ey # 7', per esempio, v < 7/, allora per [(a)]

f=a-y+d<a-(v+) <a-y <a-y+d =08,

contraddizione! Quindi v = 7/. Se, per esempio § < ¢’ allora per la parte

della Proposizione
B=a-y+o<a-y+d =48,
contraddizione!

Dimostriamo ’esistenza di v e §. Se a < (8 poniamo v = 0e d = [,
quindi possiamo supporre che a < (3. Per @ esistono ordinali ~ tali che
-7 > [ esia 7 il loro minimo: poiché ¥ = 0 o %4 limite é impossibile, ne
segue che 4 ¢ della forma S(v). Quindi -y < ey < [ per e Se
vale 'uguaglianza, allora poniamo § = 0. Se invece a-7y < 3, per la parte|(g)
della Proposizione [5.1] ¢’¢ un ¢ tale che ac- v+ 6 = 3. Poiché a- v+ a > 3,
ne segue che § < a. (]

Supponiamo «, 3 # 0 e diamo a § X « 'ordinamento lessicografico <jex.
Per la Proposizione [5.3], per ogni £ < - 3 esistono v < 3 e § < « tali che
a-vy+ 6 =¢ e lafunzione

f:<a'ﬁv<>—><ﬁxav<1ex> fl—>(’)/,(s)
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¢ un isomorfismo. Quindi « - 3 ¢ il tipo d’ordine di 8 copie di «, allineate
una dopo l'altra. In particolare,

(26) la- 8] =[x pl.
Esercizio 5.4. Dimostrare che

(i) a-2=atae

(i) se A ¢ limite, allora 2 - A = A.

Il seguente risultato, la cui dimostrazione é lasciata per esercizio, &
I'analogo delle Proposizioni [5.1] e

Proposizione 5.5. (a) Se a > 1 allora f < ' = o < at'
(b) B+ = F . .

Vediamo qualche altro esempio di insieme bene ordinato in matematica.
5.B.1. L’insieme di reali { 2= | n,m € w\ {0} } ha tipo d’ordine w - w.
5.B.2.  Se f e g sono funzioni reali di variabile reale, definiamo ’ordinamento
(27) f<g < dMVz>M(f(x) <g(x)).

L’ordine < sull’insieme N[X] dei polinomi in una variabile X con coefficienti
in N & un buon ordine di tipo w*. Infatti f < g se e solo se

e deg(f) < deg(g), dove deg(f) denota il grado di f, oppure

o deg(f) =deg(g) =n, f=a, X"+ - +ap, g=b,X"+---+ b e se
k < n é il piu piccolo indice tale che ay # by, allora ap < bg.

Possiamo allora definire un isomorfismo F': (N[X], <) — (w*, <)

Flapn X"+ 4+ a1 X +ap) =w" - ap+-Fw-a1+ao.

5.C. Aritmetica su N. Ora che abbiamo definito le operazioni di som-
ma, prodotto, esponenziazione sugli ordinali e quindi sui naturali, & possibile
dimostrare gli usuali fatti dell’aritmetica di N: proprieta delle operazioni,
fattorizzazione in primi, etc. Come vedremo nella sezione [§] le operazioni di
somma, prodotto ed esponenziazione ordinale coincidono con le loro contro-
parti cardinali sui naturali, per cui utilizzeremo i simboli n 4+m, n-m e n™
per queste operazioni sui naturali. Come esempio verifichiamo che la somma
su N ¢ commutativa. La dimostrazione si sviluppa in tre passi.
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(I) Ym (0 4+m =m+0)
La proprieta é vera per m = 0 e se vale per un m, allora 04+S(m) =
S(0+m) = S(m) = S(m)+0. Quindi per induzione la proprieta vale
per tutti gli m.
(I) Vm (1 +m =m+1).
La proprieta é vera per m = 0 in quanto 1+ 0 =1e 0+ 1 =
S(0+0) = S(0) = 1. Supponiamo la proprieta valga per un m, allora
14+8S(m)=8S(1+m)=S(m+1)=S(S(m)) =S(m)+1
cioé la proprieta vale per S(m). Quindi per induzione la proprieta
vale per tutti gli m.
(III) Vn¥m (n +m = m + n).
La dimostrazione ¢ per induzione su n, cioé si verifica che per

ogni n vale Vm (n +m =m +n). Il caso n = 0 ¢ la parte quindi
possiamo supporre che la proprieta valga per un n e dimostrarla per

S(n):

S(n)+m=(n+1)+m
=n+(1+m) (per la proprieta associativa)
={1+m)+n (per lpOteSI induttiva)
=m+1)+n (per [(ID))
=m+ (1+n) (per la proprleta associativa)
=m+(n+1) (per [(IT))
=m+S(n)

La proprieta commutativa del prodotto si dimostra in modo analogo e viene
lasciata al lettore. La relazione n | m significa che 3k (nk = m), cioé n divide
m.

Esercizio 5.6. Dimostrare che
(i) Vnewdmewn=2m V n=2m+1).
(ii) Vn € wVk € w (2" | n = 2% | n)
(iii) Vn € w(n < 2") e quindi Vn € w (2" [ n).
(iv) Vn € w\ {0} Ik € wIh € w (n = 2%(2h + 1)).
Ne segue che la funzione f: wxw — w\ {0}, f(n,m) =2"(2m+1) ¢ una
bijezione. Se n — 1 denota il predecessore di n, quando n € w\ {0}, possiamo

allora definire una bijezione w X w — w, (n,m) — f(n,m) — 1. Abbiamo
quindi dimostrato il seguente:

Teorema 5.7. w X w ¢é in bijezione con w.

Questo risultato sara esteso dal Teorema a tutti i cardinali infiniti.
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Esercizi

Esercizio 5.8. Dimostrare che un ordinale limite se e solo se ¢ della forma
w - v, per qualche v > 0.

Esercizio 5.9. Dimostrare che se w < o, 0 < n < w e 0 < m < w allora
(a+n)-m=a-m+n.

Esercizio 5.10. Dimostrare che se A é un ordinale limite, 0 < n < w e
1 <m <w,allora (A+n)™ < A™.2. Dedurre che (A +n)* = \¥

Esercizio 5.11. Dimostrare che:
(i) se a < B3 allora w® + w? = w?; E
(ii) se a < B allora w® - n + w’ = w?;
(iii) se a < w? allora o + w? = wh.
Un ordinale « si dice additivamente indecomponibile se
VB, y<a(B+v<a).

Esercizio 5.12. Dimostrare per ogni ordinale a sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

(i) a ¢é additivamente indecomponibile;
(i) VB < a(f+a=a);
(iii) 36 (a = wﬂ), oppure o = 0.
Un ordinale « si dice moltiplicativamente indecomponibile se
VB, y <a(f-v<a).

Esercizio 5.13. Dimostrare per ogni ordinale a sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

(i) a ¢ moltiplicativamente indecomponibile;
(i) VB < a(f:a=a);
(iii) 36 (a = w"”ﬂ), oppure o = 0,1, 2.

Un ordinale « si dice esponenzialmente indecomponibile se

VB, v <a(f? <a).

Esercizio 5.14. Dimostrare per ogni ordinale « sono equivalenti le seguenti
affermazioni:

11Suggerimento: usare le Proposizioni e



Esercizi 55

(i) « ¢ esponenzialmente indecomponibile;
(i) VB < a (8 = a);
Esercizio 5.15. (i) Dimostrare che Voo > 2 (a+a < a-a < a®).
(ii) Definiamo
E(0,a) =«
E(S(n),a) = E(n, )P
Dimostrare che
Vn¥m (E(n,a) < E(n+ m,a))

e che sup,, F(n, «) ¢ il pin piccolo ordinale esponenzialmente indecom-
ponibile maggiore di a.

Gli ordinali esponenzialmente indecomponibili maggiore di w si chiamano
e-numeri: il primo di questi é

W
w wv

g9 = sup{w,w?, w* W e b

Esercizio 5.16. Sia § > 1. Dimostrare che per ogni « esiste un m € w e
esistono ordinali vg,...,Vm—1 € 00,...,0m_1 CON @ > Y9 > Y1 > -+ > Ym_1
e 0 < 9; < [ per ogni i < m, tali che

Q=08 F BN Gt RIS, .

Dimostrare che m, i y; e i ; sono unici. Questa espressione ¢ lo sviluppo di
« in base (3. Nel caso = w i §; sono naturali e si parla di forma normale
di Cantor.

Esercizio 5.17. Se f e g sono funzioni reali di variabile reale, poniamo
f<g&e IMVe>M f(x) < g(z).

Sia JF il piu piccolo insieme di funzioni contenente N[X]| e chiuso sotto la
somma e l'operazione f +— X7. (Quindi funzioni quali X (OTHRXT)
2X + 4 sono in F, ma (X + 1)% no.) Dimostrare che I'ordinamento <
definito in su F ¢ un buon ordine di tipo &g, il primo punto fisso della

funzione a — w .

Esercizio 5.18. Sia b un numero naturale > 1. Lo sviluppo di n in pura
base b si calcola come segue:

e si scrive n in base b, cioé n = b*0hg + - - - + bFm—1h,,_1;
e si scrive ogni k; in base b, cioé k; = bF0hg 4+ - -« 4+ bFm-1h,. 1

e si scrive ogni k; in base b, etc.
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finché nello sviluppo compaiono solo cifre < b. Per esempio lo sviluppo di
n = 2004 in pura base b = 2,3,4 ¢

2004 = 22742 4 9P TIHL | 92Ty g2 92042 | 92 4 92
=32.243%2.2435.243.2
=44 4t 3443.3 44244,
Per ogni n € N, la sequenza di Goodstein di n
Gn(0), Gn(1), Gn(2), Ga(3),

si calcola nel seguente modo: G,(0) = n, Gp(k + 1) si ottiene scrivendo
Gy (k) in pura base k+ 2, sostituendo ogni k+ 2 con k+3 e poi sottraendo 1.
Quindi G, (1) ¢ ottenuto sostituendo tutti i 2 nello sviluppo in pura base 2
con dei 3 e poi sottraendo 1, G,(2) é ottenuto da G, (1) scrivendolo in pura
base 3, sostituendo i 3 con i 4 e poi sottraendo 1, etc. I primi elementi della
sequenza di Goodstein per n = 2004 sono

92t142 4 92241 | 22T | 9224241 | 92%42 4 922 | 92

3T L g3l | g3 g3l 9348 1 337 1 32 913,249
AT AL At At e gt L 2 9 g9 4
55°TIHS 4 gL | 55T L 55454 | 55045 4 £5° L 52 .9 4 5.9

Dimostrare che ogni sequenza di Goodstein termina a 0, cioé

Vn € N3k Gu(k) = 0.

6. GIli ordinali e la topologia*

Gli ordinali sono molto utili in topologia: molti spazi topologici sono defi-
niti tramite una costruzione transfinita e gli ordinali stessi sono una classe
interessante di spazi topologici.

6.A. Spazi secondo numerabili. Ricordiamo che uno spazio topologi-
co soddisfa al secondo assioma di numerabilita se ha una base numerabile
(pag. 249).

Proposizione 6.1. Se X ¢é uno spazio topologico secondo numerabile non
esiste nessuna successione di aperti (Uy | o < wy) tale che
a<pB=U,CUs.

Analogamente non esiste nessuna successione di chiusi (Co | @ < wq) tale
che
a<f=0CyDCq.
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Dimostrazione. Fissiamo una base {V,, |n € w} di X. Se, per assurdo,
esistesse una sequenza C-crescente (U, | & < wy), la funzione wy — w,

a—min{n |V, CUyi1 A Vo, LUy}
sarebbe un’iniezione: assurdo. Il caso dei chiusi si ottiene da quanto sopra

considerando i complementi. O

Sia X uno spazio secondo numerabile. Se z & isolato in X, allora {z} &
un aperto di base, quindi i punti isolati di X formano un insieme numerabile.
Poiché la proprieta di essere secondo numerabile si preserva per sottospazi,
per ogni A C X possiamo definire il derivato di A come

A"={x € A|xnon & isolato in A}.

Esercizio 6.2. Dimostrare che A’ é un chiuso di A.

E facile vedere che A\ A’ ¢ al pitt numerabile: fissiamo una base { U, | n € w}
di X e definiamo Fq: A\ A" — w
Fa(z)=min{necw|U,NA={z}}.

Uno spazio topologico si dice perfetto se non contiene punti isolati, cioé
se coincide col suo derivato. Se C' é un chiuso di uno spazio separabile X,
possiamo definire la successione

cO=c
(ad1) _ () \/
c (C)
cW = ﬂ Cc(@) se A ¢ limite.
a<\

Gli insiemi Cy, sono chiusi in X e quindi per la Proposizione[6.1]c’¢ un & < wy
tale che C(®) = 0@+, Ad ogni z € |J, ., C@ \ €@+ possiamo associare
I'ordinale

ax:min{a<o7 | xGC(O‘)\C(O‘H)}.

Quindi la funzione F: |J,_, C® \ Cet) — & x w definita da

F(z) = (ag, Fya.) (2))
¢ un’iniezione. Sia g: & »— w un’iniezione: componendo F' con la mappa
@ X w  w X w otteniamo un’iniezione di |J,4 C@\ ¢t in w x w.

Quindi per il Teorema 5.7/ J .4 C @)\ ¢ (@+1) & numerabile. Abbiamo quindi
dimostrato che

Teorema 6.3 (Cantor-Bendixson). In uno uno spazio secondo numerabile
ogni chiuso C' pud essere scritto come C = P U S, dove P ¢é perfetto, S é
numerabile e PN S = ().
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L’insieme P ¢ la parte perfetta di C, mentre S ¢ la parte sparsaH di
C. L’ordinale & della dimostrazione precedente si dice rango di Cantor
Bendixson di C e lo si indica con ||C||cp. La definizione di questo ordinale
dipende solo dalla topologia relativa di C' e non dallo spazio ambiente X ed
é invariante per omeomorfismi, vale a dire: se C' e D sono spazi topologici
omeomorfi, secondo numerabili, allora ||C||cg = || D||cB-

In uno spazio separabile metrico completﬂ (X, d), la parte perfetta P di
un chiuso C' é vuota oppure € pitu che numerabile. Per verificare cido supponia-
mo P sia non vuoto e numerabile: lo spazio P con la metrica d risulta essere
completo privo di punti isolati e e separabile quindi, per un risultato che
dimostreremo pitt avanti (Teorema [0.16), esisterebbe una funzione iniettiva
f: 2N — 2 e poiché 2V ¢ pitl che numerabile si giunge ad una contraddizione.

Corollario 6.4. In uno spazio separabile metrico completo, se K é un sot-
tospazio compatto numerabile, allora | K||cB é un ordinale successore.

Dimostrazione. Per il Teorema di Cantor-Bendixson possiamo decomporre
K nella sua parte perfetta P e la sua parte sparsa S. Per quanto osservato
poco sopra, P = K® = (), dove @ = |K||c. Se @ fosse limite allora
K@® =N sea K (P) sarebbe intersezione vuota di una famiglia decrescente di
compatti non vuoti, contro la proprieta dell’intersezione finita. O

Quindi dato un compatto metrico numerabile K, definiamo v = ~(K)
come il predecessore di ||K||cp cosi che KO #£ @, ma KO = . L’insieme
K non puo essere infinito, altrimenti { {z} |z e KO } sarebbe un ricopri-
mento aperto privo di sotto-ricoprimenti finiti. Sia n = n(K) la cardinalita
di KO

Il seguente teorema, di cui non diamo la dimostrazione, dice che y(K) e
n(K) individuano K a meno di omeomorfismi.

Teorema 6.5. Dati K e H compatti metrici, numerabili e separabili, K e
H sono omeomorfi se e solo se

VWK)=~(H) e n(K)=n(H).

6.B. La topologia degli ordinali. Ad ogni ordine lineare (L, <) possia-
mo associare la topologia degli intervalli generata dalle semirette aper-
te{zel|x<b}le{xeLl|a<z}, cona,b e L Quindi ogni ordinale
puo essere visto come spazio topologico e la topologia dell’ordine si dice
topologia ordinale.

Esercizio 6.6. Sia o un ordinale. Dimostrare che:

121, inglese: scattered.
L3Ricordiamo che uno spazio separabile metrico é sempre secondo numerabile.
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(i) La topologia su a ha come base gli intervalli [3;~) con f < v < a.
(ii) La topologia su « ¢ di Hausdorff.
(ili) Se ¢/ < « allora la topologia su o’ coincide con la topologia indotta
da «, cioé o/ & un sottospazio di a.
(iv) Se 8 € a, allora [ ¢ un punto isolato di « se e solo se 3 & successore o

0.

(v) C C « e chiuso di « se e solo se
VA€ a(Alimitee A\=J(CNA) = )XeO).

Proposizione 6.7. Un ordinale successore con la topologia ordinale é uno
spazio compatto.

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su «, che lo spazio a + 1 ¢
compatto. Se a = 0 il risultato é immediato, quindi possiamo supporre che
a > 0 e che o/ + 1 sia compatto, per ogni ¢’ < a. Sia U un ricoprimento
aperto di a +1 e sia U € U tale che a € U. Se a ¢ un ordinale successore
B+ 1, allora per ipotesi induttiva c¢’¢ un Uy C U finito che ricopre S+1 = a,
quindi Up U {U} & un ricoprimento aperto finito di a4+ 1. Se « & limite
prendiamo un < « tale che [3 + 1;a] C U: per ipotesi induttiva 5+ 1 &
compatto quindi posso trovare un sotto-ricoprimento finito Ug C U per esso.
Ne segue che Uy U {U} & un ricoprimento aperto finito di « + 1. O

Teorema 6.8. Se a < w1, allora a é immergibile in R, cioé c’e una funzione
f:a— R che preserva l'ordine e tale che ran(f) ¢ un chiuso di R.

La dimostrazione ¢ differita alla sezione |§| (Esercizio [9.34)).
Esercizio 6.9. Se f: a — R & un’immersione, allora f ¢ un omeomorfismo

tra a e ran(f) C R.

Quindi gli spazi a+1 (con o < wy) sono esempi di spazi compatti, nume-
rabili e completamente metrizzabili, cioé ammettono una metrica completa
compatibile con la topologia ordinale. Benché siano tutti distinguibili come
ordini, non sono tutti distinguibili come spazi topologici: per esempio se
a > w, la funzione f: a+2 —a+1

B+1 sef<w,
f(B) =48 sew < fA<a,
0 se B=a+1,
é un omeomorfismo.
Lemma 6.10. Se K = a+ 1 < wy, il B-esimo insieme derivato (con 3 > 0)
é

(28) K(ﬁ):{wﬂ-y|0<u /\w"g‘uga}.
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Dimostrazione. Cominciamo con due semplici osservazioni. La prima ¢é
che un ordinale v > 0 ¢ della forma w* - v, con v > 0 se e solo se, posto nella
forma normale di Cantor (Esercizio [5.16|)

'yzw'gl .n1+...+w-§k - Ny
si ha 8 < &. Infatti se v = whevev=wm.n +---Fwk.ny, allora
v =wPtm.on, £ F WPk oy ¢ in forma normale di Cantor e 8 < 34 .

Viceversa se & < ( nella forma normale di Cantor di v, allora posto 7; tale
che & = 8+ n; e quindi

f}/:w'ﬂ-(w'nl .nl_i_..._i_w‘nk .nk)
La seconda osservazione ¢ che K = K(© = o 4+ 1 ¢ 'insieme
{w'O-V|O§V /\w'O-yga}.

In altre parole, I'unico motivo per considerare la formula con B >0¢&
che 0 € K© mentre 0 ¢ K¥ se > 0.

I punti non isolati di K sono gli ordinali limite che, per I’Esercizio [5.8
sono della forma w - v. Quindi la vale per 0 = 1. Analogamente, se
vale per §, allora i punti non isolati di K®) sono della forma w?® - v
con v limite. Per I'Esercizio [5.8| v pud essere scritto come w - § e quindi
KB+ = {wﬂ‘H E0<E N WP E<a } Supponiamo infine che (3 sia
limite e che (28) valga per ogni 3’ < 8. Sia A € K(®) = ﬂ6,</3 KW ¢ sia
v =w  ng 4 -+ w . ny la sua forma normale. Poiché X ¢ della forma
wP -1/, per ogni B < B3, segue che & > 3. Quindi X & della forma w? - v,
con v > 0. Viceversa, se A = w? -v e f < f, allora A = w? - (w-v),
dove 3 +n = e quindi A € K@), Poiché 3’ ¢ arbitrario si ha che \ €
Ng<s KB = g®), O

Corollario 6.11. Se K = a+ 1 < w; ha come forma normale di Cantor
y=weng o F ot ong Fnpn

con & > - > & >0 eny,...,ngnge > 0, allora y(K) = &, K@) =

{w& w& 2w eng} e quindi n(K) = n;.

Dal Corollario e dal Teorema [6.5| otteniamo il seguente teorema di
classificazione dei compatti metrici numerabili.

Teorema 6.12. Gli spazi compatti metrici numerabili non vuoti sono, a
meno di omeomorfismi, tutti e soli gli ordinali w7 -n+1, con0<n<w e
v <wi.

Considerando « e 3 come spazi topologici, ci chiediamo: A quali condi-
zioni deve soddisfare f: a — 3 affinché sia una funzione continua? Chiara-
mente la continuita non ¢ mai un problema sui v < « ordinali successori, in
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quanto sono punti isolati. Supponiamo quindi v < « sia limite. Se f(y) & un
successore, allora per la continuita di f, ¢’¢ un intervallo [3; ] che ¢ mandato
da f nel singoletto {f(7)}; in altre parole: f & definitivamente costante al di
sotto di v. Se f(v) & limite, allora per ogni § < f(vy) ¢’¢ un § < + tale che
I'intervallo [3;+] ¢ mandato da f nell’intervallo [d; f(7)].

Esercizio 6.13. (i) Dimostrare che se f: « — (3 & crescente, allora f ¢
continua (nel senso della topologia) se e solo se & continua nel senso

della (24]), cioé
(29) VA < a(X limite = f(A) = supg.y, f(B)) .

(ii) Dimostrare che se £ e A sono ordinali limite, f: & — A ¢ crescente e
continua e |Jran(f) = A, allora ran(f) & un chiuso di A.

Vale anche il converso della parte dell’Esercizio se A é limite
e C' C X é chiuso, allora esiste un’unica f: k — A continua e crescente
con k limite tali che ran(f) = C (Esercizio . Gli intervalli [3;7), al
variare di § e 7y definiscono una topologia su Ord la cui restrizione su ogni «
induce la topologia qui definita. L’unico problema ¢ che alcuni aperti di Ord
sono classi proprie e quindi non appartengono a nessuna collezione. In altre
parole, in MK (e a maggior ragione in ZF) non ¢ consentito definire questa
topologia. Tuttavia diremo che una classe C' C Ord ¢é chiusa se soddisfa |(v)
dell’Esercizio [6.6] e che una funzione crescente f: Ord — Ord ¢ continua se

soddisfa .

Esercizi

Esercizio 6.14. Dimostrare che ogni funzione f: w — w é continua.

Esercizio 6.15. Dimostrare che la funzione Ord — Ord, @ — o + 1, &
discontinua su tutti gli ordinali limite.

Esercizio 6.16. Sia C' C A chiuso, A limite e f: k — C la funzione che
enumera C. Allora f: kK — A & crescente e continua.

7. Successioni finite

Le operazioni aritmetiche su w ci permettono di dimostrare rigorosamente
fatti sulle successioni finite.

Definizione 7.1. Se s e t sono funzioni che hanno per dominio un ordinale e
tali che dom(s) < w e dom(t) < w, la concatenazione di s e t ¢ la funzione
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s7t di domino dom(s) + dom(t) < w definita da

St (n) = s(n) sen fdom(s), |
t(m) sen = dom(s)+ m.

Quindi se s = (ag,ai,...,an—1) e t = (by,b1,...,), allora
st = <ao,a1,...,an_l,bo,bl,...,>.

Ricordiamo che X< ¢ Iinsieme di tutte le successioni finite di elementi di

X —Vedi.

Esercizio 7.2. (i) Verificare che la definizione & ben data e che dom(s™t) =
w se e solo se dom(t) = w.

(ii) Dimostrare che l'operazione di concatenazione su <“X ¢ associativa.

Le strutture algebriche <“ X con I'operazione di concatenazione si dicono
semigruppi liberi.

Data una struttura algebrica (gruppo, anello, etc,) su un insieme A, e
dato un B C A, la sotto-struttura generata da B ¢ il piu piccolo C' # ()
chiuso sotto le operazioni e tale che B C C C A. Nel caso degli anelli
unitari, per esempio, si considera R ’anello primo di A (vale a dire il sotto-
anello generato dall’unita) e l'insieme di tutti i polinomi in piu variabili a
coefficienti in R,

JRIX1, ..., X0

Il sotto-anello di A generato da B & l'insieme degli elementi della forma
p(bi,...,by) dove p(X1,...,X,) € R[X1,...,X,] e b,...,b, € B. Queste
costruzioni possono essere formulate in generale.

Definizione 7.3. Sia S un insieme non vuoto e sia a: S — w una funzio-
ne. L’insieme Words(S, a) delle parole su (S, a) ¢ il piu piccolo W C S<¥
contenente

{(s) [ a(s) =0}
e chiuso sotto 'operazione

seSNANwy,...;,wm €W Aa(s)=m = (s)"w1” ... wy € W.

Lemma 7.4. L’insieme Words(S, a) delle parole su (S, a) éJ,, Words, (S, a)
dove

Wordsg ={(s) | s€ S A a(s) =0}
Words,, 11 = W, U{(s)"w1™ - "wp, | s€S A
wi, ..., Wy € Words,, Aa(s)=m}.
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Dimostrazione. Per induzione su n si dimostra che Words,, € Words e
Words,, € Words,,,, se n < m. Quindi ¢ sufficiente dimostrare che se

wi, ..., Wy € Y, Wordsy, a(s) = m allora z = (s)"wi™ ... wy, appar-
tiene a | J,, Words,,: ma se k ¢ sufficientemente grande per cui wi, ..., wy, €
Wordsy, allora z € Wordsy41 C |J,, Words,,. O

Definizione 7.5. L’altezza di una parola w € Words(S, a) ¢ il pit piccolo
n tale che w € Words,,.

ht: Words(S,a) — w
¢ la funzione altezza.
Spesso, quando cidé non comporta confusione, una stringa di elementi di S
¢ denotata con s183 . .. s, invece del pitl corretto, ma pesante, (s1,$2, ..., Sp)-

Chiaramente, non tutti gli elementi di S<“ sono parole di (S,a). Se w =
5152...8, € S<¥, definiamo

p(w) = p(s1) + -+ (sn)

dove p(s) = a(s) — 1, se s € SE Innanzitutto diamo una condizione
necessaria e sufficiente affinché una stringa sia una parola.

Proposizione 7.6. Sia w = s183...5, € S<¥. Allora w € Words(S,a) se
e solo se

(30) pw)=—=1 AN Vm<n p(s182...8,)>0.

Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare per induzione su ht(w) che
se w € Words allora (30) vale. Se w € S e quindi a(w) = 0 il risultato

¢ immediato, quindi posso supporre che w = (s)7z17 ... 7z, con a(s) =
m. Per ipotesi induttiva p(z1) = -+ = ¢(z,) = —1 e quindi p(w) =
n—1+(=1)-n = —1. Inoltre, se w' ¢ un segmento iniziale di w, allora
w = ($)"217 ... "z u, con k < n e u un segmento iniziale di zp,;. Per

ipotesi induttiva applicata a zpi1, si ha che ¢(u) > 0 e quindi p(w') =
o(s) +o(21) + - +(z) +o(u) =n—1+4(=1) - k+ o(u) 2 0.

Sia w = 5182...5, € S<¥. Dimostriamo per induzione su n che se
w soddisfa , allora w é una parola. Se n = 1, allora w = s1, quindi
—1 = p(w) = a(s1) — 1, cioé a(s;) = 0 e w ¢ una parola. Possiamo quindi
supporre n > 1. Sia ¢(s1) = m > 0 e quindi a(s;) = m + 1. Distinguiamo
due casi: m =0 e m > 0. Se m = 0, allora la stringa s2s3...s, soddisfa
ancora e quindi per ipotesi induttiva ¢ una parola. Poiché a(s1) = 1,
segue che s152...8, & una parola. Supponiamo quindi che m > 0. Poiché

Mysiamo qui qualche banale proprietd sui numeri interi relativi, anche se, formalmente,
questi saranno introdotti solo nel capitolo seguente.
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©(s283 ... 8p,) = —m—1 & possibile suddividere la stringa sgs3 . . . s;, in blocchi
consecutivi 21, 29, ..., 2k, U
‘82 - 841 HSJH_I - Sja ‘ ...... ‘Sjk71+1 - S Hsjk_;,_l...sn‘
—_——— —
21 2] 2k u
di modo che p(z;) = =1 (i = 1,...,k), p(u) # —1 e che ogni segmento

iniziale proprio v di un z; o di u soddlsﬁ ©(v) > 0. Ne segue che p(u) =
O(8j,41---Sn—1) + ©(sn) > 0, dato che p(s,) > —1. Dimostreremo che
k=m+ 1 e che u é vuota e quindi

w=81"21... 2k
é una parola. Da
—1=p(s182...8)
= @(s1) + (1) + -+ + o(z) + ¢(u)

=m—k+ ¢(u)
otteniamo che k > m. Se k > m+1, allora (s1721" ... "zm+1) = —1, contro
I'ipotesi , per cui otteniamo che k = m+1 e quindi u € la sequenza vuota
ew=581"21"..."z. |

Corollario 7.7. Yw, z € Words(S,a) (w C z = w = z).

Questo corollario ci garantisce che le parole su un insieme S possono
essere lette in un unico modo. Quindi se dobbiamo dimostrare che ogni
parola w € Words gode si una certa proprieta, ¢ possibile dimostrare cio
procedendo per induzione su ht(w); o, equivalentemente, dimostrando che
tutte le parole in Wordsy godono di questa proprieta e che se tutte le parole
in Words,, godono di questa proprieta, allora questo vale anche per le parole
in Words, 1.

7.A. Un’applicazione. Se F é una collezione di funzioni finitarie su X e

Y C X, sia
S=JUY

0 Y
a(s):{ sesel,

e poniamo

ar(s) sese .

Usando la notazione del Lemma [7.4] osserviamo che Wordsy = ¥V C X
e che se w € Words, 41 allora esistono e sono unici f € F e wy,...,wy, €
Words,, tali che w = (f)"w1™ ... “wyy,, Per 'unicita della lettura delle parole,
possiamo definire una mappa

®: Words — X
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ponendo ® | Wordsy = l'identita su Y e
S w1” T wy) = f(P(wr), ..., P(wp)) -
Sia Y;, = ®[Words,]. E facile verificare che
Yo=Y
Yir1 =Y U{f(z1,...,zn) | fEFNar(f)=nAx1,...,z, €Yy}

eche Yo €Y1 C .... Se f € F ¢ naria e zo,...,%-1 € Upen Vi
fissiamo un k sufficientemente grande tale che zg,...,2n,_1 € Yz: allora
f(xo,...,2n—1) € Yiyy € Upen Ya- Ne consegue che |J,, Y, & chiuso sotto
F e quindi |J,, Y, 2 Clg(Y), la chiusura di Y sotto F definita a pagina
Viceversa, ¢ immediato verificare che |, Y, C Clg(Y). Abbiamo quindi
dimostrato che:

Proposizione 7.8. Se F é una famiglia di funzioni finitarie su X eY C X,
allora
Cly(Y) = U Y,
keN
dove gli Y, sono come sopra.

7.B. Alberi. Dato un insieme & di funzioni finitarie su un qualche insieme
X abbiamo visto come descrivere tutte le funzioni finitarie su X ottenibili
per composizione di funzioni in F: basta considerare 'insieme delle parole su
Sdove S=FU{x, |n€w}, a: S — w lafunzione arieta su F e a(zy,) =0,
per ogni variabile z,. Per esempio, usando la Proposizione possiamo
verificare che se z,y, z, u sono variabili e se f, g, h € F sono, rispettivamente,
1-aria, 2-aria e 3-aria, la sequenza

(31) hfhxzgfuygzrfgzyfhfzhyurz

¢ una parola di (5, a) che descrive una funzione 4-aria su X. Cerchiamo di
descrivere questa funzione, cioé questa parola, a partire dalle funzioni che la
compongono, cioé dalle sue sotto-parole. Cominciamo con l'individuare le
sotto-parole di altezza 1, cioé quelle individuate da una funzione applicata a
variabili. . .

hfhal;zgI]ztlygalcflgﬁ;lfhljizI hyux z

.. passiamo poi a quelle di altezza 2. ..

hfhxz gy gx f@ f h’m hyux |z

..poi a quelle di altezza 3. ..

hf hxz g@y 92| f19zy |

~

h‘ fz H hyuz ‘z
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...poi a quella di altezza 4. ..

h flhxz gwy g f i h\ﬁ hyux |z

S —

...e a questo punto vediamo che ¢’¢ un h seguita da 3 parole (la prima di
altezza 4, le altre due di altezza 3) e che quindi la stringa ¢ una parola
di altezza 5. Questo algoritmo suggerisce una descrizione pitl perspicua della

stringa:
(32) h
|
f/g\f
| ya |
h x f h
/\g g f/h\
/
f Y z/y 7‘: y»x

u

Questa descrizione della parola (31)) si dice ad albero etichettato. L’idea
¢ di partire da una struttura del tipo

0/ I\.
LA
AT VN
SRCERES

detta albero, cioé un ordine finito con elemento massimo e tale che i segmen-
ti finali sono linearmente ordinati—in altre parole I'ordinamento non pud
contenere un sotto-ordinamento a “rombo”:

SN\
N4

Gli elementi dell’albero si dicono nodi, quelli minimali si dicono nodi ter-
minali, mentre quello massimo si dice radiceﬁ Per costruire una parola di
(S, a) si parte da un albero e da una funzione dai nodi dell’albero in S. Tale
funzione deve soddisfare i seguenti requisiti:

1514 botanica insiemistica & piuttosto bizzarra, visto che gli alberi crescono all’ingiu. Forse
1i si dovrebbe chiamare radici, ma allora ci sarebbe un problema per denotare il nodo massimo.
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e ai nodi terminali si associano s € S tali che a(s) =0,

e ad un nodo non terminale si associa un s € S tali che a(s) = il numero
di successori del nodo.

Formalmente, 'insieme

LTr(S,a) = | JLTra(S, a)

degli alberi etichettati su (S, a) ¢ definito da
LTro={(s)|s€S A a(s)=0}
LTr,1 =LTr, U{(s,t1,...,tm) | SES A a(s)=m A ti,...,ty, € LT, }.
La funzione altezza ht: LTr — w ¢é definita da
ht(t) =min{n € w |t € LTr, }
E facile verificare che ¢’¢ una bijezione
®: Words(S,a) — LTr(S, a)

che preserva le altezze e che quindi dimostra che Words,, (S, a) ¢ in bijezione
con LTr, (S, a) (Esercizio|7.12)). Ne segue che tanto Words quanto LTr sono

formalizzazioni equivalenti del concetto intuitivo di parola di (S, a).

Esercizi

Se z,w € Words(S, a) diremo che
(i) z ¢ una sotto-parola di w se lh(w) > 0 e per qualche n < lh(w)
Vm < 1h(z) (z(m) = w(m 4+ n)).
(ii) z € una sillaba di w se lh(w) > 0 e w = (s)"w1" ... "Wy, con m =
a(s) e z = w; per qualche i < m.
Esercizio 7.9. Dimostrare che z é una sotto-parola di w se e solo se esistono
parole zi, ..., 2, € Words tali che z = 21, w = 2, e z; € una sillaba di 2;1;.

Esercizio 7.10. Dimostrare che ht(w) = max { ht(z) | z ¢ una sillaba di w }.

Esercizio 7.11. Dimostrare che LTr(S,a) é il piu piccolo insieme T' conte-
nente { (s) | s €S A a(s)} tale che t1,...,t,, e TAs € SAa(s) =m =
<8,t1,. . .,tm> efT.

Esercizio 7.12. Verificare che Words(S,a) e LTr(S,a) sono in bijezione
mediante una mappa che preserva le altezze.



68 I. Teoria elementare degli insiemi

8. Aritmetica cardinale (I)
Un insieme X si dice bene ordinabile se esiste un buon ordine su X.

Esercizio 8.1. Dimostrare che X ¢ bene ordinabile se e solo se X ¢ immagine
suriettiva di un ordinale, cioé

Jadf (f:a— X)
se e solo se ¢ iniettabile in un ordinale, cioé

dadf (f: X — «).

Quindi se X ¢é bene ordinabile e Y & in bijezione con (o anche solo:
immagine suriettiva di) X, allora Y & bene ordinabile. Viceversa, se Y ¢
bene ordinabile e X si inietta in Y, allora X & bene ordinabile.

Definizione 8.2. Se X ¢ bene ordinabile la cardinalita di X é il pit piccolo
ordinale | X| in bijezione con X. Quindi, la cardinalita di un insieme & un
cardinale.

Vedremo nella sezione che I"Assioma di Scelta AC implica che ogni
insieme & bene ordinabile e quindi, sotto AC, | X| & definito per tutti gli X.

Esercizio 8.3. Se X e Y sono bene ordinabili, allora | X| < |Y| se e solo se
Af(f: X —Y).

La somma cardinale ed il prodotto cardinale sono le operazioni
binarie Card x Card — Card definite da
k+ A=k x {0} UXXx {1}
K-A= |k xAl.
La definizione ¢ ben posta dato che k x {0} U x {1} e k x X sono bene
ordinabili (Esercizio|3.28). E immediato verificare che la somma e il prodotto
cardinale sono operazioni commutative e per e la cardinalita della

somma ordinale e del prodotto ordinale di due ordinali &, rispettivamente, la
somma e prodotto cardinale delle loro cardinalita, cioé

(33) la+pl=la[+|8] e |a-Bl=]al-[B].

Esercizio 8.4. Dimostrare che la somma e il prodotto cardinale sono ope-
razioni associative e che vale la proprieta distributiva del prodotto rispetto
alla somma.

Se k, A > 2, la funzione

frrx{0}UAX {1} =Kk XA
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data da f(a,0) = («,0) e

(0,8) se B#0,
(1,1) sep=0,
¢ iniettiva e quindi

(34) E+A<K-A.

Osserviamo che per la parte della Proposizione , questa formula vale
anche quando uno dei due cardinali ¢ 1 e l'altro ¢ > w. Riassumendo, se
k e A sono cardinali diversi da 0 e 2 < min(k,\) oppure 1 = min(k,\) e
w < max(k, \), allora

(35) max(k,A) < K+ A < k- A < max(k,\) - max(k, \) .

Lemma 8.5. (a) Vm,ncw(m+n=m+n € w).

(b) Vmnew(m-n=m-n € w).

Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare per induzione su n che
Vmew(mtnew) e Ymewim -ncw).

Se n = 0 allora m +n = n; se n = S(k) allora m +n = S(m + k) € w, per
ipotesi induttiva e poiché w & chiuso per S. Il caso del prodotto é lasciato
per esercizio.

Per e il Teorema si ha

mtn=|m+tn|=|m|l+|n|=m+n
e, analogamente, m - n = m - n. O
Esercizio 8.6. Dimostrare che se A1, ..., A, sono insiemi finiti, allora anche

AiU---UA, e A1 x -+ x A, sono finiti.
Esercizio 8.7. Il buon ordine di Godel su Ord x Ord &

(0475) <a (77 6) <
max(a, ) < max(y,4) V (max(a, ) = max(v,8) A (o, 8) <iex (7, 5))]

Verificare che <@ & un buon-ordine su Ord x Ord e che a X a € un segmento
iniziale, per ogni a € Ord.

Teorema 8.8. Sia k un cardinale infinito. Allora ot(k X K, <g) = K €
|k X K| = K.

Dimostrazione. Per induzione su x > w. Sia a < k. Se a < w, allora
o x o] = a-a < w per il Lemma precedente. Se invece w < «, allora
w < |a] < Kk e quindi, per ipotesi induttiva, |a| X |a| ¢ di cardinalita |a|.



70 I. Teoria elementare degli insiemi

Poiché |a| x || ¢ in bijezione con a X ¢, otteniamo che |o X a| < k. Abbiamo
quindi verificato che
Va < k(laxal < k).

Fissiamo «, f < k. L’insieme dei <g-predecessori di (o, 3)

X(a,8) ={ (o, 8) e 6 x| (o, ) <c (. 8) }
¢ contenuto in v X v, dove v = max{«, f}+1, quindi | X (o, )| < |v X v| < k.
Ne segue che il tipo d’ordine di X (o, 3) & < |X(a, 8)|" < k. Abbiamo quindi
dimostrato che
Va, 8 < k (ot(X (a, ), <q) < K)
e quindi ot(k X K, <g) < k. D’altra parte la funzione
<K'a <> - <K’ X R, <G> o= (OZ,O)

é strettamente crescente e quindi vale la disuguaglianza inversa, da cui k =
ot(k X K,<g) € |k X K| = k. O

Quindi se x e A sono cardinali diversi da 0 e 2 < min(k,\) oppure
1 = min(x, A), la e il Teorema implicano
max(k,\) =K+ A=K-A.
In altre parole: la somma ed il prodotto di cardinali sono operazioni banali.
Ricordiamo che per ogni X, I'insieme potenza &(X) ¢ in bijezione con
ad ogni Y C X associamo la sua funzione caratteristica x{f =
Xy : X =2

X9.

1 sexeY,
Xy () =

0 altrimenti.

Teorema 8.9 (Cantor). Non esiste alcuna suriezione da X su Z(X).

Dimostrazione. Sia 7: X — Z(X) una suriezione e sia
Y={zeX|x¢n(z)}.

Fissiamo un z € X tale che n(z) = Y. Allora n(z) € Y < n(z) ¢ Y:
contraddizione. U

Ricordiamo che due insiemi si dicono equipotenti (pag{l2)) se sono in
bijezione—questa ¢ una relazione d’equivalenza su V le cui classi sono classi

proprie (Esercizio [1.26)).
Esercizio 8.10. Siano X, Y, Z e W degli insiemi. Dimostrare che:

(i) Se X ¢ equipotente ad Y e Z ¢ equipotente a W, allora X x Z ¢
equipotente a Y x W.

(ii) Se X ¢ equipotente ad Y, allora (X)) ¢ equipotente a Z(Y).
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(iii) Se X ¢ equipotente ad Y e Z ¢ equipotente a W, allora X Z & equipo-
tente a YW,

(iv) Se Y N Z =0, allora X(Y'Y2) ¢ in bijezione con XY x X7,
(v) (XY)Z & in bijezione con XZ*Y
Proposizione 8.11. Se 2 < k < XA e A & un cardinale infinito, allora gl
msiems
A9, 2, )

sono in bijezione.

Dimostrazione. Poiché *2 C *x C ’\)\, per il teorema di Shroder-Bernstein
¢ sufficiente dare un’iniezione *\ — *2. Per il Teorema e la parte
dell’Esercizio P(A x A) ¢ in bijezione con (), quindi il risultato
discende da X C Z2(\ x \). O

L’esponenziazione cardinale x* ¢ definita come ‘)‘h} , la cardinalita del-
I'insieme delle f: A — k. Tuttavia, se A > w, per garantire che *« sia bene
ordinabile ¢ necessario usare I’Assioma di Scelta, che introdurremo nel pros-
simo capitolo. Per questo motivo ci limiteremo al caso A < w. Sia kK € un
cardinale infinito e sia f: (k X K, <g) — (K, <) l'isomorfismo. Definiamo
per ricorsione su n > 1 delle bijezioni j,: "k — k come segue. Poniamo
j1({a)) = a e poiché la funzione "*x — "k X Kk, s +— (s | n,s(n)), & una
bijezione, possiamo definire j,+1; mediante il diagramma

jn+1

n+1,€4>n%x,{—>mx7\\/€

s = (s [ n,s(n)) —— (ju(s [ n),s(n)) —— f(jn(s [ n),s(n)).

Quindi, se k ¢ un cardinale infinito, allora |"k| = k. Inoltre la funzione
Jo: Yk —w XK

Jw(s) =

{(07 0) se s # ),
(n,jn(s)) selh(s) =n >0,

¢ iniettiva e quindi |<“k| = k. Abbiamo quindi dimostrato che

Teorema 8.12. Se X ¢ bene ordinabile e infinito, allora |<“X| = |X|. In
particolare, l'insieme delle sequenze finite di naturali <“w & numerabile.
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Esercizi

Esercizio 8.13. Dimostrare che I’esponenziazione ordinale e cardinale coin-
cidono sui naturali,

Vn,mew(n™ =n"ecw).
Esercizio 8.14. Dimostrare che un cardinale x > w é chiuso sotto somma,

prodotto ed esponenziazione ordinale, cioé

awB<r = a+p, a8, af<k.

Se k < X sono cardinali
(36) A ={XCA|[X|=r}
é la famiglia dei sottoinsiemi di A di cardinalita .
Esercizio 8.15. Dimostrare che:
(i) [A]* ¢ in bijezione con "X,
(i) {f €“w | f & strettamente crescente } ¢ in bijezione con [w]¥ e quindi
con “Yw.

Esercizio 8.16. Per il Teorema di Cantor non esiste nessuna iniezio-
ne F' dell'insieme delle parti &(X) in X. In questo esercizio esibiremo
esplicitamente dei sottoinsiemi W e Z di X tali che F(W) = F(Z).

Sia F': #(X) — X. Dimostrare che esiste un unico W C X ed un unico
buon ordine < su W tali che

(i) F{zeW |z<w})=w, per ogniw € W e
(ii) F(W) e W.
Concludere che F' non € iniettiva, neppure se ristretta a
Pwo(X)={Y C X |Y ¢ bene ordinabile }

I’insieme dei sottoinsiemi bene ordinabili di X.



Capitolo I1

Alcuni concetti di base
della matematica

9. Il continuo

9.A. GIli assiomi di Dedekind-Peano. Nel capitolo precedente abbiamo
costruito 'insieme N dei numeri naturali e le sue operazioni di somma e pro-
dotto. La struttura (N, S [ N, 0) soddisfa alcune proprieta che ora andiamo
ad esplicitare.

Definizione 9.1. Una struttura (M, S™, 0M) soddisfa i postulati o as-
siomi di Dedekind-Peano se M ¢ un insieme non vuoto, 0 € M,
SM: M — M e valgono le seguenti proprieta:

(DPA.1) Va (z # 0M = 3y (SM(y) = 2)),

(DPA.2) =3z (SM(z) = 0),

(DPA.3) Vo Vy (z # y = SM(z) # SM(y)),

(DPA4) vPC M [(0M e P A Vo (z € P= SM(z) € P)) = P = M].

Chiaramente (N, S [ N,0) soddisfa i postulati di Dedekind-Peano ed ¢,
in un certo senso, 'unica struttura che li soddisfa.

Teorema 9.2. Se (M, SM 0M) soddisfa|(DPA.1)H(DPA.4), allora ¢ isomor-
fo a (N;S | N,0) e lisomorfismo & unico. In altre parole esiste un’unica
bijezione F': N — M tale che F(0) = 0™ e F(S(n)) = SM(F(n)).

Dimostrazione. La F: N — M ¢ definita mediante la ricorsione F'(0) =
0M e F(S(n)) = SM(F(n)) quindi esiste ed & unica per il Teorema
Dobbiamo verificare che F' é iniettiva e suriettiva. Per assurdo fissiamo

73
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n < m € N tali che F(n) = F(m), con n piu piccolo possibile. Sia m’ € N

tale che m = S(m/). Allora F(m) = SM(F(m')) # 0™ per [(DPA.2)| da cui

F(n) # 0™ e quindi n # 0. Sia n’ € N tale che S(n’) = n: allora
SY(F(n)) = F(n) = F(m) = SY(F(m'))

e quindi per [(DPA.2)| F(n') = F(m’), contro la minimalita di n. Questo

prova che F' ¢ iniettiva. L'insieme P = ran(F') C M soddisfa|(DPA.4)| quindi

ran(F') = M, cioé F ¢ suriettiva. O

9.B. GIli interi e i razionali. L’insieme Z degli interi relativi & definito
come N x N/FEy dove Ez é la relazione di equivalenza definita da
(n,m) Ez (h,k) &n+k=h+m.

L’ordinamento <% e le operazioni di somma +Z e prodotto -Z su Z sono
definite da

[(n,m)] g, <" [(n/,m)]p, & n+m <n'+m.
[(n7 m)]EZ +# [(h7 k)]EZ = [(n +h,m+ k)]EZ )
[(n,m)] g, Z [(h k)], = [(n-h+m-kn-k+m-h)g, .

La funzione
N—Z, n — [(n, 0)]EZ

& un morfismo iniettivo rispetto all’ordinamento e alle operazioni di somma
e prodotto, quindi, a tutti gli effetti, N puo essere identificato con un sot-
toinsieme di Z ed & possibile tralasciare apice % nella definizione di ordine,
somma e prodotto. Gli interi della forma [(n, 0)], si denotano con n e quel-
li della forma [(0,n)]p, con —n. Chiaramente ogni 2z € Z ¢ della forma n
oppure —n, con n € N, quindi la funzione f: N — Z

m se n = 2m,
f(n) =
-m sen=2m-—1

¢ una bijezione. L’insieme Q ¢ definito come Z x (Z\ {0})/Eg dove Eg ¢ la
relazione di equivalenza

(x,y) Eg (z,w) ©x-w=y-z.

L’ordinamento <@ e le operazioni di somma +Q ¢ prodotto Q su Q sono
date da

()], <C [z w)lp, & a-w<y- 2,
[ )], +2 [ w)] g, = [ w+ 2y w)],
()], 2 [0, = [ 2,y - w0,

La funzione
7 — Qa Z = [(zv 1)]EQ
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& un morfismo iniettivo di anelli e preserva ’ordine e quindi Z viene identifi-
cato con un sottoinsieme di Q. Come per gli interi tralasceremo I’apice € dai
simboli di ordinamento, somma e prodotto. I razionali della forma [(z,w)] g,
si denotano con z/w e ogni razionale puo essere scritto nella forma z/w con
z e w relativamente primi. Quindi Q ¢é in bijezione con un sottoinsieme di
7Z x 7 che é a sua volta in bijezione con N x N. Dal Teorema 8.8 ne segue
che Q ¢é in bijezione con un sottoinsieme di N e poiché N — Z »— Q, per il
Teorema di Schroder—Bernstein [2.6] gli insiemi N e @ sono in bijezione.

(Q,<) ¢ un ordine lineare numerabile senza primo o ultimo elemen-
to. Il prossimo teorema ci assicura che (a meno di isomorfismi) ¢ 'unico
ordinamento siffatto.

Teorema 9.3 (Cantor). Se (X, <) e (Y, <) sono ordini lineari, densi, nu-
merabili, senza primo o ultimo elemento, allora sono isomorfi.

Dimostrazione. Chiaramente ¢ sufficiente dimostrare questo quando Y =
Q. Siano X ={z, |n€w} e Q={g¢, | n €w} enumerazioni senza ripeti-
zioni. Costruiremo induttivamente delle funzioni p,, tali che

(@) ppCp1 C...,
(b) z, € dom(p2,) C X e gy, € ran(pap+1) C Y,

(c) dom(p,,) é finito e p,: dom(p,) — ran(py,) € una bijezione che preserva
I'ordine, vale a dire

Va,y € dom(py) (z Iy < pa(r) < puly))-

Una volta ottenuta la successione delle p,,, ¢ possibile definire

F:Upn.
n

La condizione [(a)| ci garantisce che F ¢ una funzione, la[(b)] che dom(F) = X
eran(F) = Q e la (c¢) che F preserva l'ordine in quanto per ogni x,, x,, €
X, i valori F(x,) e F(x,,) sono dati da py(x,) e py(xm), per ogni N >
2max(n, m). Resta soltanto da costruire le p;,.

La funzione pyg = {(xo, o)} soddisfa le condizioni |[(a)H{(c)l Supponiamo
che p,, sia definita e che |[(a)H(c)| siano soddisfatte.

Se n+1 = 2m e se x,, € dom(p,) oppure n+1 = 2m+1 e se y,, € ran(py),

allora poniamo p,4+1 = py: & facile verificare che p,+; soddisfa|(a)H(c)]

Supponiamo invece che n +1 = 2m e z,, ¢ dom(p,). Consideriamo tre
casi:

Caso 1: z, < min(dom(py)). Sia ¢ = min(ran(p,)) — 1 e poniamo p,41 =
pnU{(zm, q)}-
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Caso 2: max(dom(py,)) < Zy,. Sia ¢ = max(ran(py,)) + 1 e poniamo py,41 =
P U{(®m, q)}-

Caso 3: esistono z,2’ € dom(p,) tali che x <z, < 2/, dove x e 2’ sono
elementi consecutivi di dom(p,,), cioé non esiste alcun z” € dom(py,)
per cui z <2” <2, Sia ¢ = 1(pn(2) + pn(x)) e poniamo p,11 =
P U{(®m, q)}-

In tutti e tre i casi & immediato verificare che p,, 41 soddisfa|(a)H(c)

Supponiamo infine che n +1 = 2m + 1 e ¢, ¢ dom(p,). Nuovamente
ci sono tre casi da considerare: ¢, < min(ran(p,)), o max(ran(p,)) < ¢m,
oppure ¢ < ¢, < ¢, per qualche ¢,q' € ran(p,). In ciascuno dei casi si
procede come sopra sfruttando il fatto che X non ha minimo , non

ha massimo ((Caso 2)) ed ¢ denso (Caso 3)). O

Quindi, per esempio, gli insiemi ordinati

e Q
e QU{V3} e
e l'insieme dei numeri algebrici realiﬂ

sono isomorfi e tuttavia non é facile definire esplicitamente tale isomorfismo.

La costruzione nella dimostrazione del Teorema [0.3] ¢ nota come metodo
del back and forth, in quanto dobbiamo assicurarci che la funzione F' sia
definita su tutti gli z,, (back) e che assuma tutti i valori y,, (forth). Usando
solo una delle due parti della costruzione possiamo dimostrare che ogni ordine
lineare numerabile ¢ immergibile in Q.

Teorema 9.4. Se (X, <) ¢ un ordine lineare numerabile, allora c’¢ una
funzione iniettiva F': X — Q che preserva ’ordine.

Dimostrazione. Sia {z, | n € w} un’enumerazione di X. E sufficiente
costruire una successione di funzioni p,, tali che

(@) ppCSp1C...,
(b) dom(py) = {0, ..., zn},

(¢) dom(py,) ¢ finito e p,: dom(p,) — ran(p,) ¢ una bijezione che preserva
I’ordine, vale a dire

Vi, j <n(xz; Qzj < po(zi) < pn(z))) .

F = U, pn: X — Q ¢ la funzione cercata. La costruzione delle p, segue
la falsariga della dimostrazione del Teorema Poniamo py = {(20,0)} e
supponiamo p,, ¢ data e soddisfa |(a)l{(c)} Consideriamo i tre casi: zp41 <

LUn numero reale si dice algebrico se & soluzione di un’equazione polinomiale a coefficienti in

Q.
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min{xg, ..., Tn}, max{zg,...,Tn} < Tpi1 € Tpy1 si trova tra due elementi
<-consecutivi z; e z; di {zo,...,x,}. In tutti e tre i casi & possibile trovare
un razionale g per cui pp1+1 = prp U {(2n, q)} soddisfa |(a)H(c)| O

Sempre utilizzando il metodo del back and forth & possibile dimostrare
che 'ordine @ ha molti automorfismi:

Teorema 9.5. Se A, B C Q sono insiemi finiti di ugual cardinalita, allora
c’é un isomorfismo f: (Q, <) — (Q, <) tale che f[A] = B.
Un ordine lineare (L, <) si dice

e omogeneo se due intervalli aperti sono sempre isomorfi, cioé se per ogni
a,a’,b,b € L cona <bed <b c¢'¢un isomorfismo (a;b) — (a’;0);

e ultraomogeneo se per ogni coppia A, B di sottoinsiemi finiti di L
di ugual cardinalita, ¢’¢ un isomorfismo f: (L,<) — (L, <) tale che

f[A] = B.

Non ¢ difficile verificare che un ordine lineare ultraomogeneo é anche omo-
geneo. Il Teorema [9.5] mostra quindi che Q ¢ ultraomogeneo.

9.C. I numeri reali.

Definizione 9.6. Un sottoinsieme z C QQ ¢ una sezione di Dedekind se ¢
un segmento iniziale proprio, privo di massimo, non vuoto di Q, cioé

e z#0,Q,
e VgexVpeQp<qg=pcu),
e Vg xdpex(qg<p).
Le sezioni di Dedekind si dicono numeri reali e

R={z¢e Z(Q) | x & una sezione di Dedekind } .

L’ordinamento e la somma su R sono definiti da
<Ry & zcCy
z+fy={pt+qlpeaznqgey}.

La definizione di moltiplicazione x -K y & piti laboriosa ed ¢ presentata nel
Esercizio [9.18

Esercizio 9.7. (i) Dimostrare che la somma di due numeri reali ¢ ancora
un numero reale e che la mappa Q - R, ¢ — {p€Q|p<q} ¢ un
morfismo per I'ordine e la somma.

(ii) Dimostrare che Q ¢ denso in R.
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Un insieme linearmente ordinato (L, <) si dice completo se ogni sot-
toinsieme non vuoto che ha un maggiorante, ha un estremo superiore e ogni
sottoinsieme non vuoto che ha un minorante, ha un estremo inferiore.

Teorema 9.8. (R, <) & completo.

Dimostrazione. Verifichiamo che ogni sottoinsieme non vuoto e superior-
mente limitato ammette un estremo superiore—il caso duale degli insiemi
limitati inferiormente ¢ lasciato al lettore. Siano ) # X C R e M € R tali
che Vo € X (x < M) cioé Vx € X (x C M). ¢ facile verificare che z = |J X
¢ una sezione di Dedekind e che Vo € X (x < Z). Se y & un maggiorante di
X, allora Vo € X (x C y), cio¢ T < y. O

Teorema 9.9 (Cantor). Ogni ordine lineare, denso, completo ed infinito é
pit che numerabile. In particolare: R & pit che numerabile.

Dimostrazione. Per assurdo, sia { z,, | n € w } una enumerazione di L, do-
ve (L, <) & come nell’enunciato. Costruiremo una successione crescente (a, )y,
e una successione decrescente (by,), di elementi di L

a0<a1<a2<...---<b2<b1<bo

tali che non esiste nessun x € L che maggiora tutti gli a,, € minora tuttii b,.
In particolare L non é completo, contraddicendo la nostra ipotesi. Fissiamo
due elementi ag < by: dati ag < -+ < apn_1 < bp_1 < --- < by, per densita
possiamo trovare degli elementi tra a,—; e b,—, sia k, il minimo % tale che
ap—1 < T < bp—1 e sia a, = x,. Analogamente sia b, = xj, dove h,, ¢ il
minimo h tale che a, < xp < b,_1. Dalla definizione di k; segue che

(37) n<m=ky, <kp
e
(38) ap < T; < bp_1 =k, <i.

Quindi se x; fosse un elemento maggiore degli a, e minore dei b,, 'indice
1 dovrebbe essere maggiore di ogni k, per e dato che sup,, k, = w per
, tale ¢ non puo esistere. O

Ricordiamo che ad ogni ordine lineare (L, <) possiamo associare la to-
pologia degli intervalli o topologia dell’ordine generata dalle semirette
aperte {r e L|x<b}le{xeL|a<x}, cona,be L. Se

fiAL, <) — (M, =)

& un isomorfismo di ordini lineari, allora f ¢ un omeomorfismo, quando diamo
a L ed M la topologia dell’ordine. Osserviamo che D C L é denso secondo la
definizione di pagina [23] se e solo se ¢ un insieme denso in questa topologia.
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Se L se contiene un insieme denso e numerabile (cioé se & separabile in questa
topologia) diremo che ¢ separabile.

Teorema 9.10. (R, <) &, a meno di isomorfismo, l'unico ordine lineare
completo, separabile, senza primo o ultimo elemento.

Dimostrazione. Sia (X, <) un ordine lineare completo, separabile, senza
primo o ultimo elemento e sia D il suo sottoinsieme denso e numerabile.
Allora (D, <) un ordine lineare numerabile senza primo o ultimo elemento e
quindi per il Teorema|9.3|c’é una bijezione strettamente crescente F': Q — D.
Per ogni r € R possiamo trovare un p € Q tale che r < p e quindi I'insieme
{F(q) | ¢ € QAq<r} élimitato superiormente da F'(p). Possiamo quindi
estendere F' ad R ponendo

F(r)=sup{F(q)|¢€Qrqg<x}

dove il sup ¢ calcolato secondo I'ordinamento <. Chiaramente r < s =
F(r) < F(s) e ser < s prendiamo q1,q2 € Q, con r < q1 < q2 < s: allora
F(r)<F(q1) <F(q2) <F(s). Quindi F ¢ strettamente crescente. Dobbiamo
verificare che F' é suriettiva. Se x € X scelgo d € D tale che z < d e sia
p € Q tale che F(q) = d. L’insieme

A={reR|F(r)Qz}

¢ limitato superiormente da p e quindi possiamo calcolare 7 = sup A secondo
lordinamento <. Verifichiamo che F(7) = x. Se F(7) <z fissiamo un d’ € D
con F(F)<d <zx. Sia p/ = F~1(d'): allora p’ € A e quindi p’ < 7, ma d’altra
parte F(7) < d’ implica che 7 < p: contraddizione. Il caso in cui z < F(7)
porta ugualmente ad una contraddizione ed ¢ lasciato al lettore. U

La costruzione di R a partire da Q mediante sezioni di Dedekind puo
essere generalizzata ad ogni ordine lineare (Esercizio [9.23)). Un altro modo
per costruire R a partire da QQ ¢ quello di completare () come spazio metrico

(Esercizio (9.24)).

Per ogni = € 2V sia

(39) o(z) =Y 231&”1) .

n=0

Esercizio 9.11. Dimostrare che:
(i) la serie converge ad un reale in [0; 1];
(i) sex [n=y [ n,xz(n) =0ecy(n) =1, allora ®(x) < &(y) < ®(x)+37".
La funzione ®: 2% »— [0;1] ¢ iniettiva e quindi Z(N) ~ R. Poiché
R C 2(Q) e Z(Q) ¢ in bijezione con Z(N), ne segue che R — Z(N). Per

il Teorema di Shroder—Bernstein e per la Proposizione [8.11] segue che:
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Proposizione 9.12. Gli insiemi R, 2N ¢ NN sono equipotenti.

Esercizio 9.13. Dimostrare che ogni intervallo di R aperto, chiuso o semia-
perto non degenere (cioé non vuoto oppure un singoletto) ¢ equipotente ad

R.

9.D. L’insieme di Cantor. L’insieme ran(®) della formula é un in-
sieme ben noto in Analisi. Per descriverlo introduciamo qualche definizione.
Fissiamo un intervallo chiuso I = [a;b] non degenere (cio¢ a < b) di R e fis-
siamo un 7 € (0;1). Rimuoviamo da I U'intervallo aperto centrato nel punto
medio di I di ampiezza (b — a). Otteniamo cosi due intervalli chiusi non
degeneri

1+ 2r

I(O;T’) = [a; a -+ (b — a)]

(40)

Tiry = [b -

Nella figura qui sotto vediamo un esempio con r = 1/2: dato un intervallo
chiuso I C R

rimuoviamo la parte centrale di I di lunghezza 1/2 della lunghezza di I e
otteniamo I(o,1/2) € I(1;1/2):

[ [
T0;1/2) T2

L’insieme ternario di Cantor ¢ definito come

n)
(41) E1/3 :ﬂE§/3v

dove E9) & Dintervallo [0;1], E™ ¢ BE™Y & unione di 2" intervalli chiusi

1/3 1/3 1/3
di lunghezza 3~ ottenuti applicando la costruzione (40]) a ciascuno dei 2"~

intervalli di EY/}; b, Ey /3 € un sotto-insieme compatto, non-numerabile di R

con interno vuoto—si veda gli Esercizi [0.26] e 0.27]

Costruiamo la sequenza di intervalli chiusi (I, | s € 2<) ponendo
Iy = [0;1],
I~ 0y = (Is>(0;1/3) , Iy = (Is)(1;1/3)
definiti come in (40). Per semplicita notazionale poniamo I = [as; bs).

Esercizio 9.14. Verificare che
(n) _
E1/3 - U Is

sSEN2
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©) _ .
B =1[0;1]
E(l) = [0; l] U [Z. 1]

1/3 3 37

2
Ejy=DluluBive — — — —
By =[5 U U 3551 - -

Figura 1. La costruzione dell’insieme di Cantor.

e che

2s(i) —In(s
as = Z it e bs =as+ 3 (s)
i<lh(s)

E immediato verificare che
(42) sCt=1ID1.

Supponiamo invece che s,t € 2<N siano inconfrontabili, vale a dire s Zte
s 2 t. Sian tale che s | i =t | 7, ma s(n) # t(n). Allora Ig1 NIy =0
e quindi I, N I; = () per . L’ordinamento lessicografico su 2V ¢ definito
da

(43) r<iexyeS In(xin=yln A z(n) <yn))

e la parte dell’Esercizio dice che ® ¢ strettamente crescente. Dato
che per ogni z € 2N

—

(CC f n)f\(_j Slex €T Slex (3j [ n)/\l

dove 1= (1,1,...), allora

< &(x)
< &((« [ n)"1)

_ 2
=as+ ZiZn 31

cioé

(44) Vn (®(x) € Ip)
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e dato che I'ampiezza di I}, tende a 0, si ha
(45) {®(2)} = Lo €[ ) Eljs = Bys-
n n

In altre parole: ran(®) C E,/3. Viceversa, fissato un y € Ej /3, sia s,(y)
I'unico s € ™2 tale che y € I,. se per qualche n < m non valesse s,(y) C
sm(y), allora s,,(y) e sm(y) sarebbero inconfrontabili, e quindi y € I, ) N

I, (yy = 0: una contraddizione. Quindi posto x & U,, sn(y) si ha che z € 28

e ®(z) =y per (9.206) e (9.27).

Abbiamo quindi dimostrato il seguente risultato:

Proposizione 9.15. L’insieme E} /3 ¢ ran(®), l'immagine della funzione ®.

Se diamo a 2N la topologia dell’ordine, allora ® & un omeomorfismo tra
Ne B, /3- Inoltre la topologia dell’ordine su 2N coincide con la topologia
prodotto, dove ciascun fattore 2 = {0,1} ha la topologia discreta—vedi
I’Esercizio

Lo spazio di Cantor 2V non solo si immerge in [0; 1], ma anche in ogni
chiuso pitt che numerabile di R.

Teorema 9.16. Sia (X,d) uno spazio separabile, metrico completo, privo
di punti isolati e non vuoto. Allora c’é una funzione continua e iniettiva
f:2N = X. In particolare: X contiene una copia omeomorfa dell’insieme
di Cantor.

Dimostrazione. Sia £ = {e, | n € w} denso in X. Costruiamo induttiva-
mente dei numeri reali 7, e dei punti z, € X (s € 2<V), tali che

(i) 0 <7y <27 100)

(ii) Cl(B(xSA@ rsm@)) C B(zs,rs), per i = 0,1,

(i) CUB(1- (0,74 (0)) N CL B 1y 7e 1)) = 0.
Poniamo xy € X e ryg = 1. Dato x4 e 75 ¢ facile verificare che E N B(xs,75) &
infinito, quindi possiamo scegliere due punti distinti 4~ ) € 24~ (1) in questo
insieme. (Prediamo, per esempio ey ed ey, dove k e h sono i primi due indici
i tali che e; € EN B(ws,75).) Prendiamo 74~ (i = 0,1) sufficientemente

piccoli in modo che valgano |(1)H(iii)|

Per ogni y € 2N considero la successione (2, )n. Poiché B(Zym, Tyin) 2
B(xyfn-f-l? Ty[n+1) per
(46) VE > n (g € B(@ym, ryin)) -

Quindi la successione (zy)y)n € di Cauchy e sia

f(y) = hran Lyn
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Per f(y) € CL(B(2yn,ryn)) per ogni n e quindi
F(y) € (N CUB(@ytnsryn)) = [ B(@yin: Ty1n)

dove la seconda uguaglianza segue da Se y,z € 2N sono distinti, sia n
tale che y [ n = z | n e y(n) # z(n). Allora f(y) € Cl(B(zym,ryin)) €
f(z) € CU(B(x2n,721n)) € quindi f(y) # f(z) per|(iii)} In altre parole, la
funzione f: 2N — X ¢ iniettiva. Resta da dimostrare che ¢ continua. Fissato
un y € 2N ed un n, basta trovare un k tale che se z | k = y | k, allora
d(z 1k, Ty k) < 277 E facile verificare che k = n funziona. O

9.E. Esempi di insiemi equipotenti ad R.

9.E.1. prodotto di spazi di Cantor. 2N ¢ equipotente a (QN)N ea (QN)”, per
ogni n > 0. Infatti

e 2V s (2M)" via 2+ (2,0,...,0), dove 0 ¢ la successione identicamente
0

o (2N — 29N via (z1,...,2,) — (21,...,2,,0,0,...)

o (2NN & equipotente a 2N per le parti e dell’Esercizio e il
Teorema 8.8

Quindi per i Teoremi di Shréder—Bernstein e 2N (2N ¢ (2M)N sono
equipotenti ad R.
9.E.2. Il cubo di Hilbert. Per I'Esercizio R, R™ ¢ RN sono equipotenti.
In particolare R & in bijezione con R?, cioé con C.

Similmente, il cubo n-dimensionale, [0;1]" e il cubo di Hilbert [0; 1]
sono equipotenti a R.
9.E.3. Lo spazio delle funzioni continue da R in R. L’insieme C(R,R) delle
funzioni continue su R a valori reali ¢ equipotente ad R. Per vedere questo
consideriamo la mappa C(R,R) — R2 f — f [ Q. Se f,g € CR,R)
differiscono in g € R, allora per continuita esiste un € > 0 tale che f e g sono
sempre distinte sull’intervallo (xo—e; zo+¢). Sia ¢ € QN(xg—e; xo+<): allora
f(q) # 9g(q) e quindi f | Q # g | Q. Di conseguenza la mappa f— f [ Q¢

iniettiva e poiché QQ é in bijezione con N, per 'esempio precedente si ha che
C(R,R) si inietta in R. Ovviamente R si inietta in C(R,R) e quindi i due
insiemi sono equipotenti.

9.E.4. Spazi metrici separabili. Sia (X, d) uno spazio metrico separabile e sia
Q = {¢n | n € N} un sotto-insieme denso enumerabile di X. La funzione

(47) X - RY x— (d(z,qn) | n € N)

¢ iniettiva, quindi X ¢ iniettabile in R. In particolare questo vale quando X
¢ una varieta topologica (separabile) o uno spazio vettoriale (separabile) e
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poiché R si inietta in un X siffatto, abbiamo un’altra famiglia di esempi di
insiemi equipotenti ad R.

9.E.5. Spazi secondo numerabili. Se X €& uno spazio secondo numerabile, la
sua topologia T (vale a dire: la famiglia degli aperti di X) si inietta in R.
Infatti, fissata B = {V}, | n € w } una base numerabile di X, la funzione

T — P(w) U—{new|V,CU}

é iniettiva. Passando ai complementi si ha che G, 'insieme dei chiusi di X,
si inietta in R. Poiché {z} ¢ un chiuso di R, per ogni z € R, si ha che
la famiglia degli aperti (e quindi dei chiusi) di R ¢ equipotente ad R. Un
discorso analogo vale per R”, RN, uno spazio di Banach separabile, etc.

9.F. R ed w;. Abbiamo visto due esempi di insiemi piit che numerabili:
I'insieme dei reali R ed il primo ordinale pitt che numerabile w; (pag.
E naturale chiedersi in che relazione siano questi insiemi: sono equipotenti?
uno dei due si inietta nell’altro? oppure si surietta?

Proposizione 9.17. C’¢ una suriezione R — wy.

Dimostrazione. Per quanto visto, ¢ sufficiente verificare che & (w x w) si
surietta su wy. Sia W C Z(w X w) 'insieme dei buoni ordini sul loro campo,
cioé
W={RCwxw]| (ld(R),R) ¢ un buon ordine }

e sia F': W — w; la funzione che ad ogni R associa il suo tipo d’ordine,
cio¢ F(R) = ot({(fld(R), R)). E facile verificare che F ¢ suriettiva e quindi
possiamo estendere F' a Z(w X w) ponendo, per esempio, F(S) = 0 se
S¢Ww. O

Vediamo cosa si puo dire in generale:

e Se R ¢ bene ordinabile allora ¢ equipotente ad un ordinale piu che
numerabile e quindi |wq| < |R|.

e Se R — wq, allora R & bene ordinabile ed essendo w1 il primo ordinale
piu che numerabile, ne segue che wy é equipotente ad R.

e Se f:w; — R allora R & bene ordinabile (Esercizio[8.1]) e g: R — wy

g9(x) =min{a | fla) ==}
¢ iniettiva e quindi w; é equipotente ad R.

L’affermazione “R é bene ordinabile” é conseguenza dell’assioma della scelta
AC (sezione ma non ¢ discende dagli assiomi di MK o di ZF e un di-
scorso analogo vale per I'affermazione: w; — R. L’affermazione che R e wy
sono equipotenti é nota come ipotesi del continuo e verra esaminata nella
sezione [I8
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Esercizi

Esercizio 9.18. Se z,y € R e z,y > 0 definiamo
z-y={peQ|3dq,reQ0<qgexN0<reyAp<gqg-r)}
e se x, %y non sono entrambi positivi,
0 sex=00y=0,
—((—2)-y) sex<0ey>0,
—(z-(~y)) sex>0ey<O0,
(—x)-(—y) sex<0ey<0,
dove
—rz={peQ|Is€eQVgeczr(p+qg<s<0)}.
Verificare che I'operazione é ben definita e che (R, +, -, <) ¢ un campo ordi-

nato.

Esercizio 9.19. Dimostrare che, a meno di isomorfismi, gli ordini lineari
densi numerabili sono quattro:

Q, [6;1]NnQ, [0;1)NQ (0;1]NQ.
Esercizio 9.20. Dimostrare il Teorema [9.5]

Esercizio 9.21. Sia (L, <) un ordine lineare tale che per ogni a,da’,b,b’ € L
cona < bea < b ¢’@unisomorfismo f: L — L tale che f(a) =a’ e f(b) = b.
(Questo ¢ un rafforzamento della condizione di omogeneita. Dimostrare che
(L, <) & ultraomogeneo.

Esercizio 9.22. Dimostrare che (0;1) e (0;1) U (1;2) sono insiemi equipo-
tenti, sono ordini lineari densi senza primo o ultimo elemento, ma non sono
isomorfi.

Esercizio 9.23. Dimostrare che ogni ordine lineare ha un unico completa-
mento, a meno di isomorfismi.
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Sia Q il completamento di Q come spazio metrico—gli elementi di Q sono
classi di equivalenza [(zy,),] di successioni di Cauchy in Q. Poniamo

[(@n)n] <(yn)n] & 3INIg€QYR >N (z, < q < yn)
e [(@n)n] < [(yn)n] se e solo se [(zn)n] < [(Yn)n] V [(#n)n] = [(Yn)n]-

Esercizio 9.24. Dimostrare che (Q, <) ¢ un completamento di (Q, <) come
ordine lineare e quindi ¢ isomorfo ad (R, <).

Definire le operazioni di somma e prodotto su Q e verificare che coinci-
dono con le operazioni su R definite nel testo.

Esercizio 9.25. Dimostrare che
(i) gli anelli di polinomi Z[X] e Q[X] sono numerabili,

(ii) ogni intervallo aperto (z;y) C R ¢ equipotente a R e che ogni intervallo
aperto razionale (p;q) NQ ={r € Q| p <r < ¢} & equipotente a Q.
Analogamente per gli intervalli chiusi e semi-aperti.

Esercizio 9.26. Dimostrare che F /3 definito in (41)) & un insieme compatto,
non-vuoto, privo di interno.

Esercizio 9.27. Fissiamo un numero naturale b > 1. L’espansione di
x € [0,1] in base b & una sequenza

tale che

(i) Verificare che se
o Vi< k:(nl = mi),
e Ny =mp+1,
° Vz>k(nl:O VAN mi:b—l),
allora

8
8

e quindi 'espansione in base b di un z € [0,1] non ¢ unica.

(ii) Dimostrare che se x ammette un’espansione che non ¢é definitivamente
uguale a 0 o definitivamente uguale a b — 1, allora tale espansione &
unica.

(iii) Dimostrare che F 3, 'insieme di Cantor, ¢ I'insieme dei reali in [0, 1]
che ammettono un’espansione in base 3 in cui non compare mai la cifra
1 e che E/3 = ran(®).
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Esercizio 9.28. Sia J l'insieme degli intervalli aperti massimali di [0;1]
disgiunti da Ey 3, cioe

J={(a;b) C[0;1] | (a;0) N K =0 A a,be K}
In altre parole: gli elementi di J sono gli intervalli aperti che eliminiamo nella
costruzione dei E?/g (si veda pagina. Se I,J €7, allora INJ # () implica

che I = J, quindi possiamo definire ['ordine stretto < su J ponendo

I<J & supl<infJ.
Dimostrare che (J, <) ¢é isomorfo a (Q, <).

Nel prossimo esercizio dimostreremo che nessun intervallo di R puo essere
decomposto in un unione numerabile di intervalli chiusi e disgiunti.

Esercizio 9.29. (i) Sia (a;b) C R e, per assurdo, supponiamo che J sia
una famiglia numerabile di intervalli chiusi a due a due disgiunti tali
che |JJ = (a;b). Definiamo 'ordine < su J

Vi<Jel(IaJevVrelVyeld(z<y)).

Dimostrare che (J,<) ¢ isomorfo a (Q, <).

(ii) Sia F': (J,<) — (Q, <) un isomorfismo e sia z € R\ Q. Allora gli insie-
miJ{le€J|F(I)<z}eU{IecI|F(I)> =z} mostrano che (a;b) ¢
sconnesso. Concludere che (a;b) non ¢ unione numerabile di intervalli
chiusi a due a due disgiunti.

(iii) Generalizzare il risultato precedente ad ogni intervallo chiuso [a;b] o
semi-aperto [a;b) e (a;b].

In analogia a quanto fatto in , diamo ad NN ’ordine lessicografico
r<iexy<eIn(zin=ylnAzn)<yn)).
Esercizio 9.30. Dimostrare che:
(i) La topologia indotta da <jex (vale a dire: generata dagli intervalli (x;y)

e da [0;) dove 0 = (0,0,...)) & separabile ed ¢ indotta dalla metrica
completa

d( )_ 0 ser =y,
LY) =3 9-n sex |n=ylnex(n)#yn).

(i) La topologia dell’ordine su NN coincide con la topologia prodotto, dove
diamo ad N la topologia discreta.

(iii) Lo spazio NN ¢ totalmente sconnesso cioé ammette una base di
chiusi-aperti;

(iv) 2% ¢ un chiuso di NV e la topologia dell’ordine su 2" coincide con la
topologia prodotto.
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Nel prossimo esercizio costruiremo una suriezione continua da 2V (e
quindi da Ey/3) su [0;1].

Esercizio 9.31. Dimostrare che la funzione W: 2 — [0;1]

= 22(n
W) = Y )

n=0

¢ ben definita (vale a dire: la serie converge),

¢é suriettiva,
T <iex y = ¥(z) < U(y),
o sex <jex ye¥(x)=V(y),alloraxr =s57(0,1,1,...) ey = s7(1,0,0,...).

Concludere che ¥ ¢& continua.

Esercizio 9.32. Dimostrare che esistono suriezioni continue [0; 1] — [0;1]"
(n € N) e [0;1] — [0;1]N. (Nel caso n = 2 la funzione si dice curva di
Peano.)

Esercizio 9.33. Dimostrare che se la funzione in ¢ un omeomorfismo
di X sulla sua immagine e che se d é una metrica completa su X, allora
I'immagine ¢ un chiuso di RY. Concludere che, a meno di omeomorfismi,
tutti gli spazi separabili, metrici completi sono dei chiusi di RY.

Esercizio 9.34. Verificare che la dimostrazione del Teorema [0.4] prova che
ogni ordinale numerabile ¢ immergibile come sottoinsieme chiuso di R. In
altre parole, per ogni a < wy ¢’é¢ una f: o — Q che preserva 'ordine e tale
che ran(f) ¢ un chiuso di R.

Note e osservazioni

La dimostrazione dell’Esercizio [9.29] ¢ dovuta a Camillo Costantini.

10. Categorie

Il linguaggio delle categorie € molto utile in varie parti della matematica. In
questa sezione introdurremo le nozioni di base che verranno usate nel seguito.
Una categoria € una tripla
¢ = (Obj% Arw? dom?, cod®, 0% 1)
dove

e Obj% e Arw? sono classi non vuote, i cui elementi si dicono, rispetti-
vamente, oggetti e frecce (o morfismi) di €,



10. Categorie 89

e dom® ¢ cod? sono funzioni (o meglio: relazioni funzionali) da Arw®

in Obj%,
e 1% ¢ una funzione (o meglio: relazione funzionale) da Ob j¢ in Arw®

¢ & un’operazione binaria parziale sulle frecce: g o% f ¢ definita se e

solo se cod® f = dom% ¢, in altre parole, il dominio di o% &

{ (9, f) € Arw® x Arw® | cod® f = domeg}

® O

Il simbolo o€ si dice operazione di composizione.

(Quando non c’¢ pericolo di confusione lasceremo cadere il suffisso € e
scriveremo Obj, Arw, dom, etc.) Le seguenti proprieta devono essere
soddisfatte:

(i) se f e g sono frecce e g o f ¢ definita, allora domgo f = dom f e
codgo f =cody.
(ii) se cod f =domg e cod g = dom h, allora
ho(gof)=(hog)of.
(Questa ¢ la proprieta associativa della composizione nelle categorie.)
(iii) Per ogni oggetto a € Obj, la freccia 1, ha per dominio e codominio a
stesso,
dom1l, =a=codl;
(iv) per ogni a,b,c € Obj e ogni f e g tali che dom f = a, cod f =b =
domg e cod g = ¢, si ha che
f=1Lof e g=gol,.
Una freccia da a in b ¢ una f € Arw? tale che dom f = a e cod f = b e per

brevita questo sara scritto come f: a — b oppure a EN b o ancora a 7 b. Le
proprieta e possono essere formulate dicendo che i diagrammi

(hog)of

ho

h— Dy oty
IRy !
bT>C

ho(gof)
commutano.

Definiamo
hom(a,b) ={ f € Arw | dom(f) =aAcod(f)=0}.

Vediamo ora qualche esempio.
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10.A. Esempi di categorie.

10.A.1. La categoria degli insiemi. La categoria degli insiemi Get ha come
oggetti gli insiemi e come frecce ha le triple (a, f,b) dove f & una funzione
con dom f = a e ran f C b. Se poniamo dom(a, f,b) = a, cod(a, f,b) = b,
o l'usuale composizione di funzioni e 1, la funzione identita su a, si verifica
facilmente che si ottiene una categoria.

La categoria degli ordini parziali OO0 ha per oggetti gli insiemi parzial-
mente ordinati (A4, <) e per per frecce le funzioni crescenti tra ordini parziali.
Anche in questo caso una freccia ¢ una tripla (A, f, B) con f: A — B.

Analogamente possiamo considerare Top, la categoria degli spazi topolo-
gici, dove i morfismi tra due spazi topologici sono funzioni continue. Oppure
le categorie Brp, Ring,Yecty, rispettivamente dei gruppi, degli anelli unitari,
degli spazi vettoriali sul campo k, dove la nozione di morfismo é data da una
funzione che preserva determinate strutture algebriche.

Negli esempi precedenti la classe degli oggetti era sempre una classe pro-
pria e i morfismi erano sempre delle funzioni. Nei prossimi esempi vedremo
delle situazioni radicalmente differenti.

10.A.2. La categoria pit semplice. Consideriamo la categoria piu semplice
in assoluto, con un unico oggetto e e con un unico morfismo

k\

[} }
~

Questa categoria rappresenta il pre-ordine (non vuoto) piu semplice, quello
con un solo elemento. (Si veda la sezione [2| pagina [22] per la definizione di
pre-ordine.) In effetti ogni pre-ordine (P, <) puo essere descritto come una
categoria ponendo Obj = P e stabilendo che c¢’¢ una (ed una sola) freccia
tra p e ¢ se e solo se p < q.

10.A.3. Monoidi. Ogni monoide M pud essere considerato come una cate-
goria con un unico oggetto, i cui morfismi sono gli elementi di M, la compo-
sizione & 'operazione del monoide ed il morfismo privilegiato é I'identita di
M.

Se f & una freccia da a in b diremo che

(1) f ¢ mono ovvero che ¢ un monomorfismo, in simboli f: a — b,
se per ogni oggetto ¢ e ogni coppia di frecce g: c —ae h: c—a

fog=foh = g=h.

(2) f & epi ovvero che ¢ un epimorfismo, in simboli f: a — b, se per
ogni oggetto ¢ e ogni coppia di frecce g: b - ce h: b — ¢

gof=hof = g=h.
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(3) f éiso ovvero che ¢ un isomorfismo, in simboli f: a = b, se esiste
una g: b —ataleche go f=1,e fog=1,.
Osserviamo che la freccia g in [3] & unica, si dice inversa di f e la si denota
con f~!: infatti se g1 e go sono inverse di f, allora
g1=1a001
=(g20f)oq
=g20(fog)
=g201,
=g2-

Esercizio 10.1. Dimostrare che se una freccia iso ¢ anche mono ed epi e
che se f: a — b éiso, anche f~!: b — a & iso.

Due oggetti a e b si dicono isomorfi se ¢’é un isomorfismo tra di loro, in
simboli a 22 b.

10.B. Funtori. Un funtore covariante F dalla categoria € alla categoria
D

F:¢—-2
consiste di una mappa F: Obj%® — Obj® ed un’assegnazione (sempre deno-
tata con F) Arw® — Arw™, tale che

(1) PAZ) =12,
(2) se f:a—ballora F(f): F(a) — F(b) e
(3) F(go® f) =F(g) o® F(f).
Un funtore controvariante F dalla categoria € alla categoria © é una F
come sopra che soddisfa e
(2") se f:a—ballora F(f): F(b) — F(a) e
(3') Flgo® f) = F(f) o® F(g).
L’idea di fondo é che un funtore trasforma i diagrammi commutativi di
¢ in diagrammi commutativi di .
Vediamo qualche esempio di funtore.

10.B.1. Consideriamo la mappa che associa ad ogni gruppo il suo insieme
sostegno: poiché un omomorfismo tra gruppi é in particolare una funzione
sugli insiemi sostegno ¢ facile verificare che questo definisce un funtore co-
variante Btp — Get dalla categoria dei gruppi a quella degli insiemi. Un
funtore di questo tipo si dice dimenticante in quanto dimentica in parte o
del tutto la struttura dell’oggetto di partenza. Altri esempi di funtori dimen-
ticanti sono tra la categoria degli anelli nella categoria dei gruppi abeliani,
tra la categoria degli spazi topologici e quella degli insiemi, etc.
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10.B.2. La costruzione dell’insieme potenza definisce un funtore covariante
da Get in sé stessa: ad ogni insieme a associamo Z(a) e ad ogni funzione
f+a— b associamo la funzione #(a) — #(b) data da z — f[z].

10.B.3.  Ad ogni spazio vettoriale W su un campo k associamo il suo duale
W* e ad ogni applicazione lineare f: W — Z associamo ’applicazione duale
f*: Z* — W* definita da f*(a) = ao f. E immediato verificare che questo
definisce un funtore controvariante dalla categoria Uecty in sé stessa.

10.B.4. Data una categoria €, la categoria opposta €°P ha gli oggetti e le
frecce di € ma operazioni di dom e cod scambiate fra di loro e ’operazione di
composizione viene eseguita nel verso opposto. Piul precisamente: Obj? =
Obj, Arw’? = Arw, dom(f) = a e cod(f) = b se e solo se dom°P(f) =b
ecod(f) =ae fog = h sesolosego®® f = h. Il funtore identico ¢
controvariante tra € e €°P,

10.C. Prodotti. Se a,b sono oggetti di una categoria €, un prodotto di a
e b é un oggetto denotato con aJb e due frecce p,: a0b — aepy: allb—b
tali che per ogni coppia di frecce f: ¢ — a e g: ¢ — b ¢’é¢ un’unica freccia
<f,g>: ¢ — a Ob che rende il diagramma

@< abp b

commutativo. L’esistenza e unicita della funzione <f, g» si dice proprieta di
universalita del prodotto. Se ogni coppia di oggetti ammette un prodotto
diremo che la categoria ha prodotti.

Osservazioni 10.2. (a) Abbiamo scritto un prodotto e non i/ prodotto in
quanto a 00 b & definito a meno di isomorfismi (Esercizio [10.10]).

(b) La notazione aJb non deve trarre in inganno: in molte categorie 1'ogget-
to prodotto & ottenuto mediante un prodotto cartesiano dei due oggetti,
ma cid non ¢ vero in generale (Esercizio [10.11]).

Esercizio 10.3. Verificare che le categorie degli insiemi Get, dei gruppi &tp,
degli spazi topologici Top ammettono prodotti.

10.D. Limiti. Un sistema diretto superiormente di oggetti e frecce
in una categoria ¢

(48) ((ai | i€ ), (fij|i<3))
¢ dato da un

e insieme diretto superiormente (I, <)
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o degli oggetti di €, a; per i € I,

e delle frecce di €, f; j: a; — aj, quando 7,5 € I e i < j tali che
(49) 1<j<k= fir="Fikofij-
Il limite diretto o limite induttivo di (48]

(@oo; (fieo | 1 € 1))
& costituito da:

e un oggetto a €
e una famiglia di frecce f; o : a; — a0 (i € I) che commutano con le f; ;,
cioé
fioo = fioo fij  (1<7)
e tale che per ogni oggetto b e ogni famiglia di frecce g; (i € I)

che commutano con le f;;, ¢’¢ un’unica freccia h: as, — b che rende
commutativo il diagramma

L’esistenza e unicitd della freccia h prende il nome di proprieta univer-
sale del limite diretto. Il limite diretto, se esiste, é definito a meno di
isomorfismi: se as € al, sono due limiti diretti per lo stesso sistema, siano
h:ax — a, e h':a., — ay come da definizione. Se prendiamo b = a
nella definizione di limite diretto, la freccia che rende commutativo il dia-
gramma deve essere 1,__: G — Goo. D’altra parte anche ' oh: aoo — G €

una freccia che commuta, quindi »’ o h = 1,,,. Analogamente ho h' = 1,_.

Non tutte le categorie ammettono limiti, neppure quando I é finito, ma
molte delle categorie familiari si. In particolare le categorie Set, Gtp, POr0,
Top ammettono limiti diretti.

10.D.1. La categoria Set degli insiemi. Fissiamo un sistema diretto
(Ailiel),(fijli<])).

Innanzitutto consideriamo un caso particolarmente semplice in cui le frecce
sono funzioni di inclusione: in altre parole ¢ data una famiglia A; (i € I) di
insiemi e la freccia f; j: A; — A; significa che A; C A;. 1l limite diretto ¢
semplicemente ( J;c; A;.
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Se le frecce f; j sono funzioni iniettive, ma non necessariamente inclusioni,
dobbiamo sostituire 'unione con

(50) Ao = (U{i} x A;) [~

vale a dire I'unione disgiunta degli A; modulo la relazione d’equivalenza

(i,x) ~ (j,y) < 3JkG@<k AN j<k A fir(x)=firy).

Le funzioni f; oo: A; — A sono date da

(51) fl,oo(x) = [('La .1‘)]N :

Se B ¢ un altro insieme e g;: A; — B commutano con le f;;, definiamo

h: Ao — B

(52) [(; 2)] = gi(z).

Verifichiamo che la definizione non dipende dal rappresentante cioé se (i, z) ~
(4,y) allora g;(x) = g;(y). Sia k > i, j tale che f; () = fjr(y): allora

come richiesto.

Esercizio 10.4. Verificare che la funzione in ¢ 'unica funzione che
verifica la proprietd universale del limite diretto.

Osserviamo che l'ipotesi che le f; ; fossero iniettive non ¢ stata usata.
Infatti, la costruzione in (50) e (51) funziona per ogni sistema diretto di
insiemi e funzioni.

10.D.2. La categoria dei gruppi Srp. Il limite di un sistema diretto di gruppi
G, (1 € I) e omomorfismi f;; (i < j) ¢ il gruppo che ha G il cui insieme
supporto € dato da . L’operazione su G, ¢ data da

[, )] - 16 9)] = (K, fin(@) - Fin(y))]

dove k > i,j e la moltiplicazione f; ;(x) - fjx(y) ¢ effettuata in Gj. Verifi-
chiamo che la definizione non dipende dalla scelta dei rappresentanti. Sup-
poniamo che (i,z) ~ (¢, 2') e (j,y) ~ (5',4'), k > i,j e K >, j": dobbiamo
verificare che

(k, fir(@) - fin) ~ (K, for (@) - firw@)).



10. Categorie 95

Siano * > i,4' e j* > j, 7 tali che fi;+(x) = fy(a) e fj+(y) = fir+(¥) e
sia k* > k, K/ i*, 7*. Allora
fier (@) - fae (W) = firgor (fiir () - fie o (£ ()
= fir e (firi= (@) - fi= e (Fir5+ (W)
= fir (@) fir e (y),
come dovevasi dimostrare.
L’identita di Goo ¢ [(4,1g,)]., dove 1g, & l'identita di G;. I morfismi
ficot Gi — G sono definiti da .

Esercizio 10.5. Verificare che G verifica la proprieta universale dei limiti
diretti.

10.D.3. La categoria degli ordini parziali Or0. Dato un sistema diretto di
ordini (A;, <) (i € I) e funzioni crescenti f; j: A; — Aj (con i < j) il limite
diretto ¢ 'insieme ordinato (A, <co) dove Aco ¢ I'insieme definito in
€ <o ¢ lordinamento

[(2)]. <o [G)]le & k(205 A fir(@) <k Fin(y)
Lasciamo al lettore la verifica che la definizione non dipende dalla scelta
dei rappresentanti. Le funzioni f; : A; — A sono come in : per la
commutativita delle f; ;, se z,y € A; e x <; y allora f; j(x) <; fi;(y) per
ogni ¢ < j e quindi f;o0(2) <o fi 00 (Y)-

Esercizio 10.6. Dimostrare che se gli (A;,<;) sono ordini lineari, allora
(Ao, <o) € lineare. Dimostrare con un contro-esempio che gli (A;, <;) pos-
sono essere tutti dei buoni ordini, ma (A, <o) NON ¢ necessariamente un
buon ordine.

10.D.4. La categoria degli spazi topologici Top. Dato un sistema diretto di
spazi topologici (X;,T;) (i € I) funzioni continue f; ;j: X; — X; (i < j) ¢elo
spazio (Xeo, Too) dove X @ l'insieme limite diretto degli insiemi X; e
la topologia é
T = {UC X | Vie T [fLU) €T }.

Verifichiamo che T4, ¢ una topologia su X,. Chiaramente 0, X5 € To.
Se U,Y € Too, allora f; ((UNV) = f; ((U)N fi (V) € Ti per ogni i €
I, cioé T & chiusa per intersezioni finite. Se {U; |j € J} C T, allora
fik (Ujes Us) = Ujes fih (U)) € Ti, per ogni i € I, da cui Uy, Uj € Toc.
Quindi T4 & una topologia su X .

Le funzioni f; oo : X; — X sono continue per definizione di T,. Verifi-

chiamo che vale la proprieta di universalita. (X’,J”) uno spazio topologico e
gi: X; — X’ funzioni continue che commutano con le fi,j- Poiché la funzione



96 II. Alcuni concetti di base della matematica

h: Xoo — X' definita da (52]) ¢ 'unica funzione che rende sia commutativo
il diagramma, ¢ sufficiente dimostrare che ¢ continua: se U’ C X’ & aperto,

fioo(WHU") = g1 (U') €T

1,00

e quindi A1 (U') € Too. Quindi (Xoo, Too) ¢ il limite diretto del sistema.

10.E. Il teorema di Cantor-Lawvere*. Le categorie che utilizzeremo in
questo corso sono sono abbastanza vicine alla teoria degli insiemi, nel senso
che le frecce tra oggetti sono funzioni che soddisfano opportune proprieta.
Per queste categorie é possibile dimostrare una generalizzazione del Teorema

di Cantor R0

Teorema 10.7 (Lawvere). Sia € una categoria in cui le frecce sono funzioni,
siano a, b oggetti di € e supponiamo F: a — hom(a,b) sia una suriezione
tale che

a—b x— F(x)(x)
sia un morfismo di €. Allora b ha la proprieta del punto fisso, cioé per ogni

morfismo f:b— b c¢’e un x € b tale che f(x) = z.

Dimostrazione. Sia f: b — b un morfismo e sia g: a — b la funzione

(53) g(x) = f(F(z)(x)).

Per l'ipotesi su F, la g & un morfismo di € e ¢’¢ un Z € a tale che F(z) = g.
Sia y = g(z) € b. Allora

f(y) = f(9(z))

= f(F(z)(2))) (dato che g = F'(z))
—42) (per E3)
=Y
vale a dire: 3 ¢ il punto fisso del morfismo g. O

Come corollario otteniamo il Teorema [8.9

Corollario 10.8 (Cantor). Se X e Y sono insiemi e Y ha almeno due
elementi, non ¢’¢ nessuna suriezione X — YX.

Analogamente, se X e Y sono spazi topologici e ¢’é una funzione continua
f:Y =Y priva di punti fissi, allora non c’é nessuna suriezione

F: X »CX, Y)Y {f: X > Y| feé continua}

tale che la mappa X — Y, x — F(z)(x), sia continua.
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Esercizi
Esercizio 10.9. (i) Verificare che nella categoria degli insiemi le frec-
ce mono, epi e iso sono le funzioni iniettive, suriettive e bijettive,

rispettivamente.

(ii) Dimostrare che nella categoria degli spazi topologici le frecce mono
sono funzioni iniettive; nella categoria degli spazi topologici Ts, una
funzione continua f: X — Y ¢ epi se e solo se ran(f) & denso in Y.

(iii) Considerare il monoide (N, +,0) come categoria—si veda l’esempio
Dimostrare che tutte le frecce sono mono e epi, ma solo 0
é iso.

Esercizio 10.10. Dimostrare che il prodotto di due oggetti (se esiste) &
unico a meno di isomorfismi.

Esercizio 10.11. Consideriamo un insieme parzialmente ordinato (P, <)
come una categoria: gli oggetti sono gli elementi di P e assegniamo una
freccia p — ¢ se e solo se p < ¢. Dimostrare che questa categoria ha prodotti
se e solo se (P, <) & un semi-reticolo inferiore e p 0 ¢ = inf{p, q}.

Note e osservazioni

La teoria delle categorie é stata inventata nel 1942 da Samuel Eilenberg
(1913-1998) e Saunders Mac Lane (1909-2005) nell’ambito della topologia
algebrica. La nostra trattazione é molto ridotta—Ilo studente interessato pud
consultare i testi [ML98| e [Gol84].

11. Reticoli e algebre di Boole

11.A. Algebre di Boole. Un reticolo ¢ un insieme ordinato (L, <) in cui
ogni coppia di elementi e y ammette estremo superiore ed inferiore. Nella
teoria dei reticoli si usa denotare

e sup{z,y} conzVy,oxYyozlye
e inf{x,y} conz Ay, ox Ayozxny.

Chiaramente, in un reticolo
z<ly & Tz=xNy & y=zVy.

Un reticolo (L, <) si dice:
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e distributivo se
(54) zVynz)=(xVy A(zVz)
(55) xA(yVz)=(xAy)V(zAz)
per ogni z,y,z € L;

e complementato se esistono il massimo 1 = 17, e il minimo 0 = 0y, e
se per ogni = c¢’é un y, detto complemento di x, tale che

zANy=0 e xVy=1;
e completo se sup X =/ X e inf X = A X esistono per ogni X C L.

E facile verificare che le operazioni A e V sono commutative e associative e
che se X C L ¢ finito esistono sempre \/ X e A X.

Lemma 11.1. In un reticolo distributivo (L, <) il complemento di un ele-
mento x & unico e si denota con x*.

Dimostrazione. Supponiamo ¥y e z siano complementi di un x:
y=1Ay=(xV2)Ay=(zAy)V(zAy) =0V (yAz)=yAz,

da cui y < z. Analogamente, scambiando y con z, otteniamo che z <y. [

Quindi, se (B, <) é un reticolo complementato e distributivo

(56) zVy=yVz TANy=yAzx

(57) xV(yVvz)=(xVy Vz zAYNz)=(xAy) Az

(58)  (zVvyry=y (xAy)Vy=y

(59) (xVvyAz=(xAy)V(zAnz) (zAy)Vz=(@VyA(zVz2)
(60) zVar=1 zAx* =0

per ogni z,y, z € B. Quindi
(61) (B,<) — (B,V,A\,*,0,1)

& una corrispondenza tra reticoli distributivi complementati e strutture al-
gebriche dotate di due elementi privilegiati O e 1, operazioni binarie V e A
ed un’operazione unaria * che soddisfano —. Viceversa, se B ¢ una
struttura come sopra, possiamo definire un ordine < su B

rly&sSrANy==.
Allora (B, <) ¢ un reticolo distributivo complementato tale che inf{z,y} =
x Ay esup{z,y} =z Vy, min(B) =0 e max(B) = 1. Inoltre la corrispon-
denza che trasforma strutture algebriche che soddisfano f in reticoli
distributivi complementati ¢ inversa di (61]) (Esercizio [11.27)).

I risultati precedenti possono essere formulati convenientemente col lin-
guaggio delle categorie dicendo che la categoria dei reticoli complementati e
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distributivi é isomorfa alla categoria delle strutture algebriche che soddisfano
(E9)- [0

Definizione 11.2. Un’algebra di Boole ¢ un reticolo (B, <) complemen-
tato e distributivo con almeno due elementi o, equivalentemente, ¢ una strut-
tura algebrica (B, A, V,*,0,1) dove 0 e 1 sono distinti, A e V sono operazioni
binarie su B e * é un’operazione unaria su B che soddisfano —.

L’esempio pit importante di algebra di Boole ¢ (#(X),C) con X # (),
ovvero la struttura algebrica
(2(X),n,U,",0,X),

dove Y/ = X \ Y ¢ il complementare di Y in X.
Esercizio 11.3. Dimostrare che:

(i) zANy=0<z <y*

(i) (zAy)*=a*Vy* e (zVy) =" ANy* (Leggi di de Morgan);

(iii) x <y y* <z*

(iv) sex<yez<w,allotazAz<yAwezVz<yVuw.
Lemma 11.4. In un’algebra di Boole,

rAy<z & xz<zVy".

Dimostrazione. Supponiamo z Ay < z: alloraz =z A (yVy*) = (xAy)V
(x Ay*) < zVy*. Viceversa, z < z V y* implica che z Ay < (2 Vy*) Ay =
(AY) V(Y Ay) =2Ay <z -

Un’algebra di Boole B si dice completa se é completa come reticolo.

Proposizione 11.5. Un’algebra di Boole B é completa se e solo se esiste
\V X per ogni X C B o, equivalentemente, se esiste \ X per ogni X C B.

Dimostrazione. Supponiamo che ogni X C B ammetta un estremo supe-
riore e sia Y C B. Per ipotesi esiste b = \/{y* | y € Y } e quindi b* & un
minorante di Y. Se ¢ & un minorante di Y allora ¢* é un maggiorante di
{y* |y €Y}, quindi ¢* > b, da cui ¢ < b*. Segue che b* = A\ Y.

La dimostrazione che se ogni sottoinsieme ammette un estremo inferiore,
allora ’algebra é completa é lasciato come esercizio. U

Osservazione 11.6. Le formule f mostrano una dualita: se in una
formula della colonna di sinistra si scambiano A con V e 0 con 1 si ottiene
I’analoga formula della colonna di destra. Quindi, se a partire da f
si dimostra l'identita

t(x1,...,2n) = 8(T1,...,2p)
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oppure la disuguaglianza
t(x1, ..., xn) < 8(T1,...,20)

dove t(z1,...,z,) € s(x1,...,Ty) SONO espressioniﬂ costruite a partire da
A, V, 0 e 1, allora si pud dimostrare a partire da — Iidentita o la
disuguaglianza duale

'é(xla . 'axn) = i(xla . 'axn)
3(x1,...,2n) < tay, ..., 1),
dove #(x1,...,2,) e 3(z1,...,7,) sono le espressioni ottenute scambiando A

con VeOconl.

Lemma 11.7. Sia B un’algebra di Boole e X C B un insieme tale che \| X
esiste. Allora, per ognib € B, \| {bANz |x € X } esiste e

A\ X =\/{brz|zeX}.
Analogamente, se \ X esiste, allora anche N{bV x|z € X} esiste ed ¢
bVAX.

Dimostrazione. bAx <bA\/ X per ogni x € X, allora bA\/ X & un mag-
giorante di {bV x | z € X }. Se ¢ é un altro maggiorante di questo insieme,
allora per ogni x € X,

bAz<c=z<b'Ve

per il Lemma[l1.4 e quindi \/ X <b* Ve, dacuibA\/ X <ec. O

11.B. Morfismi e anelli Booleani.

Definizione 11.8. Un omomorfismo di algebre di Boole f: (B, <) — (C, <)
¢ una funzione f: B — C tale che f(0p) = O¢, f(1g) = l¢ e per ogni
bl, bg € B

(b1 Ab2) = f(b1) A f(ba) e [f(b1Vb2)= f(b1)Y f(ba)

dove A e Y sono gli operatori di inf e sup di C'. Se f: B — C' & una bijezione,
allora anche f~! & un omomorfismo. Due algebre di Boole si dicono isomorfe
se ¢’¢ un isomorfismo tra esse.

Esercizio 11.9. Dimostrare che se f: (B, <) — (C, <) ¢ un omomorfismo
di algebre di Boole, allora

Vb e B(f(b") = f(b)")

dove ¢* ¢ il complemento di ¢ in C.

2Come vedremo nella sezione [20.C.4 espressioni siffatte si dicono termini.
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Una sub-algebra di B ¢ un C' C B non-vuoto e chiuso per A, V e
; equivalentemente, se la funzione identica C — B ¢ un omomorfismo di
algebre.

*

Esercizio 11.10. Sia B un’algebra di Boole. Dimostrare che:
(i) Se § # C C B, allora C' ¢& una sub-algebra di B se e solo se ¢ chiuso
per * e A se e solo se & chiuso per * e V.
(ii) Se B ¢ una famiglia di sub-algebre di B, allora (B ¢ una sub-algebra
di B. In particolare, se B & I'insieme delle sub-algebre che contengono

un insieme X, allora (B ¢ I'algebra generata da X, cioé la pia piccola
sub-algebra di B contenente X.

(iii) se f: B — C & un morfismo di algebre di Boole, allora ran(f) ¢ una

sub-algebra di C.

La somma in un’algebra di Boole ¢ 'operazione binaria 4+ definita da
(62) c+y S @AYV (y A
Osserviamo che se f: B — C' é un omomorfismo di algebre di Boole, allora
fle+y) = flz)+ fy).
Esercizio 11.11. (i) z=y< z+y=0;
(i) z4+y=y+ux;
(i) (z +y)" = (xAy) V(" Ay");
(iv) 2+ (y+2)=(@+y) +2
V) zA(y+2z)=(zANy)+ (zA2).
Quindi ad ogni algebra di Boole possiamo associare un anello commuta-
tivo unitario,
(63) (B,V,N\,*,0,1) — (B, +,-,0,1)
ponendo x + y come in e
Ty LA Y.

In un anello siffatto vale 22 = z, per ogni z, e un anello che gode di questa
proprieta si dice anello Booleano. Ogni anello Booleano é I'anello costruito
a partire da una qualche algebra di Boole (Esercizio e ogni omomorfi-
smo f: B — C di algebre di Boole & un omomorfismo di anelli con unita. In
altre parole: la corrispondenza ¢ un funtore covariante dalla categoria
delle algebre di Boole nella categoria degli anelli Booleani ed ¢ un isomorfi-
smo di categorie. Il nucleo di un morfismo di algebre di Boole f: B — C
é
def

ker(f) & {be B| f(b) = 0c ).

Quindi f ¢ iniettivo se e solo se il suo nucleo ¢ {0p}.
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11.C. Atomi. Un atomo di un’algebra di Boole B ¢ un elemento minimale
di B\ {0} cioé¢ un a € B\ {0} per cui non esistono 0 < b < a. L’insieme
degli atomi di B si indica con At(B). Un’algebra si dice atomica se per
ogni b € B\ {0} ¢’¢ un atomo a < b.

Esercizio 11.12. Se B ¢ un’algebra di Boole finita, allora ¢ atomica e
completa.

Proposizione 11.13. Se B ¢ un’algebra di Boole e a € B, le sequenti
condizioni sono equivalenti:

(a) a € At(B);
(b) a#0 e per ogni b,c € B, a < bV ¢ se e solo se a < b oppure a < ¢;

(¢c) per ogni b € B, a < b oppure a < b*, ma non entrambi.

Dimostrazione. = . Se a < b oppure a < ¢ allora, chiaramente,
a <bVe. Viceversa, se a £ bea £ ¢, allora a Ab* # 0 e a A c* # 0 per la
parte dell’Esercizio m Poiché a ¢ un atomo, a Ab* = a e a A c* = a,
cioea <b*ea<c,dacuia<b'Ac*=(bVe)* Sea<bVc allora
a<(bVe)* A(bVe)=0: una contraddizione. Quindi a £ bV c.

@é. Fissato b € B, si hache a <1 =0V b* e quindi a < b oppure
a < b*. Tuttavia, non & possibile che a < b e a < b* valgano entrambe poiché
cio implicherebbe a < 0 = b A b*.

= @ Osserviamo che implica banalmente che a # 0. Se esistesse
0<b<a, alloraaﬁbimplicacheag b*,dacui 0 =aAb*™ =aANnb=D,
contraddizione. O

Teorema 11.14. (a) Per ogni algebra di Boole B tale che At(B) # 0, la
funzione F': B — Z(At(B))

Fb)={acAt(B)|a<b}
& un omomorfismo.

(b) B ¢ atomica se e solo se F' ¢ iniettivo.

(c) Se B ¢& completa, o anche solo: se \| X esiste per ogni X C At(B),
allora F' ¢ suriettivo.

Dimostrazione. Sia a € At(B). Allora a < bAc se e solosea <b
e a < ¢ e per la Proposizione [11.13, a < bV ¢ se e solo se a < b oppure
a<c Quindi F(bAc)=F(b)NF(c)e F(bVc)=F(b)UF(c), cioe F ¢ un

omomorfismo.

@ E immediato verificare che F' ¢ atomica se e solo se ker(F) = {0} se
e solo se F' ¢ iniettivo.
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Se X C At(B), siab=\/X. Allora X C F(b). Vogliamo dimostrare
che X = F(b): se per assurdo esistesse a € F(b) \ X, allora, trattandosi di
atomi, Vo € X (a A x = 0), quindi per la Proposizione m

a:a/\b:a/\\/X:\/{a/\$|:c€X}:0,
contraddizione. O

Corollario 11.15. Ogni algebra di Boole atomica é isomorfa ad una sub-
algebra di P (I), per qualche insieme I. Ogni algebra di Boole atomica e
completa (o anche solo: tale che \| X esiste per ogni X insieme di atomi) &
isomorfa a P(I), per qualche insieme 1.

11.D. Esempi di algebre di Boole.

11.D.1. (Z(X),C) & un’algebra di Boole (se X # ) ed ¢ atomica e com-
pleta. Le operazioni di reticolo sono N e U, il complemento di A ¢ X\ A. Una
sub-algebra di Z(X) ¢ un ) # F C Z(X) chiuso per unioni, intersezioni e
complementi. Per il Teorema di Stone[I4.12] ogni algebra di Boole ¢ isomorfa
ad una sub-algebra F di qualche &?(X). L’operazione di somma + in &(X)
(0 in una sua sub-algebra) ¢ la differenza simmetrica A.

11.D.2.  Su ogni insieme di due elementi, per esempio {0, 1} possiamo dare
una struttura di algebra di Boole ponendo 0 < 1. é banalmente completa ed
atomica. Poiché tutte le algebre di questo tipo sono isomorfe, I'unica algebra
di Boole con due elementi si dice algebra minimale ed ¢ (isomorfa ad) una
sub-algebra di ogni algebra di Boole. L’operazione di somma é ’addizione
modulo 2.

11.D.3. Se X & un insieme,
{YCTX||Y|<® V IX\Y| <Ny}
¢ una sub-algebra di #(X). Chiaramente, se X ¢ finito, coincide con Z(X).

Pit in generale, se A < k sono cardinali infiniti,
{YCk|IY]|<AV [k\Y|<A}
¢ una sub-algebra di & (k).
11.D.4. Se X ¢ uno spazio topologico, un insieme U si dice chiuso-apertﬂ
se & simultaneamente chiuso ed aperto.
CLOP(X) ={U C X | U ¢ chiuso-aperto in X }
¢ una sub-algebra di &?(X) che si chiama algebra dei chiusi-aperti Se

X @ connesso CLOP(X) ¢ l'algebra minimale. In generale CLOP(X) non &
completa. Contiene atomi se X ha punti isolati.

3In inglese clopen.
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11.D.5. Un aperto U di uno spazio topologico X si dice regolare se

def

r(U) = Int(CL(U)) =U .
Esercizio 11.16. Dimostrare che se U,V sono aperti di X:
(i) 7(U) e il piu piccolo aperto regolare contenete U,
i) UCV=rU)CrV);
(iii) r(r(U)) = r(U);
(iv) se U ¢ regolare, allora Int(X \ U) ¢ regolare.
Se U,V sono aperti regolari, allora r(UNV) Cr(U)=Uer(UNV) C

r(V)=V,dacuir(UNV) C UNV. Quindi l'intersezione di due aperti
regolari é un aperto regolare.

Esercizio 11.17. Dimostrare con un esempio che 'unione di aperti regolari
non € necessariamente regolare.

Se U ¢ aperto (non necessariamente regolare) e Y arbitrario, allora U N
Cl(Y) C CI(UNY), quindi, tenendo presente che 'interno di un’intersezione
é l'intersezione degli interni,

UNInt(CLY)) = Int(U) N Int(CLY))
= Int(U N CL(Y))
CInt(Cl(UNY)).
In particolare, se V' é aperto
(64) Unr(V)Cr(UnV).
Definiamo una struttura di algebra di Boole su
RO(X)={U C X | U ¢ regolare }
ponendo UANV =UNV, UVV =r(UUV) e U* =Int(X \U). Verifichiamo,
per esempio, la proprieta distributiva. Siano U, V, W € RO(X):
UN(VVW)=Unr(VUW)
CrUN(Vuw)) (per (64))
=r((UNV)u(UnW))
=(UAV)VUANW).
RO(X) ¢ l'algebra degli aperti regolari di X. Se A & una famiglia di
aperti regolari, \/ A = r(|JA); quindi RO(X) ¢ un’algebra completa.

CLOP(X) ¢ una sub-algebra di RO(X), ma, in generale, RO(X) non ¢
una sub-algebra di Z(X).
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11.D.6. Sia (L, <) linearmente ordinato e sia J I'insieme di tutti gli intervalli
della forma (a;b] e delle semirette della forma
{zeLl|lxz<b} e {xz€lla<uz}.
Sia B l'insieme delle unioni finite di elementi di J:
Bd:ef{Ugng,yg\ <w}.
B ¢ una sub-algebra di Z(L) e si dice l'algebra degli intervalli di (L, <).

Esercizio 11.18. Dimostrare che se (L, <) ¢ denso allora lalgebra degli
intervalli é priva di atomi.

11.E. Algebre finitamente generate. Il Lemma [I1.7] implica che

l’A\/yi:\/(wAyi) € ﬁU\//\yz‘:/\(f’f\/yi)a

il i€l i€l i€l
dove I & un insieme arbitrario. E possibile generalizzare questa formula a
patto di considerare insiemi finiti di indici finiti.

Lemma 11.19. Sia B un’algebra di Boole e siano I e J; (i € I) degli insiems
finiti e non vuoti. Allora, per ogni x; ; € B (i€l e je J;)

©5) AVazii= NV Az ¢ VANwi= N Vs

i€l je; f€XierJiiel i€l jeJd; f€XierJi i€l

Dimostrazione. Per dualita ¢ sufficiente dimostrare la prima delle due for-
mule. La dimostrazione procede per induzione su |I| > 1. Se |[I| = 1
il risultato é banale, quindi possiamo assumere che il risultato valga per
ogni insieme I di cardinalitd n > 1 e dimostrarlo per insiemi di cardinali-
ta m + 1. Supponiamo |[I| = n + 1 e chiaramente possiamo supporre che

I'=n+1={0,...,n}. Allora:

AV zig=(V2)A( A\ V i)

i<njeld; J€Jo 1<i<n jeJ,
=(Vazo)n( VA zisw)
Jj€Jo feJix-xJ, 1<i<n
=V (wn( VA wi0)
j€Jo feJix-xJ, 1<i<n
=V V(w0 n (A =)
j€Jo fEJ1 XX Jp 1<i<n

= \/ /\fﬁi,f(i),

f&€Xi<ndi i<n

dove nella seconda riga abbiamo usato 'ipotesi induttiva e nella terza riga
abbiamo usato il Lemma [I1.7 O
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Definiamo, per X C B,

XN={ziA-ANzp|21,...,0n€EXen>1}
XV={axyV---Va,|21,...,2n € X en>1}.

Teorema 11.20. Se B ¢é un’algebra di Boole e X C B, l’algebra generata
da X ¢

CE(Xu{a*|zexiuf{o1)™)".
Dimostrazione. C é contenuto nell’algebra generata da X ed é chiaramente

non vuoto e chiuso per V. Quindi per 'Esercizio[I1.10]¢ sufficiente dimostrare
che é chiuso per complementi: un generico elemento di C' ¢ della forma

VA wig

i€l jeJ;

dove y;; € XU{a* |2 € X} U{0,1} e I e J; sono insiemi finiti, quindi il
suo complemento é

AVuis= NV Avisec.

el jed; fexz‘elji i€l
O
Osservazione 11.21. Il motivo della presenza di 0 e 1 nella formula che defi-

nisce C' ¢ per il casoin cui X = (. Se X # (), allora0 € (X U{z* |z € X )"
ele (Xu{a*|zeX })/\)v, quindi l'algebra generata da X &

CE(Xuf{z"|zex)M)".

Corollario 11.22. Sia A un’algebra di Boole, B C A ex € A\ B. La
sub-algebra di A generata da BU {z} ¢

{ (bywedgex) V (2b A x™) | b1,b2 € B }.

Un’algebra di Boole si dice finitamente generata se esiste un X C B
finito tale che B é 'algebra generata da X.

Corollario 11.23. Ogni algebra di Boole finitamente generata é finita.
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Esercizi

Esercizio 11.24. Sia (L, <) un ordine in cui ogni X C L ha un estremo
superiore (oppure ogni X C L ha un estremo inferiore). Allora é un reticolo
completo.

Esercizio 11.25. Dimostrare che 'equivalenza & vale in ogni
reticolo.

Esercizio 11.26. Dimostrare che
L ={V CR" |V sottospazio vettoriale di R" }

ordinato per inclusione & uno reticolo completo e complementato, ma se
n > 1 non distributivo.

Esercizio 11.27. Sia B un insieme dotato di due elementi privilegiati 0 e
1, di due operazioni binarie A e V e di un’operazione 1-aria * che soddisfano

f. Dimostrare che:

(i) lNz=xe0Va=u,

(ii

)

(i) tAhx=xzVr=u,
JxAy=xsxzVy=y,
)

(iv) la relazione z < y < = Ay = = ¢ un ordine su B tale che inf{z,y} =
x Ay esup{z,y} =z Vy,
(v) 0<z<1.

Concludere che (B, <) é un reticolo distributivo complementato e che A, V e

* sono, rispettivamente, le operazioni di inf, sup e complemento. Verificare

che la corrispondenza
<B7 \/7 /\7 *7 07 1> = <B7 §>

tra strutture algebriche che soddisfano f e reticoli distributivi com-
plementati é 'inversa della corrispondenza .

Esercizio 11.28. Sia B un’algebra di Boole. Definiamo due nuove opera-
zioni binarie su B: il tratto di Sheffer | e la freccia di Pierce |

r|ly=2"Ny"

xlTy=x"Vy".
Dimostrare che V, A, *, 0 e 1 sono definibili mediante equazioni usando
I'operazione | oppure 'operazione 1.
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Esercizio 11.29. Verificare che se (B, <) e (C, <) sono algebre di Boole,
allora B x C' con 'ordinamento prodotto

(b1,c1) L (b2,c2) & bi<bhrec 2c
¢ un’algebra di Boole. Come sono definite le operazioni A, V e * su B x C?

Esercizio 11.30. Dare un esempio di algebra di Boole che non ¢ atomica,
ma che ha atomi.

Esercizio 11.31. Sia (B,+,+,0,1) un anello Booleano, cio¢ un anello con
unita in cui 22 = x per ogni z. Definiamo
TANYy=x-y
tVy=x+y+x-y
r=1+uwz.
Dimostrare che
(i) x +x =0, cioé ogni elemento del gruppo additivo (B, +) ha ordine 2;
(ii) -y =y -« e quindi B & un anello commutativo;
(iii) B con le operazioni A, V e * & un’algebra di Boole.
Verificare che la corrispondenza
(B,+,-,0,1) — (B,V,A,*,0,1)
tra anelli Booleani e algebre di Boole ¢ I'inversa della corrispondenza ((63)).

Esercizio 11.32. Sia (R, +,-,0,1) un anello unitario (non necessariamente
commutativo) e sia

R={zeR|a*=zeVyeR(z-y=y-2)}.

(Un elemento di un anello R per cui vale 2> = x si dice idempotente.)
Definiamo
rThy=x+y—2x-y.

Dimostrare che (R, ®,-,0,1) & un anello Booleano.

Esercizio 11.33. Sia (X, <) un insieme linearmente ordinato e dotato di
minimo. Una semiretta chiusa a sinistra di (X, <) é un insieme della forma

{reX|a<z},

per qualche a € X. Un intervallo semi-chiuso a sinistra di (X, <) & un
insieme della forma [a;b), con a,b € X e a < b. Sia H l'insieme di tutte
le semirette chiuse a sinistra e tutti gli intervalli semi-chiusi a sinistra e sia
B Tinsieme di tutte le unioni finite di elementi di H. Dimostrare che B
con l'unione, l'intersezione e 'operazione di complemento rispetto ad X &
un’algebra di Boole.
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Esercizio 11.34. Verificare che se B ¢ un’algebra di Boole e § # X C X,
allora l'algebra generata da X ¢ (X U{z* |z € X )")V.

Note e osservazioni

Le algebre di Boole sono state inventate dal matematico inglese George Boo-
le (1815-1864) nel 1847. Per una trattazione enciclopedica sulle algebre
di Boole si vedano i tre volumi del’HANDBOOK OF BOOLEAN ALGEBRAS
[Kop89, MB89al, MB89b]|. In particolare, I’articolo di S. Koppelberg nel
primo volume € un’ottima introduzione all’argomento.

12. Ideali e filtri

Definizione 12.1. Un ideale di un algebra di Boole B ¢ un sottoinsieme
non-vuoto I C B chiuso per 'operazione V e <-segmento iniziale di B. Un
ideale si dice proprio se I # B. Se X ¢é un insieme, un ideale su X ¢ un

ideale di Z(X).
Ricordiamo che ogni algebra di Boole ¢ un anello Booleano.

Esercizio 12.2. Verificare che se B & un’algebra di Boole, allora I & un
ideale secondo la Definizione [12.3] se e solo se ¢ un ideale nel senso degli
anelli.

Quindi
Teorema 12.3. Sia B un’algebra di Boole. I C B ¢ un ideale se e solo se

I = ker(f), per qualche omomorfismo f di dominio B.

La nozione duale di ideale é quella di filtro.

Definizione 12.4. Un filtro di un algebra di Boole B ¢ un sottoinsieme
non-vuoto F C B chiuso per 'operazione A e <-segmento finale di B. Un
filtro si dice proprio se F' # B. Se X & un insieme, un filtro su X é un filtro

di 2(X).

L’operazione di complementazione applicata a sottoinsiemi manda ideali
in filtri e viceversa, cioé se I C B ¢é un ideale (proprio)

I={a"|zel}
¢ il filtro (proprio) duale di I; se F' C B ¢ un filtro (proprio)
F={z*|zcF}
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¢ l'ideale (proprio) duale di F. Una base di un filtro F di Béun X C F
chiuso sotto A e tale che
F={beB|3zeX(x<b)}.

Se X ¢ una base di F, diremo che X ¢ una sotto-base di F. Se X ¢
una base o sotto-base di F', diremo che F' ¢ il filtro generato da X. Un
filtro F' generato da un singoletto {a} si dice filtro principale e a si dice
generatore di F'; con abuso di linguaggio, diremo che F' ¢ generato da a.

Esercizio 12.5. (i) F ¢ il filtro di B generato da a se e solo se F' =
{beBla<b}.

(ii) Un ideale che sia il duale di un filtro principale generato da a si dice
ideale principale generato da a* ed ¢ della forma {b|b <a*}. Di-
mostrare che un ideale ¢ principale nel senso delle algebre di Boole se e
solo se ¢ un ideale principale nel senso degli anelli.

Un filtro/ideale si dice massimale se ¢ proprio e se ¢ massimale tra i
filtri/ideali propri. I filtri massimali si dicono ultrafiltri.

Esercizio 12.6. (i) Se ¥ ¢ una famiglia di filtri di un’algebra di Boole B,
allora (| F ¢ un filtro di B.
(ii) Il filtro D generato da X C B ¢

D=(Y{F|F2XeF¢unfitro}

é il piu piccolo filtro contenente X.

(iii) Se F' ¢ il filtro generato dalla sottobase X allora F' ¢ proprio se e solo
se 0 ¢ XN,

(iv) Se f: B — C ¢ un omomorfismo suriettivo di algebre di Boole, allora
ker(f) ¢ massimale se e solo se C' & ’algebra minimale {0, 1}.

Proposizione 12.7. Se F' ¢é un filtro proprio di B, le sequenti condizioni
sono equivalenti:

(a) F & un ultrafiltro,
(by Ve B(xe Fea* ¢ F),
(c) Ve,ye B(xVye F = (x € F oppure y € F)).

Dimostrazione. = Se F' ¢ un ultrafiltro e ¢ F allora F U {x}
genera il filtro banale. Poiché F' é chiuso sotto A, questo implica che xtAy =0
per qualche y € F, cioé y < z* e quindi z* € F. Analogamente z* ¢ F
implica z = ** € F.
[(B)=[(c)} SexVy € Fex¢F alloraz* € F e quindi (zVy)Az* € F.
Ma
(xVy)ANz"=(xANx*)V(yANz")=yANz",
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quindi y € F.
() =[(a)} Se D> Feéunfitroexz € D\ F,alloral =xzVaz*€F

e ¥ € F C D per la nostra assunzione. Ma allora x A z* € D, cioé D ¢é
improprio. Quindi F' é un ultrafiltro. O

12.A. Esempi di ideali e filtri.

12.A.1. L’ideale degli insiemi finiti. Se A < k sono cardinali infiniti,
{XCkr||X|<A}

¢ un ideale proprio non-principale. Quando k = A = w otteniamo Fin,
I'ideale dei sottoinsiemi finiti di N. L’algebra quoziente #(N)/Fin ¢ quella
dell’Esempio
12.A.2. Insiemi di densita nulla. Un sottoinsieme X di N ha densita 0 se
.| X nNn|
lim

n—00 n

=0.

I sottoinsiemi di densita 0 formano un ideale proprio non principale.

12.A.3. 1l filtro degli intorni di un punto. Se X & uno spazio topologico, la
famiglia degli intorni di un punto € X € un filtro proprio. Se X & Tq, € un
ultrafiltro se e solo se é principale se e solo se T € un punto isolato di X.

12.A.4. 1 filtro di Fréchet. 11 filtro di Fréchet su N ¢
{X CN|N\X é finito. }

Chiaramente questo filtro ¢ il duale di Fin.

Esercizi

Esercizio 12.8. Dimostrare che se F' é proprio e generato da a, allora F' é
un ultrafiltro se e solo se a é un atomo.

Esercizio 12.9. Dimostrare che se D ¢ un ultrafiltro su un insieme X e
{Xo,..., Xk} & una partizione di X, allora ¢’¢ un unico i < k tale che
X, eD.

Esercizio 12.10. Un ideale proprio I di un’algebra di Boole B si dice primo
se x Ay € I implica che = € I oppure y € I. Dimostrare che I & primo se e
solo se ¢ un ideale primo nel senso degli anelli, se e solo se é massimale.

Esercizio 12.11. Dimostrare che ogni ultrafiltro non principale su N estende
il filtro di Fréchet.

Esercizio 12.12. Dimostrare che se B ¢ un’algebra di Boole numerabile e
F' ¢ un filtro proprio di B, allora F' puo essere esteso ad un ultrafiltro.



112 II. Alcuni concetti di base della matematica

Esercizio 12.13. Sia B un’algebra di Boole e sia b € B\ {0} un elemento
al di sotto del quale non ci sono atomi.

(1) Costruire una funzione (bs | s € 2<I) tale che
® by =b,
e 0 < bs“(i) < bs e
o bSA (0) A bsm<1> =0.
(2) Dimostrare che 2V si inietta in { /| F ¢ un filtro di Be b€ F'}.

(3) Usare I’Esercizio [12.12] per concludere che se B é numerabile e priva di
atomi, allora I'insieme degli ultrafiltri di B é equipotente ad R.

13. Il calcolo proposizionale

13.A. Le proposizioni. Fissiamo un insieme non vuoto
L={AB,C,...}
i cui elementi vengono detti lettere proposizionali ed un altro insieme
{7 V,A = &)
i cui elementi vengono detti simboli di connettivi logici. Le proposizioni
sull’alfabeto L sono definite induttivamente da:
e ogni lettera proposizionale é una proposizione,
e se p e g sono proposizioni, anche (—p), (pVq), (pAq), (p=>q) e
(p<> q) sono proposizioni

Il simbolo di connettivo = si dice unario, mentre gli altri simboli di connettivi
si dicono binari. Formalmente 'insieme delle proposizioni Prop = Prop(L),
¢ l'insieme delle parole su (.S, a) dove

S={~\V,A,=>&}UL,

a(m) =1,a(0) =2, perogni 0 € {V,A,=, &} ea(A) =0, perogni A € L.
L’insieme Prop(L) si dice anche calcolo proposizionale sull’insieme L.

Osservazione 13.1. La natura degli elementi di L e dei connettivi é irri-
levante: 'unica richiesta ¢ che i connettivi siano oggetti (cioé: insiemi) che
non appartengano ad L. Per esempio, potremmo rimpiazzare L con {0} x L
e stabilire che =, V, A, =>, &> sono—rispettivamente—le coppie ordinate

(1,0),...,(1,4).
Dal Corollario otteniamo:
Proposizione 13.2. Sia p € Prop(L). Allora:

4Usiamo i simboli —,V, ... in neretto per distinguerli dai connettivi =, V,... del linguaggio
matematico informale.
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e selh(p) =1, allora p = (A), per una ed una sola A € L,
e se lh(p) > 1 e la stringa p comincia con =, allora esiste ed é unica
g € Prop(L) tale che p = (1)"q,

e se lh(p) > 1 e la stringa p comincia con un simbolo O di connettivo
binario, allora esistono e sono uniche q,r € Prop(L) tali che p =
(O)~q"r.

Per semplicita notazionale scriveremo —p e p O 7 invece di (—)"p e
(O)"p~r. Inoltre useremo la convenzione che il connettivo = lega piu stret-
tamente degli altri connettivi binari e quindi potremo risparmiarci 1'uso di
qualche parentesi.

La notazione mediante alberi etichettati (§77.B|) & particolarmente utile
qui. Per esempio la proposizione

(A= (BA-C))VA(B& (CAA)
puo essere scritta come

\Y

T~

= -

7N |
A Aad
B - B A

| VRN
C C A

A

Il vantaggio di questo tipo di scrittura é che risulta immediata la struttura
della proposizione.

13.B. Valutazioni. Una valutazione in un’algebra di Boole (B, A, V,*,)
o B-valutazione ¢ una funzione V: Prop(L) — B tale che

Lemma 13.3. Ogni funzione F': L — B pud essere estesa ad un’unica B-
valutazione.
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Dimostrazione. Sia Prop, = {p € Prop(L) | ht(p) <n}. Definiamo in-
duttivamente F,: Prop,, — B ponendo Fy((A)) = F(A) e

¢

Fo(p) se p € Propy,

Fo(q)" se p =g,
) Fu(@) V Fu(r) sep=qVr,
Bl =\ g nFr)  sep=qnr,
Fo(@)*V Fu(r)  sep=gq=r,
((Fn(q) + Fu(r))" sep=q&r,

dove + ¢ l'operazione di somma in B definita in (62). Poiché¢ Fy C Fy C
la funzione V & U,, Frn: Prop — B ¢ una funzione ed é la B-valutazione
cercata. U

Esercizio 13.4. Dimostrare che se V & una B-valutazione, V(p=>q) =1 se
e solo se V(p) < V(q).

In particolare, ogni funzione
V:L—{0,1}

che associa ad ogni lettera un valore di verita: vero (1) o falso (0), puo essere
estesa in modo canonico ad una funzione (che indicheremo ancora con V)

V: Prop(L) — {0,1}
che assegna un valore di veritda ad ogni proposizione.

Definizione 13.5. Una V € %2 soddisfa I' C Prop(L) ovvero V & un
modello di I se

vp el (V(p)=1).
Se T'yA C Prop(L), diremo che A ¢ conseguenza tautologica o piu
semplicemente conseguenza logica di I', in simboli

rEA

se e solo se ogni modello di I" & un modello di A. Quando I' 0 A sono dei un
singoletti {p} e {q} scriveremo che V soddisfa (¢ un modello di) pe p = ¢q
invece di V soddisfa I' e I' = A.

Una p che é soddisfatta da ogni V si dice tautologia proposizionale;
una p che non ha nessun modello (cioé che non ¢ soddisfatta da alcuna V)
si dice contraddizione proposizionale.

Se p E q e g = p, allora diremo che p e g sono tautologicamente
equivalenti, in simboli

b=gq.
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Equivalentemente, p = g se e solo se V(p) = V(q), per ogni valutazione V. La
= ¢& una relazione di equivalenza su Prop(L). Le tautologie proposizionali
sono tutte =-equivalenti e formano una classe d’equivalenza che si indica
con T. Analogamente le contraddizioni proposizionali formano una classe
d’equivalenza che si indica con L. Se [p], [q] € Prop(L)/= poniamo

[p] V4] = [pVd]
[p1 A gl = [PAd]
[p]” = [~p]-
Esercizio 13.6. Dimostrare che:
(i) con queste operazioni Prop(L)/= ¢ un’algebra di Boole, con L minimo
e T massimo,
(ii) se p € Prop(L) e V, W sono valutazioni tali che V(4) = W(A) per
ogni lettera A che compare in p, allora V(p) = W(p),

(iii) le seguenti affermazioni sono equivalenti

(a) [p] < [q]
(b) p=>q ¢ una tautologia proposizionale,
(c) V(p) < V(q), per ogni valutazione V.

Teorema 13.7. Sia B = Prop(L)/=.

(a) Se L ¢ finito, L ={Ay,...,An_1}, allora B ¢ atomica e gli atomi sono

le classi d’equivalenza delle proposizioni della forma

g =AOA AATY
dove s €2 e
i _ Ay sei =1,

k -4, sei=0.

Quindi |At(B)| = 2" e |B| = 22".
(b) Se L é infinito, allora B ¢é priva di atomi.

Dimostrazione. [(a)] Osserviamo che V(g*) = 1 se e solo se V(4y) = s(k).
In altre parole, g° & soddisfatta da un’unica valutazione che indichiamo con
Vs. Questo implica che q° # q' quando s # t. Se [p] < [q°] allora per
I’Esercizio V(p) < V(q°) per ogni V e

0=W(p) <W(g*) =1

per una qualche W. Ma W(q*) = 1 se e solo se W =V, quindi V(p) = 0 per
ogni valutazione, cio¢ p & una contraddizione proposizionale, ovvero [p] = 1.
Segue che i [g°] sono atomi. Infine mostriamo che se [p] > L, allora [p] >
[@¢°] per qualche s: sia W una valutazione tale che W(p) = 1 e sia s € "2
tale che W = Vg, vale a dire s(k) = W(Ag) per k=0,...,n—1. Se V=W,
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allora 1 = W(q®) < W(p) = 1. Se V# W, allora 0 = V(q*) < V(p). Quindi
[a°] < [p]-

[(b)] Sia p € Prop(L) \ L e sia A una lettera che non occorre in p. Di-
mostriamo che L < [AA p] < [p]. Chiaramente W(AA p) < W(p) per ogni

valutazione W e poiché p non é una contraddizione proposizionale, c’¢ una
valutazione V tale che V(p) = 1. Siano Vy e V; le valutazioni

Vi(B) = V(B) se B # A,
’ IRY se B=A.

Per I'Esercizio Vo e V1 testimoniano, rispettivamente, che [AA p] < [p]
e Ll <[AAD].

Per ’arbitrarieta di p e A, questo prova che B ¢ priva di atomi. O

13.C. Soddisfacibilita e tavole di verita.

Definizione 13.8. Un insieme I' di proposizioni si dice soddisfacibile se
esiste una valutazione V tale che Vp € I'(V(p) = 1). Si dice finitamente
soddisfacibile se ogni sottoinsieme finito di I" & soddisfacibile.

Chiaramente se I' é soddisfacibile é anche finitamente soddisfacibile e,
banalmente, se L é finito vale anche I'implicazione inversa per il Teorema
[[3.7} Nella prossima sezione dimostreremo che l'implicazione vale per tutti

gli L (Teorema (14.8)).
Una tavola di verita n-aria per L é semplicemente una funzione

T:"2 — 2.

Pitl concretamente, é una tabella

A Ay ... Ay | T(Ag,... An)
0 0 0 il
0 0 1 19
1 1 .1 ign
con n + 1 colonne, indicizzate da Ay, Ag,..., A, e T(Ay,...,A,) e con

2" righe: nella sotto-matrice di sinistra scriviamo le possibili valutazioni di
A1,..., A, (ovvero gli elementi di "2 e nell’ultima colonna i valori di 7. 1
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connettivi =, V, A, =>, <> definiscono delle tavole di verita

A| A
0 1
1] 0
A B|AVB A B|AAB
0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1
A B|A=B A B|A&B
0 O 1 0 O 1
1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1
Ogni proposizione p contenente n lettere proposizionali Ay, ..., A, definisce
una tavola di verita n-aria: ad ognuna delle 2" valutazioni V di Ay,..., A,

associamo il valore V(p). Il seguente risultato dimostra il converso.

Proposizione 13.9. Ogni tavola di verita n-aria é la tavola di verita di una
proposizione p contenente le lettere Ay, ..., A,. Inoltre possiamo supporre

che p contenga soltanto i connettivi o e A, oppure soltanto i connettivi — e
\%

Dimostrazione. Poich¢ AV B ¢ =(mAA-B) hanno la stessa tavola di
verita e cosi pure AA B e (1 AV B), i connettivi A e V sono definibili
I'uno a partire dall’altro mediante -. E quindi sufficiente dimostrare che la
proposizione p é costruita a partire da =, A e V. Fissiamo una tavola di
veritd T'. Data una valutazione V di Aq,...,A,, vale a dire una riga della
tavola di verita, definiamo AY = A; se V(4;) = 1 e AY = =A; altrimenti.
Sia py la proposizione ottenuta prendendo la congiunzione

v A%
se nell’ultima colonna il valore corrispondente € 1 e
A (ATAAAY)

altrimenti. Sia p la disgiunzione delle 2" proposizioni py: ¢ immediato
verificare che la tavola di verita di p & T'. O
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Esercizi

Esercizio 13.10. Un insieme S di connettivi si dice adeguato se ogni tavola
di verita puo essere ottenuta da una proposizione contenente solo connettivi
in S. Quindi {—,A} e {—,V} sono adeguati. Siano | e T i connettivi definiti
da

A B|A1B
0 0] 1
1 o 1
0 1] 1
1 1] 0

Dimostrare che

o {=,=}, {|} e {T} sono adeguati, mentre
o {m, &} {V.A}L{V,=}, {A, =}, {V,=} non sono adeguati.

Esercizio 13.11. Siano Aq,...,A, le lettere che compaiono in una pro-
posizione p e siano qq,...,q, € Prop(L), dove L ¢ un insieme arbitrario.
Sia

p[ql/A17 R qn/An]

la proposizione ottenuta sostituendo q; al posto di A;. Dimostrare che
p ¢é una tautologia/contraddizione se e solo se plqg;/A1,...,q,/As] & una
tautologia/contraddizione.

14. L’Assioma di Scelta

La notazione con “insiemi indicizzati” ¢ molto comoda in matematica e spes-
so una famiglia A di insiemi viene descritta come {A; |i € I}. Cid puo
essere sempre fatto—basta porre I = A e prendere come i — A; la funzione
identica. Tuttavia I'uso indiscriminato di lettere indicizzate pud nascondere
alcuni aspetti delicati. Per esempio, supponiamo di avere una famiglia non
vuota { A; | i € I} di insiemi non vuoti, vale a dire: I # (@ eVi € I (A; #0).
Viene spontaneo riformulare la seconda condizione come “esiste a; € A;”.
Tuttavia la scrittura “a;” sottintende ’esistenza di una funzione f che ad
i € I associa f(i) = a; € A;. In altre parole, siamo passati dall’ipotesi
originale “Vi € I dx € A;” a

Afvie I (f(i) € A;)

scambiando 'ordine dei quantificatori. L’Assioma di Scelta, in simboli AC,
asserisce che questo scambio di quantificatori é lecito:
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Assioma di Scelta. Se A ¢ un insieme non-vuoto e se VA € A(A #0),
allora esiste f: A — |JA tale che VA€ A(f(A) € A).

Esercizio 14.1. Dimostrare che 1’Assioma di scelta ¢ equivalente all’affer-
mazione: Se I & un insieme non vuoto e gli insiemi A4; (¢ € I) sono non vuoti,
allora anche X;c;A; # 0.

L’Assioma di Scelta é indipendente dagli altri assiomi della teoria degli
insiemi, vale a dire: non & possibile dimostrare (Cohen, 1963) o refutare
(Godel, 1938) AC a partire da ZF o da MK.

14.A. 1l principio del buon ordinamento e il Lemma di Zorn. In
questa sezione dimostreremo che AC ¢é equivalente all’affermazione che ogni
insieme é bene ordinabile. Innanzi tutto osserviamo che, anche senza scelta,
dato un insieme X c¢’¢ sempre un ordinale che non si inietta in X. Se X = ()
il risultato ¢ banale quindi possiamo supporre che X # (). Sia

W={RC X x X | R ¢éun buon ordine su un sottoinsieme di X }.

Per il rimpiazzamento { ot(R) | R € W } & un insieme e coincide con l'insieme
{a|3f: a— X }. Quindi possiamo definire I'ordinale

(66) Hrtg(X) =sup{a+1|3f:a— X}.
detto il numero di Hartogs dell’insieme X.

Esercizio 14.2. Dimostrare che Hrtg(X) ¢ il piu piccolo ordinale che non
si inietta in X e che Hrtg(X) é un cardinale.

Teorema 14.3. Assumiamo AC. Ogni insieme & in bijezione con un ordi-
nale. Equivalentemente, ogni insieme & bene ordinabile.

Dimostrazione. Sia X un insieme. Se X = () allora, banalmente, X ¢ bene
ordinabile, quindi possiamo supporre X # (). Fissiamo C': Z(X)\ {0} — X
una funzione di scelta, vale a dire C(Y') € Y per tuttigli ) # Y C X. Diamo
innanzi tutto un’idea informale della dimostrazione: sia xg un elemento di X,
per esempio zg = C(X) e supponiamo di aver costruito zg,z1,...,23,...
elementi distinti di X, con § < . Se X = {zg| B <a} allora a — X,
B + xg ¢ la bijezione cercata. Altrimenti scegliamo un nuovo elemento
o € X distinto dai precedenti, per esempio zo = C(X \ {zg| B < a}).
Se la funzione o — =z, fosse definita per tutti gli @ < Hrtg(X), allora
avremmo un’iniezione Hrtg(X) — X, contro 'Esercizio Quindi esiste
un & < Hrtg(X) tale che X = {zg | < a}.

Vediamo ora la dimostrazione nei suoi dettagli tecnici. Sia F': V —-V
F(h) = {C(X \ran(h)) se h ¢ una funzione e ran(h) C X,

X altrimenti.
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Per il Teorema[d.2]c’¢ una G: Ord — V tale che Vo € Ord (G(a) = F(G | @)).
Fatto 14.3.1. Se G(a) = X e a < ( allora G(f) = X.

Dimostrazione. X = G(«) € ran(G [ ), quindi ran(G | ) ¢ X. Ne
segue che F(G | ) = X e quindi G(f) = X. O

Fatto 14.3.2. Se G() # X e a < (3, allora G(a) # G(f).

Dimostrazione. G(«) € ran(G | ) C X, quindi G(«) é distinto da G(3) €
X \ran(G | B). O

Ne segue che G(a) = X per qualche o < Hrtg(X), altrimenti si avrebbe
una funzione iniettiva Hrtg(X) — X. Sia & minimo tale che G(a) = X.
Allora ¢ = G | & ¢ una funzione iniettiva in X. Se ran(g) # X, allora

X =G(a) = F(g9) = C(X \ran(g)) € X

contraddizione. Quindi g: & — X & una bijezione. O

Quindi, assumendo AC, la Definizione [8.2]di cardinalita puo essere estesa
ad ogni insieme.

Esercizio 14.4. Sia A una famiglia non vuota di sottoinsiemi non vuoti di
un insieme I. Supponiamo [ sia bene ordinabile. Dimostrare che esiste una
funzione di scelta per A. Concludere che 'enunciato del Teorema “Ogni
insieme ¢ bene ordinabile” implica AC.

Quindi, assumendo AC, il Teorema [8.12] puo essere riformulato in gene-
rale.

Teorema 14.5 (AC). Se X ¢ infinito, allora | X| = |<“X].

Il prossimo risultato stabilisce un’importante equivalenza tra AC e un
principio molto usato in matematica: il Lemma di Zorn.

Teorema 14.6. Sono equivalenti:

(a) AC,

(b) Principio di massimalita di Hausdorff: Ogni insieme parzialmente
ordinato contiene una catena massimale.

(¢) Lemma di Zorn: Ogni insieme parzialmente ordinato in cui ogni
catena ha un estremo superiore, contiene un elemento massimale.

Dimostrazione. |(a)l = |(b)l Per assurdo, sia X un insieme parzialmente
ordinato da < privo di catene massimali. Se C' C X ¢ una catena, 'insieme

K(C)={ze X\ C|CU{x} ¢ una catena }
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¢ non vuoto. Fissiamo una funzione di scelta F': Z(X) \ {#} — X. La
funzione g: Hrtg(X) — X definita da

g9(e) = F(K ({g(B) | B <a})).

¢ iniettiva e questo contraddice I’Esercizio [14.2]

@ = Sia X un insieme parzialmente ordinato i cui ogni catena ha
un maggiorante. Se C' C X é una catena massimale, allora il maggiorante di
C' deve appartenere a C e quindi € un elemento massimale di X.

=|[(a)l Sia { A; | i € I} una famiglia non vuota di insiemi non vuoti.
L’insieme

X ={p| p ¢ una funzione, domp C [ e Vi € dom(p) (p(i) € 4;) }

ordinato per inclusione soddisfa le ipotesi del Lemma di Zorn, quindi ¢’é¢ una
f € X massimale. Se esistesse un i € I \ dom(f), allora f U {(ig,a)} € X,
per un qualsiasi @ € A;, contro la massimalita di f. Quindi f ¢ una funzione
di scelta per { A; | i€ I} O

14.B. Ultrafiltri e il Teorema di Stone.

Teorema 14.7. Assumiamo AC. Ogni filtro proprio in un’algebra di Boole
puod essere esteso ad un ultrafiltro.

Dimostrazione. Sia B ¢ un’algebra di Boole ed F' C B un filtro proprio.
Allora

F={D C B| D ¢ unfiltro proprioe FF C D }
con la relazione di inclusione soddisfa alle ipotesi del Lemma di Zorn: se
C C F, ¢ facile verificare che |J € ¢ un filtro contenete F'. Se 0 € |JC, allora
0 € D € &, contraddicendo il fatto che D & proprio. Sia U € F un elemento
massimale: & immediato verificare che U & un ultrafiltro e che FF C U. U

L’Assioma di Scelta non € necessario quando ’algebra di Boole é nume-
rabile—si veda I’Esercizio [12.12]
Il seguente risultato ¢ noto come Teorema di Compattezza per il

calcolo proposizionale.

Teorema 14.8. Assumiamo AC. Sia I' C Prop(L) un insieme finitamente
soddisfacibile. Allora I é soddisfacibile.

Dimostrazione. L’ipotesi su I' equivale a dire che 1 # [p;A...Ap,] per
ogni p; ...,p, €I, cioé che il filtro generato da { [p] | p € ' } & proprio. Sia
D un ultrafiltro che estende questo filtro e sia V: L — 2

V(A) =1 se e solo se [A] € D.



122 II. Alcuni concetti di base della matematica

E facile verificare che

(67) V(p) =1 se e solo se [pleD.
Quindi p € T implica che [p] € F C D, da cui V(p) = 1. Abbiamo quindi
dimostrato che I ¢ soddisfacibile. O

Esercizio 14.9. Completare i dettagli della dimostrazione precedente dimo-
strando, per induzione sulla lunghezza di p, che vale @

Corollario 14.10. Se T = p allora A |= p per qualche A C T finito.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che A [~ p, per ogni A C T’
finito e sia VA una valutazione che soddisfa A ma tale che Va(p) = 0
Allora Va soddisfa A U {p}. Ne segue che

VA CT (A finito = AU {—p} ¢ soddisfacibile)

e quindi per il Teorema di Compattezza I' U {p} & soddisfacibile. Sia V
una valutazione che soddisfa I' e =p. Ma, per ipotesi, ogni valutazione che
soddisfa I deve soddisfare anche p: contraddizione. O

Vediamo un’interessante applicazione del Teorema di Compattezza del
calcolo proposizionale.

Teorema 14.11. Ogni ordine parziale stretto < su un insieme X pud essere
esteso ad un ordine totale stretto < su X, vale a dire (X, <) ¢ lineare e

Ve,ye X (z<y=z<vy).

Dimostrazione. Sia (X, <) un ordine parziale stretto: per la Proposizione
[4-§ possiamo supporre che X sia infinito. Sia L = X x X e consideriamo il
calcolo proposizionale Prop(L) in cui le lettere proposizionali sono le coppie
ordinate (z,y), con z,y € X. Sia I' C Prop(L) l'insieme

{=(z,2) [z2e X}U{(z,y)V(y,2) |2,y e X,z #y}
UL (2, 9) Ay, 2)) =>(2,2) | 2,y,2 € X }.
L’idea ¢ che una lettera proposizionale (x,y) asserisce che = precede y in un
ordine stretto su X. L’insieme I' ¢ costituito da tre insiemi: il primo insieme
equivale alla proprieta irriflessiva, il secondo alla connessione, il terzo alla
transitivita. Per ogni V: L — 2 definiamo una relazione binaria <1 = <ly su
X
r<dy & V(A)=1,dove A= (z,y) €L

e, viceversa, ogni relazione binaria < definisce una valutazione V = V.
Allora 'V soddisfa I" se e solo se <1 ¢ un ordine lineare stretto su X. Inoltre

se 'V soddisfa I' U A, dove
A:{($7y)|$<y}a
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allora ’ordinamento indotto <1 estende <. Quindi, per il Teorema di Com-
pattezza, ¢ sufficiente dimostrare che I' U A ¢ finitamente soddisfacibile.
Sia I'gUAg finito, con ' C I'e Ag € A. Sia X l'insieme degli x € X che
occorrono in una qualche lettera proposizionale di Ag. Allora Xg ¢ finito e
per la Proposizione ¢’é un ordine totale stretto <1 su X che estende < su
Xo. E possibile estendere <1 ad ordine totale stretto su X, che continuiamo a
indicare con <. Per fare questo basta fissare un ordine lineare di X \ X (che
esiste sempre per il Teorema e porre tutti gli elementi di Xy prima degli
elementi di X \ Xy. Allora la valutazione V: L — 2 indotta da < soddisfa
I'U Ag e quindi, a maggior ragione, soddisfa I'g U Ag. Per l'arbitrarieta di
T'o UAg si ha che I' U A ¢ finitamente soddisfacibile, come richiesto. O

Dimostriamo infine che ogni algebra di Boole ¢ isomorfa ad una sub-
algebra di qualche Z(X).

Teorema 14.12 (Stone). Assumiamo AC. Sia B un’algebra di Boole e sia
U Vinsieme di tutti gli ultrafiltri di B. La funzione f: B — 22(U)

fy={DelU|beD}

& un morfismo iniettivo di algebre di Boole.

Dimostrazione. f(0p) =0 e f(1p) = U, poiché nessun ultrafiltro contiene
0p e tutti contengono 1. Supponiamo D € f(b)Uf(c): allorabe Doc € D
e poiché b,c < bV ¢ otteniamo in ogni caso bV ¢ € D, cioe D € f(bV c).

Viceversa, se D € f(bV c), cioé bV ¢ € D, allora per la Proposizione [12.7]
beDoceD,dacui De f(b)U f(c). Quindi

Vb,ee B(f(bVe) = f(b)U f(c)).

Nessun ultrafiltro pud contenere b e b*, per qualunque b € B, quindi f(b) N
f(b*) = 0. Viceversa se D ¢ f(b), cioe b ¢ D, allora b* € D per la
Proposizione e quindi D € f(b*). Cioe

Vb e B(f(b") =U\ f(b).

Per ogni b # 0p, 'insieme {c € B | b < ¢} ¢ un filtro che quindi puo essere
esteso ad un ultrafiltro. In altre parole

Vb e B\ {0} f(b) #0.

Quindi ker f = {0p}, cio¢ f & un morfismo iniettivo. O
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Esercizi

Esercizio 14.13. Dimostrare—senza assumere AC—che le seguenti afferma-
zioni sono equivalenti:
(i) AC.

(ii) Se A & una partizione di un insieme non vuoto X, allora esiste f: A —
UA = X tale che f(A) € A, per ogni A € A.

(iii) Se A ¢ una partizione di un insieme non vuoto X, allora esiste 7' C A
tale che T'N A & un singoletto, per ogni A € A.

(iv) Se f: X — Y allora esiste un’inversa sinistra per f, cioé esiste g: Y »—
X tale che Vy € Y (fog(y) =v).

(v) Se R ¢ una relazione ed ¢é un insieme, allora ¢’é una funzione f tale
che dom(f) = dom(R) e Vz € dom(R) (z, f(z)) € R.

Nel Teorema abbiamo visto che |k X k| = K, per ogni cardinale in-
finito k. Quindi, assumendo AC, se X e Y sono insiemi non vuoti e X &
infinito, allora

| X x X[ = [X],
IXUY|=|X xY].

Nel prossimo esercizio vedremo che queste due conseguenze di AC sono
entrambe equivalenti ad AC stesso.

Esercizio 14.14. (i) Sia X ¢ un insieme infinito e sia f: X x Hrtg(X) —
X U Hrtg(X). Dimostrare che

Vo € X Ja € Hrtg(X) f(x,«) € Hrtg(X).

Concludere che se | X UY| = | X x Y| per ogni coppia di insiemi infiniti
non vuoti X e Y, allora AC vale.

(ii) Dimostrare che se | X U Hrtg(X)| = [(X UHrtg(X)) x (X U Hrtg(X))|,
allora X — Hrtg(X). Concludere che se X ¢ equipotente a X x X,
per ogni insieme infinito X, allora AC vale.

Esercizio 14.15. Dimostrare che:

(i) Se V, @ bene ordinabile per ogni «, allora AC vale.

(ii) Se Z(«) é bene ordinabile per ogni «, allora AC vale.
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Note e osservazioni

La letteratura sull’assioma di scelta é vastissima. A parte i classici libri
[Jec73, RR85| e il monumentale [HR98| segnaliamo tra le piu recenti
pubblicazioni [Her06|. L’Esercizio [14.15|¢ dovuto a Sierpiriski.

15. Applicazioni dell’Assioma di Scelta*
L’Assioma di Scelta ha molte importanti applicazioni in matematica.

15.A. Algebra.

Teorema 15.1 (AC). Ogni spazio vettoriale V su un campo k ha una base.
Due basi di V su k sono in bijezione.

In particolare R ha una base su Q; una base siffatta si dice base di
Hamel.

Un campo k si dice algebricamente chiuso se ogni polinomio a coeffi-
cienti in k ha una soluzione in k. Un campo k si dice chiusura algebrica
di un campo k se & algebricamente chiuso, k O k e non esistono campi
algebricamente chiusi k' tali che k C k’ C k.

Teorema 15.2 (AC). Per ogni campo Kk, la chiusura algebrica esiste ed é
unica a meno di isomorfismi.

Teorema 15.3 (AC). In un anello con unita, ogni ideale proprio puo essere
esteso ad un ideale massimale.

15.B. Topologia. Ricordiamo che la topologia prodotto o topologia di
Tychonoff ¢ generata dagli aperti di base

N(Uioa-'-inn) = {f S XieIXi | f(lk) S Uik, k= 0,.. . ,n}
= Xjefio,in} Ui X KieI\{ig,oryin} Xi
dove {ig,...,in} C I e U;, & aperto in Xj,.

Teorema 15.4 (Tychonoft). Assumiamo AC. Allora il prodotto di spazi
compatti & compatto.

Infatti questo risultato é equivalente all’Assioma di Scelta—FEsercizio
Poiché AC ¢ laffermazione che il prodotto di insiemi non vuoti é non
vuoto, il Teorema di Tychonoff deve essere inteso come segue: Dati degli spa-
zi compatti X; (i € I), se l'insieme X;c;X; € non-vuoto, allora é compatto
come spazio topologico. Osserviamo che se X;c;X; = (), allora ¢ banalmente
uno spazio compatto.
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15.C. Analisi.
Teorema 15.5 (Hahn-Banach). Assumiamo AC. Siano X uno spazio vet-

toriale su R, Xo C X un sottospazio e A\g: Xo — R un’applicazione lineare.
Supponiamo p: X — R sia un’applicazione sub-lineare, cioé

p(x+y) < p(x) +py)

tale che YV € Xo (Mo(z) < p(x)). Allora c’¢ un’estensione lineare A: X — R
di No tale che Vo € X (A(z) < p(x)).

15.D. Insiemi patologici. Tuttavia AC alcune conseguenze indesiderabili,
per esempio 'esistenza di insieme patologici. Per esempio:

Teorema 15.6 (Vitali). Assumiamo AC, o anche solo che R sia bene ordi-
nabile. Esiste un sottoinsieme di [0;1] non Lebesgue misumbile.ﬂ

Il risultato seguente, noto come Paradosso di Banach-Tarski ¢ pro-
babilmente la pitt contro-intuitiva conseguenza dell’ Assioma di Scelta.

Teorema 15.7 (Banach-Tarski). Assumiamo AC, o anche solo che R sia
bene ordinabile e sia

B={(zy,2) eR? |2 4+92+ 22 < 1}
la palla unitaria dello spazio euclideo. Esiste una partizione
{X1,.... Xn,Y1,..., Y}
di B ed esistono o1,...,0n,T1,-..,Tm isometrie di R® tali che
{o1[X1],...,on]Xn]} e {7V}
sono partizioni di B.

In altre parole: & possibile suddividere B in un numero finito di pezzi
che opportunamente traslati e ruotati formano due copie di B.

5La misura di Lebesgue ¢ richiamata nella sezione m
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Esercizi

Nel prossimo esercizio dimostreremo che il Teorema di Tychonoff implica AC.

Esercizio 15.8. Sia (X; | i € I) una famiglia di insiemi non vuoti e sia y un
insieme che non appartiene a (J;.; X;. Diamo a Y; = X; U {y} la topologia i
cui aperti sono 0, {y} e Y;. Dimostrare che:

(i) Y; & compatto (ma, in generale, non To) e tale che [[;; Y; ¢ compatto
€ non vuoto.

(ii) X;erX; e lintersezione di una famiglia con la proprieta dell’intersezione
finita di chiusi di X;¢1Y5,

(iii) Xier Xy # 0.

Note ed osservazioni

L’assioma di scelta ha uno status particolare in matematica in quanto ha
molte conseguenze utili e interessanti e alcune altre contro-intuitive e biz-
zarre. Dato che le prime sono di gran lunga pitt numerose delle seconde, AC
viene considerato dalla maggioranza dei matematici un principio insiemisti-
camente valido. Inoltre nel 1937 Kurt Goédel ha dimostrato che se mai una
contraddizione in matematica fosse ottenibile mediante ’assioma di scelta,
allora si potrebbe ottenere una contraddizione anche senza usare AC. In
altre parole: non possiamo refutare AC a partire dagli assiomi di MK o di
ZF, a meno che queste teorie non siano contraddittorie, nel qual caso ogni
affermazione sarebbe dimostrabile. Nel 1963, Paul J. Cohen dimostré un
risultato analogo per la negazione di AC, e quindi non possiamo dimostrare
AC a partire dagli assiomi di MK o di ZF, a meno che queste teorie non
siano contraddittorie. Per una panoramica dei vari “disastri” che possono
capitare in matematica se si assume o se non si assume AC rimandiamo al
libro di Herrlich [Her06|. La monografia [Wag93| contiene un’esposizione
dettagliata del paradosso di Banach-Tarski (Teorema [15.7).

16. Forme deboli dell’Assioma di Scelta

L’Assioma di Scelta ¢ utile in molte parti della Matematica, ma ancora piu
utili sono alcuni suoi indebolimenti. I.’Assioma delle Scelte Numerabili
¢ I'enunciato: per ogni insieme X, vale AC,(X), dove AC,(X) ¢é:
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Per ogni successione (A, | n € w) di sotto-insiemi non vuo-
ti di X, esiste una f tale che f(n) € A,, per ogni n € w,
cioé:

VAe (Z2(X)\{0})*3f € X*Vnew(f(n) € Ay).

Se X & bene ordinabile allora AC,(X) é vero in quanto possiamo sempre
scegliere ’elemento minimo di A,, ma se X non & bene ordinabile questo

AC,(X) non é dimostrabile in MK o in ZF.

Esercizio 16.1. Dimostrare che se X si surietta su Y, allora AC,(X) =
AC,(Y).

In particolare, AC, (R) dice che per ogni successione numerabile di insiemi
non vuoti di reali Ag, A1,... ¢’ un successione di reali ag,ai,... tali che
an € Ap.

Esercizio 16.2. Assumere AC,(R). Dimostrare che:

Per ogni f: R — R, se f & sequenzialmente continua in un punto z,
(68) vale a dire f(x,) — f(Z) per ogni successione x, — z, allora f &
continua in Z.

Infatti ’enunciato é equivalente ad AC,,(R)—si veda I’Esercizio|16.28
Tuttavia la sua versione globale:

Per ogni f: R — R, se f é sequenzialmente continua in ogni punto
z, allora f é continua su R.

¢ dimostrabile senza 1’Assioma di Scelta [Her06l pag. 30].

Teorema 16.3. Assumiamo AC,. Ogni insieme infinito X contiene una
successione di elementi distinti, cioé esiste f: w — X.

Dimostrazione. Sia G, = {g | ¢g: n— X }. Poiché¢ X ¢ infinito, G,, # 0
per tutti gli n € w. Infatti se, per assurdo, n fosse il minimo naturale tale
che Gz = 0, allora n # 0, dato che ) € Go = 0, e quindi 7 = m + 1. Sia
p € G e sia  un elemento di A allora pU {(m,z)} € Gmy1 = Ga, contro
la nostra ipotesi. Per ricorsione definiamo f: w — X

f(0) = g1(0)
f(n+1) = gnt2(9)
dove i = min{k <n+1|gn+2(k) € {f(0),...,f(n)}}. Poiché ran(g,2)

ha n+2 elementi, almeno uno di questi non appartiene all’insieme { f(0),..., f(n)}

e quindi f é ben definita. Una facile induzione mostra che f & iniettiva. U

Teorema 16.4. AC,, implica che l'unione numerabile di insiemi numerabili
¢ numerabile.
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Dimostrazione. Siano X,, insiemi tali che |X,| < w e dimostriamo che
U, Xn| <w. Sia N: |, Xpn = w
N(z)=min{necw|ze X, }.

Per AC,, possiamo scegliere delle funzioni iniettive f,,: X,, > w e quindi
definire I'iniezione

FrlXo—wxw,  F@) = (N@), fyg (@)
O

Se ay, < wy, allora sup{ay, | n <w} =, an < wi per il Teorema
e analizzando la dimostrazione si vede che ¢ sufficiente assumere AC, (R):
per ogni n scegliam(ﬁ un R, C w x w tale che (ld(R,), R,) ¢ un buon
ordine di tipo «,,. Da R, possiamo ricostruire la funzione f,: a, — w e la
dimostrazione procede come prima. Abbiamo quindi dimostrato:

Teorema 16.5. AC,(R) implica che ogni successione (a, | n < w) in wy &
superiormente limitata in wy.

Esercizio 16.6. Sia k ¢ un cardinale infinito e siano X, tali che | X,| < &
per ogni a < k. Dimostrare che AC implica che |Ua<,€ Xa‘ < K.

Un’altra forma debole dell’Assioma di Scelta é data dall’ Assioma delle
Scelte Dipendenti. Per ogni insieme X # (), DC(X) asserisce che:

Se R ¢ una relazione su X ¢ tale che Yz Jy (z R y), allora
per ogni g € X c¢’¢ una f € “X tale che f(0) = z¢ e
Vn (f(n) R f(n+1)).
Come per I’Assioma delle Scelte numerabili, DC(X) & dimostrabile quan-
do X é bene ordinabile, ma non in generale.
Esercizio 16.7. Dimostrare che se X si surietta su Y, allora DC(X) =
DC(Y).
Proposizione 16.8. AC = DC = AC,,.

Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare che DC é conseguenza dell’ As-
sioma di Scelta. Sia X un insieme e R C X x X tale che Vaz 3y (z R y).
Fissiamo un xp € X e una funzione di scelta C: Z2(X) \ {#} — X. Per
ricorsione definiamo la funzione f: w — X ponendo f(0) = xg e
fn+1)=C{yeX|f(n)Ry}).

E immediato verificare che la funzione f soddisfa DC.

bR, € P(w X w) ew X w & in bijezione con w, per cui AC, (R) & sufficiente.
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Per verificare che DC = AC,, fissiamo una famiglia { 4, |n € w} di
insiemi non vuoti. Sia X =J,, An x {n} e sia R C X x X la relazione

(a,n) R(bom) < m=n+1.
Fissiamo un elemento ag € Ag: per DC ¢’¢ una funzione f: w — X tale che
f(0) = (ap,0) e f(n) R f(n+ 1) per tutti gli n. La funzione
g(n) = la prima componente della coppia ordinata f(n)
¢ la funzione cercata. U

E stato dimostrato che le implicazioni nella Proposizione non pos-
sono essere rovesciate.

Esercizio 16.9. Assumiamo DC. Dimostrare che una relazione irriflessiva R
su un insieme X & ben-fondata se e solo se non esistono sequenze (x,, | n < w)
tali che z,4+1 R z,, per tutti gli n.

16.A. La misura di Lebesgue. Una famiglia di insiemi § C &?(X) ¢ una
o-algebra se ¢ una sub-algebra di Boole di #(X) e se ¢ numerabilmente
completa, cioé per ogni A C 8§ numerabile, [JA € 8.

Esercizio 16.10. Se X # () ¢ una famiglia di o-algebre su X ciascuna delle
quali contiene A C Z(X), cioé
V8§ e X (ACS)

allora (| X' ¢ una o-algebra contenete A.

Per ogni A C Z(X) possiamo quindi definire la o-algebra generata da
A come la pit piccola g-algebra contenente A,

ﬂ{Sg Z(X) | 8 ¢ una o-algebrae A C 8§}

Se assumiamo AC,,(RR), & possibile dare una descrizione alternativa di questa
o-algebra:

So=AUAU{D, X}
Sai1=1{J An | An €84 U80}

new

Sy = U Sa A limite,
a<A

dove B & {X\B|Be€B}, per ogni B C Z(X). E facile verificare per

induzione su « che
° 5<a:>8guégg8ae

e 3, ¢ contenuto nella o-algebra generata da A.
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Per costruzione §,, € non vuoto, contiene A ed é chiuso per complementi:
se A € 8, allora A € §,, quindi X \ 4 € Sa C Sai1. Inoltre, data una
successione di insiemi A, € 8,,, (n € w), scegliamo degli ordinali o, € w;
tali che A, € 8,,: per il Teoremal[l6.5esiste o < wy tale che { A, |n € w} C
8o e quindi J,, An € 8441. Quindi 8., ¢ una o-algebra ed ¢ la o-algebra
generata da A.

Se X é uno spazio topologico con topologia 7, la o-algebra dei Boreliani
Bor(X,7)

é la piu piccola o-algebra su X contenente T. Quando la topologia T & chiara
dal contesto scriveremo semplicemente Bor(X).
Uno spazio di misura ¢ una tripla (X, 8, u) tale che
e 3 & una o-algebra su X
o 12 8 — [0;+00] soddisfa
(a) p(®) =0,

(b) se Ay, € § sono a due a due disgiunti, allora

(69> 2 (U An) = Z :U(An) :
n n=0

La serie ¢ a termini positivi, quindi la sua somma ¢ ben definita. Gli in-
siemi in § si dicono S-misurabili, o misurabili secondo 8, mentre la funzione
w si dice misura. La proprieta si dice o-additivita.

Esercizio 16.11. Dimostrare che per ogni misura pu,
AC B=pu(A) < u(B)
u(AU B) = u(A) + u(B) — p(AN B)
Osserviamo che la nozione di spazio di misura ¢ ridondante, dato che
dalla misura p possiamo ricavare la o-algebra § = dom(u) e da questa si
ricava l'insieme X = (J8. Tuttavia spesso non si distingue tra una misura

1 ed una sua restrizione ad una sotto-c-algebra, per cui la nozione di spazio
di misura risulta molto comoda. Uno spazio di misura (X, 8, u) si dice:

spazio di misura completo se

VAe S8VBC X (u(A)=0=B e SAu(B)=0);
spazio di probabilita se u(X) = 1;
spazio di misura finito se u(X) < oo;

spazio di misura o-finito se esistono X, € 8 tali che X = (J, X, e
w(Xp) < oo.
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La misura p si dira, rispettivamente, misura completa, misura di pro-
babilita, misura finita, misura o-finita. Una misura esterna su X ¢
una funzione

F: 2(X) — [0;400]
che soddisfa
(1) F(0) =0,
(2) AC B = F(A) < F(B),
(3) F(U,, Xn) <> 02, F(Xy), per ogni successione X, € 8, (n € w).
La proprieta si dice o-sub-additivita. A dispetto del nome, una misura

esterna non é necessariamente una misura. Tuttavia ogni misura esterna
induce una misura.

Teorema 16.12 (Carathéodory). Se F' é una misura esterna su X, allora
S={ACX|VBCX(F(BNA)+FB\A) <F(B))}

¢ una o-algebra, p = F | 8§ ¢é una misura e lo spazio (X, 8, 1) é completo.

Per una dimostrazione si veda un qualsiasi testo di teoria della misura,
per esempio [Fre01, Theorem 113C]|.

Diamo ora un cenno su come si definisce la misura di Lebesgue su R.

Definiamo F': Z(R) — [0; o0]

F(A) = inf { > (bn—an) | AC | lan;bn) } ,
n n<w

dove tacitamente assumiamo che quando si considera l’'intervallo semiaperto
[a;b) si ha che b > a. E facile verificare che F verifica le proprieta e
della definizione di misura esterna. Per dimostrare la sub-additivita,
fissiamo un e > 0 e facciamo vedere che F({J,, Xp) < > o2 F(X,) + €. Per
ogni n scegliamo una famiglia di intervalli semiaperti che ricopre X,, e che
approssima F(X,,) a meno di £/2"*1, cioe

(70) X, C Jl:6) e S0 —al) < F(X,) + /27
iEw =0

Per far questo dobbiamo effettuare w scelte elementi di (R?)* e dato che
quest’insieme ¢é equipotente ad R (vedi[9.E.2a pagina ¢ sufficiente usare

AC,(R). Sceltl gli [a (n), pn )) possiamo concludere osservando che (J,, X, €

U, Uilai™;6) e
ZZ(bgn)—aE”) i ) 4 e/2m) = iF(X
n=0

n=0 i=0
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Quindi F' é una misura esterna su R. La misura indotta da questa F' si dice
misura di Lebesgue su R e la si indica con A, e la o-algebra data dal teo-
rema di Carathéodory viene denotato é la famiglia degli insiemi Lebesgue
misurabili e la si denota con Meas(R, \) o semplicemente Meas(\). Questa
o-algebra é piu grande di Bor(R), la o-algebra dei Boreliani di R.

La costruzione della misura di Lebesgue puo essere ripetuta per R™,
usando invece degli intervalli [a;b) gli insiemi

[a;b)d:ef{CGR”|a,;§ci<bi}

dove x = (x1,...,zy) € R™. Analogamente, al posto della lunghezza (b— a)
si considera il volume [, (b; — a;). La misura e la o-algebra corrispondenti
si denotano con A" e Meas(R"™, A"™) o Meas(\").

La misura A" gode della seguente proprieta: per ogni A C R™ Lebesgue-
misurabile,

AM(A) =sup{\"(K) | K € A A K compatto }

1
(71) =inf{\"(U) |U DA N U aperto }

Un sotto-insieme di uno spazio topologico si dice Gy se ¢ intersezione nume-
rabile di aperti e F, se ¢ unione numerabile di chiusi. Un insieme che sia
unione numerabile di compatti si dice K, .

VA C R"[A € Meas(\") <

(72) I €K, 3G € G5 (FCACG AN'(F) = \(Q))].

Un’altra importante caratteristica della misura di Lebesgue é che ¢ invariante
per isometrie, cioé se o: R" — R™ & un’isometria e A € Meas(\"), allora
o[A] € Meas(\") e A"(c]A]) = A"(A).

La misura di Lebesgue sugli intervalli coincide con la lunghezza, cioé
se I & un intervallo (aperto, chiuso, semiaperto) di estremi a < b, allora
A(I) = b — a. Ricordiamo che I'insieme FE;/3 di Cantor (vedi pagina e
ottenuto rimuovendo dall’intervallo [0; 1] una famiglia numerabile di aperti.
La misura del suo complementare in [0;1] ¢

1
D=1
n=1

quindi A(£/3) = 0. Quindi I'insieme E /3 di Cantor ¢ un esempio di insieme
chiuso, pitt che numerabile, privo di interno e di misura 0.

Argomentando come per la misura di Lebesgue, si dimostra che la fun-
zione F': 2(2N) — [0;1]

seA
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& una misura esterna e quindi risulta definita uno spazio di misura (2%, Meas, p).
Per verificare la sub-additivita di F', in analogia con quanto fatto in ,
dati X,, C 2% si scelgono A,, € 2<N tali che F(X,,) < D oseA, 2~ Ih(s) +e/2mH
e poiché A, é un elemento di 3”(2<N) che é equipotente ad R, tale scelta

é lecita per AC,(R). E facile verificare che ¢ di probabilita e che u(N;) =
9—Ih(s)

Osservazione 16.13. La misura y si dice misura di Cantor o anche misu-
ra di Lebesgue sull’insieme di Cantor. La scelta di chiamare y misura
di Lebesgue pud apparire per lo meno bizzarra, visto che 2N viene spesso
identificato con E/3 e u(2Y) = 1, mentre A(Ey/3) = 0. Tuttavia 2N ¢ an-
che identificabile con (cioé omeomorfo a) un sotto-insieme di [0;2] che ha
A-misura uguale ad 1 (Esercizio . Un sottoinsieme di R omeomorfo a
2N puo essere ottenuto generalizzando la costruzione di F /3 in piu direzioni.
Per esempio possiamo rimpiazzare 'intervallo [0; 1] con un generico intervallo
chiuso J e scegliere un coefficiente r, € (0;1) da utilizzare al passo n della
costruzione, cioé definiamo

(73) Cantor(J; (rm)m) = ﬂ Cantor™ (J; (1) m)

dove Cantor®) (J; (rp)m) = J, Cantor™ (J; (r,)m) € unione di 2" interval-
li chiusi disgiunti e Cantor™ 'V (.J; (r,,)m) ¢ ottenuto rimpiazzando ciascuno
intervallo I di Cantor™ (.J; (r,)m) con Ty, € 1,0, definiti in (40). Gli in-
siemi Cantor(J; (7 )m) si dicono insiemi di Cantor generalizzati. Quan-
do la successione (ry,), ¢ costantemente uguale a r scriveremo Cantor(.J, ).
Quindi By} = Cantor™([0;1],1/3)

B3 = Cantor([0; 1],1/3) .
16.B. La categoria di Baire. Sia (P, <) un insieme pre-ordinato e consi-
deriamo la topologia T su P generata dagli insiemi

Np) & {geP|qg<p} (peP).

N(p) é un intorno di base del punto p. Questa topologia, che non deve essere
confusa con la topologia degli intervalli (si veda pagina , in generale non
¢ neppure Ty. Un insieme D C P ¢ denso in questa topologia se

Vpe P3ge D(qg<p).

Per evitare confusioni con 'altra nozione di densita, se vale la proprieta in-
trodotta qui sopra diremo che D é denso nel senso del forcingm Vediamo
un paio di esempi.

"1 nome forcing si riferisce ad un’importante tecnica usata in teoria degli insiemi.
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16.B.1. Se X é uno spazio topologico sia P I'insieme degli aperti non-vuoti
di X con l'ordinamento
pr<q < pCgq.
Se U C X ¢é un aperto denso, allora
{peP|pCU}
¢ un insieme denso (nel senso del forcing) in P. Se X & metrico, anche
I'insieme
{pe P|diam(p) <27}
¢é denso.

16.B.2. Sia P = {p | p ¢ una funzione, p C w X w, |p| < w} con l'ordina-
mento

P<q < p2q.
A prima vista 'ordinamento di P sembra contro-intuitivo, ma se identifi-
chiamo ogni p € P con l'aperto N(p) = {x € “w | p C x } dello spazio di
Baire “w, vediamo che p < ¢ se e solo se N(p) C N(q), come nell’esempio
precedente.

Esercizio 16.14. Verificare che per ogni n € w gli insiemi

Ap={p|n€dom(p)} e B,={p|neran(p)}

sono densi in P.

Il seguente risultato, benché semplice, ¢ di grande utilita.

Teorema 16.15. Assumiamo DC. Sia (P, <) un insieme pre-ordinato e
siano Dy, C P (n € w) degli insiemi densi nel senso del forcing. Allora per
ogni p € P ¢’¢ una successione p > pg > p1 > ... di elementi di P tale che
Vn € w(pn € Dy).

Dimostrazione. Fissiamo p € P e consideriamo la relazione R su |, {n}x
Dy,

(nyq) R(m,r) < m=n+1Aqg>r.
Per la densita di Dy troviamo un py € Dg tale che p > pg. La densita dei
D,, assicura che possiamo applicare DC e ottenere una successione

(07p0) R (1apl) R (2ap2) R...
e quindi la successione p > pg > p1 > ... & come richiesto. O

Osservazione 16.16. Nella dimostrazione precedente DC ¢é stata applicata
all’insieme w x P. Quindi per I’Esercizio [I6.7}, se P ¢ numerabile, il risultato
vale senza ipotesi aggiuntive.
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Il prossimo risultato, noto come Teorema di Categoria di Baire,
asserisce che in molti spazi topologici, l'intersezione numerabile di aperti
densi é non vuota. Ricordiamo che uno spazio topologico X si dice localmente
compatto se € Ty e ogni punto ha un intorno la cui chiusura é compatta. Ne
segue che se x € U esiste V C U intorno compatto di x.

Teorema 16.17. Assumiamo DC. Sia X # () uno spazio localmente com-
patto, oppure metrico completo. Se gli U, sono aperti densi e se U & un
aperto non vuoto, allora

(U NU#D.

new
Dimostrazione. Supponiamo che X sia metrico completo. Sia
P = {pC X | pé una palla aperta }
con 'ordinamento p < ¢ < p C ¢. Sia
D, = {p|diam(p) <27" A Cl(p) C U, }.

Come osservato nell’Esempio I'insieme D,, ¢ denso in P. Sia p € P
tale che p C U. Possiamo quindi trovare una successione (py), come nel
Teorema [16.15] Sia x, € X il centro di p,. Per costruzione, z;,x; € py e
quindi d(z;, x;) < 27N per ogni 4,7 > N e quindi (zn)n € una successione
di Cauchy rispetto alla metrica completa d. Quindi ¢’¢ un & € X che é
limite della successione (xy,),. Per ogni n € N, d(z,z,) < 27" e quindi
z € Cl(pp) C U,. In altre parole: z € (), U,. Dato che z € py C U,
abbiamo provato che () U, NU # 0, come richiesto.

Supponiamo ora X localmente compatto: il pre-ordine é

necw

P={pC X |p#0¢un aperto con chiusura compatta }
con l'ordinamento p < g < Cl(p) = Cl(q) e sia
D,={peP|pCU,}.

Sia p € P tale che p C U. Fissata la successione (p,), come dal Teorema
16.15| osserviamo che
{Cl(pn) [Incw}

¢ una famiglia decrescente di compatti non vuoti e quindi, per la proprieta
dell’intersezione finita, (),, Cl(p,) contiene un elemento . Quindi z € N, Up
e dato che T € pg C p C U, il teorema ¢ dimostrato. O

Osservazioni 16.18. (a) Se X & separabile metrico completo, oppure se-
condo numerabile localmente compatto, allora 'ordine P pud essere
preso numerabile e quindi, per ’Osservazione il ricorso a DC puo
essere evitato. (Nel caso degli spazi metrici si prendono palle aperte
centrate nei punti dell’insieme numerabile e di raggio razionale; nel ca-
so degli spazi localmente compatti si prendono gli aperti di base con
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chiusura compatta.) In particolare, il Teorema [16.17| per R™ o per uno
spazio di Banach separabile & dimostrabile senza scelta.

(b) Il Teorema [16.17| per X metrico completo arbitrario implica DC.

(c) Se X soddisfa le ipotesi del Teorema |16.17|e non ha punti isolati, allora
X \ {z} ¢ un aperto denso di X e quindi X non é numerabile.

Un sotto-insieme M di uno spazio topologico X si dice magro o di prima
categoria se esistono chiusi C,, con interno vuoto tali che M C |, Cp.
Quindi il teorema di Categoria di Baire dice che in uno spazio localmente
compatto, oppure metrico completo, nessun aperto non vuoto & magro.

Il Teorema di Categoria di Baire viene spesso usato per dimostrare risul-
tati di esistenza: se vogliamo un x € X che soddisfa la proprieta P (e se X ¢
metrico completo oppure localmente compatto) & sufficiente dimostrare che
{z € X | P(x) } ¢ non magro e quindi non vuoto. (In molti casi si dimostra
che questo insieme & comagro e quindi non magro.) Per esempio I'insieme

2 ={%([0;1]) | 3z € [0;1] f non ¢ differenziabile in z }

¢ magro e quindi € ([0;1]) \ Z ¢ comagro [Fol99, pag.??]. In particolare,
la generica funzione continua su [0; 1] non ¢& differenziabile in alcun punto.
Vediamo ora un’applicazione alle algebre di Boole del Teorema [16.15]

Teorema 16.19. Due algebre di Boole numerabili e prive di atomi sono
isomorfe.

Per dimostrare questo risultato introduciamo la seguente

Definizione 16.20. Siano A e B due algebre di Boole. Un isomorfismo
parziale di A in B & un isomorfismo p: A’ — B’ dove A’ e B’ sono subalgebre
finite di A e B, rispettivamente.

Lemma 16.21. Siano A e B algebre di Boole e sia p: A' — B’ un iso-
morfismo parziale di A in B. Supponiamo B sia priva di atomi. Allora
Ve € A\ A’y € B\ B’ tale che p si estende ad un isomorfismo parziale
q: A — B, dove A” e B" sono le algebre di Boole generate da A’ U {z} e

B'u{y}.

Dimostrazione. Per il Corollario[I1.22]A” = { (u A z) V (v Az¥) | u,v € A'},
quindi gli atomi di A” sono gli elementi non nulli della forma
{anz|acAt(A)}U{anz"|ac At(A)}.
Definiamo
Ar={acAt(A) |0s<anz<a}
As={acAt(d) |a<z}.
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Per ogni a € A;, poiché B non ha atomi possiamo scegliere un O < y, <
p(a) e per a € Ag sia y, = p(a). (AC non é necessario in quanto B ¢é
numerabile.) Sia

Yy = \/ Ya

ac€AUA2
e sia B” lalgebra generata da B’ U {y}. (L’operazione di sup ¢é legittima in
quanto A; U As ¢ finito.) Dato che p(a) Ay = ya, si ha che
Oa<ahz<a=0p<pla) Ny <pla)
Supponiamo a < z: allora deve esistere un atomo a’ # a tale che a’ Ax # 04
e quindi
p(a) <pa) Vys =ya VYo <y
da cui otteniamo
a<z=pla)<y.
Infine, se a Az = 04, allora p(a) Ay = 0p. Lasciamo come esercizio al lettore
verificare che gli atomi di B” sono gli elementi non nulli di

{p(a)/\y | aeAt(A’)}U{p(a)/\y* | aeAt(A')}
{bAy|lbeAt(B) JU{bAy" |be At(B')}.
e che la funzione At(A”) — At(B”) data da
aAx— pla) Ay, aAz*— pla) Ny*

¢ una bijezione e si estende ad un isomorfismo di A” su B”. O
Siamo ora in grado di dimostrare il Teorema [16.19}

Dimostrazione. Siano A = {a, |n€w} e B = {b, | n € w} due algebre
di Boole come nell’enunciato del teorema. Un isomorfismo parziale di A in
B ¢ un isomorfismo p: A — B’ dove A’ e B’ sono subalgebre finite di A e
B, rispettivamente.

Il Lemma ci assicura che ogni isomorfismo parziale da A in B puo essere
esteso in modo da contenere nel dominio un qualsiasi € A. Poiché I'inverso
di un isomorfismo parziale da A in B é un isomorfismo parziale da B in A,
quindi il Lemma dimostra che ogni isomorfismo parziale pud essere esteso in
modo da contenere nell'immagine un qualsiasi y € B. Sia

P ={p| p e un isomorfismo parziale di A in B}

ordinato mediante il converso dell’inclusione, cioé p < ¢ < ¢ C p. Il Lemma
ci assicura che gli insiemi Da, = {p € P | a,, € dom(p) } sono densi
e dato che l'inverso di un isomorfismo parziale di A in B ¢ un isomorfismo
parziale di B in A, abbiamo che anche gli Dy,+1 = {p € P | b, € ran(p) }
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sono densi. Possiamo quindi trovare una successione pg > p1 > p2 > ... tale
che p; € D;. Per costruzione la funzione

fd:erpn:A—>B

¢ una bijezione tra A e B. E quindi sufficiente dimostrare che f ¢ un omo-
morfismo. Se z,y € A, fissiamo indici m,n,h,k € w tali che x = apn,
Yy =an, ¥ =apex ANy =ag Allora z,y,z*,x Ay € dom(pay) dove N =
max{n, m, h,k} e poiché pan & un isomorfismo parziale, pon (z*) = pan(x)*
e pan(z A y) = pan(x) A pan(y). Dal momento che f estende pon si ha
che f(z*) = f(z)* e f(x ANy) = f(x) A f(y). Essendo z e y arbitrari in A,
otteniamo che f ¢ un morfismo. O

Corollario 16.22. Le algebre di Boole Prop(L), dove L ¢é un insieme nu-
merabile e [’algebra degli intervalli di QQ sono isomorfe.

16.C. o-ideali. Un ideale I su un insieme X é un o-ideale se & chiuso per
unioni numerabili, vale a dire se A,, € I, allora

UAneI.

Per il Teorema la famiglia dei sottoinsiemi numerabili di X
(74) [ACX|IAl <)

¢ un o-ideale. E un ideale proprio se e solo se X non é numerabile. Conviene
introdurre la seguente notazione: per ogni cardinale x (finito o infinito) e
ogni insieme X definiamo

(75) X]"={ACX|[[Al =k}
(76) (X]"={ACX||A] <k}
(77) [X]=F={ACX||A] <}
sono, rispettivamente, la famiglia dei sottoinsiemi di X di cardinalita s,

minore di k, al pitt k. Osserviamo che la formula (75| ¢ la generalizzazione

ad un insieme X arbitrario della formula . 11 o-ideale ([74) ¢
)=

mentre l'ideale dei sottoinsiemi finiti e
X]<%.

Se p € una misura completa sull’insieme X,

def

Null(p) ={AC X [ p(4) =0}
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¢ il o-ideale dei sottoinsiemi di 4 misura 0; se X ¢ uno spazio localmente
compatto, oppure metrico completo,

Mgr(X) d:ef{A C X | A¢émagroin X }
¢ il o-ideale dei sottoinsiemi magri di X. Chiaramente ogni sottoinsieme
numerabile di R ¢ di misura (di Lebesgue) nulla e di prima categoria, cioé

[R]=% C Null(\) N Mgr(R) .
I o-ideali su R sono nozioni di “trascurabilitd”: in molte dimostrazioni &

sufficiente argomentare che una certa proprieta ¢ vale per tutti i numeri
reali eccetto che per una quantita trascurabile di eccezioni, vale a dire

{z € R| ¢ non vale in x }

& in un qualche o-ideale proprio, quale [R]<*, Null()), o Mgr(R). Osserviamo
che gli ideali Null(\) e Mgr(R) sono distinti, anzi ortogonali: infatti ¢’¢ un
sottoinsieme R di misura 0 il cui complemento ¢ magro (Esercizio [16.32)).

Esercizi

Un insieme si dice Dedekind-infinito o, pitt brevemente, D-infinito, se &
in bijezione con un suo sottoinsieme proprio. Altrimenti si dice Dedekind-
finito, ovvero D-finito.

Esercizio 16.23. Dimostrare che per ogni insieme X le seguenti condizioni
sono equivalenti:

(i) X ¢ D-infinito,
(ii) X e X \ {z} sono equipotenti, per ogni x € X,
(iii) ¢’¢ una funzione f: w — X.
Concludere che da AC, segue che un insieme & D-finito se e solo se ¢ finito.
Esercizio 16.24. Supponiamo che esista un A C R infinito ma D-finito.
(Naturalmente non possiamo assumere AC,,.) Dimostrare che A puo essere

preso contenuto in (0;1) e tale che 0 = inf A. Verificare che la funzione
caratteristica x 4 € discontinua in 0, ma € sequenzialmente continua in 0.

Esercizio 16.25. (i) Dimostrare che DC(X) ¢ equivalente al seguente
enunciato, apparentemente pitt debole, in cui non si fissa il primo
elemento della successione f:

Se R ¢ una relazione su X ¢ tale che Vo Jy (z R y), allora c’¢

una f € “X tale che Vn (f(n) R f(n+1)).

(ii) Dimostrare che DC implica la sua versione per classi proprie:
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Per ogni classe X # () (propria o meno), per ogni zg € X e
ogni relazione R su X tale che Vo Jy (z Ry), c’¢ una f € “X
tale che f(0) =z9 e Vn(f(n) R f(n+1)).

Esercizio 16.26. Dimostrare che:

(i) Per ogni a < b e ogni successione (7,), di reali in (0;1), gli insiemi 2V
e Cantor([a; b, (7n)n) sono omeomorfi, vale a dire, tutti gli insiemi di
Cantor generalizzati (vedi ((73))) sono tra loro omeomorfi.

(ii) A (Cantor([a;b],7)) =0,
(iii) Per ogni 0 < s < b — a ¢’¢ una successione (7y,), tale che

A (Cantor([a; ], (rn)n)) = 0.

Esercizio 16.27. Se () # A, C R poniamo B, = Ay x --- x B, C R".
Dimostrare che se ¢’é una successione strettamente crescente di naturali (n;);
ed una successione di reali (b;); tali che b; € B,,, allora c¢’¢ una successione
di reali (ay), tale che a, € A,, per ogni n. Concludere che AC,(R) ¢
equivalente all’enunciato (apparentemente pit debole):

Se ) # A, C R, allora c¢’¢ una successione strettamente crescente di
naturali (n;); e una una successione di reali (b;); tale che b; € A,,.

Esercizio 16.28. Sia () # A, C (27""1,27") e sia f: R — R la funzione
caratteristica di (J,, An,

f@)=> xa,(@).
i=0

Dimostrare che f ¢ discontinua in 0 e che se x; — 0 ¢é tale che f(z;) 4 0,
allora ¢’é una successione crescente (n;); ed una successione di reali (b;); tali
che b; € A,,.

Usare I'Esercizio [16.27| per concludere che implica AC, (R).

Esercizio 16.29. Verificare che il Teorema per X = R vale senza
ipotesi addizionali.

Esercizio 16.30. Assumere AC,(R) e verificare che Null(A) e Mgr(R) sono
o-ideali su R.

Esercizio 16.31. Dimostrare che se vale AC,, allora uno spazio secondo
numerabile & separabile.

Esercizio 16.32. Dimostrare che per ogni € > 0 ci sono aperti densi U R
tali che A(UZ) < e.

Concludere che ¢’¢ un F' C R che ¢ F = |J,,Cy, Cy, & chiuso e privo di
interno, R \ F' ha misura di Lebesgue nulla.
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Esercizio 16.33. Dimostrare che se A, B C R sono bene-ordinati sotto
I'usuale ordinamento di R, allora A+ B = {a+b|a€ A,be B} & bene
ordinato.

(Suggerimento: Per assurdo, considerare una successione strettamente
decrescente a,, + by, e usare I’Esercizio )

Esercizio 16.34. Dimostrare che se A ¢ un’algebra di Boole numerabile
e B ¢é un’algebra di Boole priva di atomi, allora ogni isomorfismo parziale
p: A’ — B’ si estende ad un monomorfismo f: A — B.

Esercizio 16.35. Dimostrare che un’algebra di Boole numerabile priva di
atomi B ¢ ultraomogenea cio¢ ogni isomorfismo parziale p: B’ — B” con
B, B"” C B si estende ad un automorfismo f: B — B.

Il prossimo esercizio richiede qualche nozione di analisi funzionale. Uno
spazio di Fréchet ¢ uno spazio vettoriale su R dotato di una metrica com-
pleta d tale che le operazioni di somma F x F' — F' e di prodotto per scalare
R x F' — F sono continue. In particolare ogni spazio di Banach & uno spazio
di Fréchet (ma non viceversa).

Esercizio 16.36. Sia F' uno spazio di Fréchet di dimensione infinita. Di-
mostrare che ogni suo sotto-spazio di dimensione finita ¢ un chiuso privo di
interno. Concludere che la dimensione di F' ¢ maggiore di Ng.

Note e osservazioni

Gli assiomi assiomi delle scelte numerabili AC,, e delle scelte dipendenti DC,
sono usati comunemente in matematica, per esempio per verificare che una
funzione ¢ continua (Esercizio , o per costruire la misura di Lebesgue (si
veda pag, o per dimostrare il Teorema di Baire Il libro [Oxt80]
¢ un ottima introduzione alle tecniche di misura e categoria. Per una tratta-
zione enciclopedica della teoria della misura il riferimento d’obbligo € MEA-
SURE THEORY, il trattato in cinque volumi di D.H. Fremlin (quattro gia
pubblicati) [Fre01l, Fre02), [Fre03, Fre04]. Inoltre, se non assumiamo que-
sti principi, varie patologie possono manifestarsi: sottoinsiemi di R infiniti
ma Dedekind-finiti, funzioni discontinue in un punto Z, ma sequenzialmente
continue in Z, etc (si veda gli Esercizi e . Per una panoramica
dei vari “disastri” che possono capitare se non si assume AC, oppure DC
rimandiamo al libro di Herrlich [Her06|. Viceversa i vari “disastri” in analisi
(insiemi non Lebesgue misurabili, decomposizioni paradossali della sfera—si
veda la sezione costruiti mediante AC, ’assioma di scelta vero e pro-
prio, non sono ottenibile mediante DC, come afferma un celebre risultato di
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Robert M. Solovay del 1965 (vedi [Jec03l, pag.??]). Rimandiamo il lettore
interessato al libro [Sch97], una vera enciclopedia per quanto riguarda gli
aspetti fondazionali dell’analisi matematica. Per un’introduzione all’analisi
funzionale si veda il libro di Walter Rudin [Rud91].

17. Il Teorema di Ramsey*

Gli ultrafiltri su w hanno importanti applicazioni in vari settori della ma-
tematica, per esempio la topologia generale, I’analisi funzionale, etc. Come
esempio vedremo un’interessante applicazione alla combinatorica: il Teorema
di Ramsey. Ricordiamo che per ogni numero naturale r > 0

XI"={YcX[]Y|=r}.

¢ Dinsieme dei sottoinsiemi di X di cardinalita r (vedi (75)). Quando X
ha un ordine lineare canonico, come nel caso degli ordinali, gli elementi di
[X]" possono essere identificati con successioni crescenti di lunghezza r di
elementi di X. In particolare, se z € [X]"
elementi di £ enumerati in ordine crescente.

, allora xg,x1,...,x,—1 sono gli

Un grafo é un insieme di punti detti vertici e di archi o spigoli tra
questi: formalmente un grafo é una coppia (V, E) dove V # () & I'insieme dei
vertici ed E C [V]? & I'insieme degli spigoli. Diremo che (V, E) é completo
se E = [V]2. Dato un grafo (V, E) (non necessariamente completo) e un
numero naturale k£ > 0, una funzione f: ' — k si dice colorazione del grafo
con k colori: il colore dello spigolo {x,y} ¢ f({z,y}) € {0,1,...,k—1}. Se

f ¢ una k-colorazione, otteniamo degli insiemi C; &' f 1§} C [V]? tali che
V]?=CoU---UCy_; .
Viceversa, dati Cp, . .., Cx_1 C [V]? tali che [V]? = CouU- - -UCj_1, possiamo
definire una k-colorazione f ponendo
f({z,y}) = il minimo ¢ tale che {x,y} € C;.

Un sottoinsieme H C V si dice monocromatico ovvero omogeneo per la
colorazione f se f | E N [H]? & costante, vale a dire

Ji€ kVx,y € H{z,y} € E= f({z,y}) =1).

Equivalentemente, se [V]? = Co U --- U Cy_1, allora [H]? C C;, per qualche
i. 11 Teorema di Ramsey dice che se [N]? & colorato con k-colori, allora c’é
un sottoinsieme infinito H monocromatico. In effetti il teorema di Ramsey
dice molto di piu.

Teorema 17.1 (Teorema di Ramsey nel caso infinito). Supponiamo V sia
un insteme numerabile e

VI"=CoU---UCk_1
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dove k,r € w\ {0} e C; C [V]", allora esiste un H C V infinito tale che
[H]" C C;, per qualche i < k.

Dimostrazione. Cominciamo con due semplici osservazioni. Innanzi tutto
possiamo supporre che i C; siano a due a due disgiunti: in caso contrario si
considerano gli insiemi
C(,):C(] e Cz{—&-l :CZJrl\(C{)UCZ/)

La seconda osservazione € che basta dimostrare il Teorema per k = 2. Infatti
il caso £ = 1 é banale e per k£ > 2 si procede per induzione: supponiamo
vero il risultato per k > 2 e dimostriamolo per k+ 1. Per il Teorema nel caso
k = 2, esiste H C V infinito tale che [H]" C Cj oppure [H|" C C1U---UC}.
Se vale la prima possibilita abbiamo dimostrato il teorema, quindi possiamo
supporre

[H]" c (Cin[H])U---U(CeN[H]).

Per ipotesi induttiva ¢’¢ un H' C H infinito tale che [H]" C C; per qualche
1 <i <k, come richiesto.

Dimostriamo quindi il teorema per £ = 2. La dimostrazione procede per
induzione su r > 1.

Supponiamo r = 1: linsieme [V]' ¢ identificabile con V per cui il
risultato diventa:

Se V = Cy U (1, allora almeno uno tra Cy e C7 é infinito,

e questo discende immediatamente dall’Esercizio

Assumiamo il risultato vero per r e dimostriamolo per r» + 1. Per sem-
plicita notazionale possiamo supporre che V = w. Sia

Foll =2
la colorazione associata alla partizione {Cy, C1}, vale a dire
f(z)=1i & zeC;.
Se C; é finito, allora
H={necw|-Fzecw" (nexzNnzeclC)}

¢ infinito e [H]" C C}_;, quindi possiamo supporre che Cp e Cj siano
entrambi infiniti. Costruiremo un insieme K C w tale che

(718)  VZ,ge[K]" (o =yo A Axpo1 =yro1 = f(T) = f())

vale a dire: il valore di f(Z) dipende solo dai primi 7 elementi di Z. Possiamo
quindi definire una funzione g: [K]|" — 2 ponendo

9(z) = f(xU{n})
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per qualche (equivalentemente: per ogni) n € K conn > max(Z). Per ipotesi
induttiva ¢’¢ un H C K infinito ed omogeneo per g. Fissiamo z,y € [H]"*!.
Poiché K soddisfa e HC K, sez,y¢€ [H]"™ allora

f(@) =g({=o,...,zr1})
= g({yov <o 7y7"—1})
= /@),

cioé H é l'insieme omogeneo cercato. Quindi € sufficiente dimostrare 1’esi-

stenza di un insieme K che soddisfa .
Fissiamo un ultrafiltro non principale U su w. Per ogni Z € [w]" sia
Di(z)={nc€w|n>maxz A f(zU{n})=1i}.
Poiché
Do(z)UDi(Z) =w\ (maxz +1) € U
sia
i(Z) = 'unico i € 2 tale che D;(z) € U.
Costruiamo induttivamente una successione di naturali y, come segue:
e poiché r ={0,1,...,7 — 1} € [w]", allora
Yo = Di(r(r)
é ben definito; sia
2o = min Yy .
Osserviamo che yg > 7.

e Supponiamo di aver definito yq,...,y,. L'insieme

X, = [TU {y(];"'ayn}]r

¢ finito (ha esattamente ("+7*1) elementi) e poiché U ¢é chiuso per
intersezioni finite,

Y1 = ﬂ Di) (@) € U.
TEXn
Dato che () ¢ U, ne segue che Y, 1 # 0. Sia
Unt+1 =min Y41 .
E facile verificare che r < yo <91 < ... eche Yy D Y; D .... Sia
K={y,|new}.

Fissiamo un z € [K]" e sia y, = maxZ, per cui Z € X,,. Se n < m,h, allora
Ym,Yn € Yni1 © Diz)(2) per cul f(Z U {ym}) = f(Z U {yn}). Quindi K
soddisfa . O
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Osservazione 17.2. La dimostrazione data del Teorema di Ramsey usa AC.
Tuttavia il teorema € dimostrabile in ZF o in MK mediante un argomento
pit delicato—si veda ’Esercizio [17.4]

Corollario 17.3. Se < e < sono due ordini totali su un insieme infinito X,
allora c’e¢ un sottoinsieme infinito H C X su cui < coincide con < oppure
con ordinamento inverso =, vale a dire

Ve,ye Hz<yerxz<y) VVryeH<ysy<zx).

Esercizi

Esercizio 17.4. Costruire esplicitamente, senza usare ’esistenza di ultrafil-
tri, gli insiemi Y;, della dimostrazione del Teorema [I7.1] e concludere che il
Teorema di Ramsey é dimostrabile senza AC.

Esercizio 17.5. Due elementi z, y di un insieme ordinato (X, <) si dicono
incomparabili se

x4y AN yfuz.
Un sottoinsieme di X costituito da elementi a due a due incomparabili si

dice indipendente.

Dimostrare che per ogni successione (x,, | n € w) di elementi distinti di
di X ammette una sottosuccessione (z,, | kK € w) strettamente crescente,
oppure strettamente decrescente, oppure tale che { ,,, | ¥ € w } € un insieme
indipendente di (X, <).

In particolare AC,, implica che ogni insieme ordinato infinito contiene
una catena infinita, oppure insieme indipendente infinito.

18. Aritmetica cardinale (II)

L’Assioma di Scelta, che assumeremo d’ora in poi, ci consente di sviluppare
I’aritmetica cardinale.

Definizione 18.1. Per k, A cardinali definiamo ’esponenziazione cardi-
nale

Chiaramente, se kK < v e A < p sono cardinali, allora KN < UM,
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Esercizio 18.2. Siano x, A, u cardinali. Dimostrare che
() -
M = N gt
(K- N =kKF A,
Il Teorema di Cantor puo essere riformulato come
(79) VI (m < 2”') .

L’ipotesi del continuo, in simboli CH, & ’enunciato
2% =y,
o equivalentemente:
VX CR(|X| <NV |X|=|R]|).

L’ipotesi generalizzata del continuo (GCH) ¢ la naturale generalizzazione
di CH a tutti i cardinali infiniti:

Vo € Ord <2N“ = NQH) )
o equivalentemente:
VX C Z(Na) (| X] <RV [X]| = [Z(Ra)]) -
CH e GCH sono indipendenti da ZF + AC e da MK + AC, nel senso che né
ZF + AC né MK + AC sono in grado di dimostrare (Cohen, 1963) o refutare
(Godel, 1938) queste affermazioni.

18.A. Somme e prodotti generalizzati.

Definizione 18.3. Data una successione (k; | ¢ € I) di cardinali, la somma
generalizzata dei k; ¢

IS

icl

U4} x s

il

)

il prodotto generalizzato dei k; é

[T 5 = Xiersal -

el
Dalla definizione si ottiene subito che

o k=1 ic.1=> . Kiconk=1,
K — . J—
o 2" =[[;c.2 = [Lics K4, con k; = 2.
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Proposizione 18.4. Se I ¢ un insieme infinito e 1 < k;, per ogni i € I,

Zﬁi:m-supm.

iel iel
Dimostrazione. Per ogni a € sup;crk; scegliamo un i(a) € I tale che

@ € Ki(q): la funzione sup;er ki — Ui {i} X ki, o= (i), @) & iniettiva e
prova che sup;c; ki < Y .c; ki Chiaramente

|I\=Zl§sup/<ai

icl i€l
e quindi per [I] - sup;er ki < D ierki- Llinclusione (J;o{i} x ki C
I x sup,cy ki prova l'altra disuguaglianza. (]

Teorema 18.5. Per ogni famiglia di insiemi { X; |i € 1}

Uxi

el

< 1] sup| X -
el

Dimostrazione. Per ogni i € I fissiamo una bijezione f;: X; — |X;| e per
ogni = € (J;c; X; fissiamo un i(z) € I tale che z € Xj(,. La funzione

el iel

¢ iniettiva e quindi |;c; Xi| < Y;c7 [ X5|- N risultato segue immediatamente
dalla Proposizione [18:4] O

Teorema 18.6. Sia k un cardinale infinito ed F = { fo | < A} una fami-
glia di cardinalita A < k di funzioni finitarie su un insieme X di cardinalita
k. Allora

Clo(Y)] < max{w, A,[Y]}

per ognt Y C X.

Dimostrazione. Posso supporre X = k. Per la Proposizione Cly(Y) =
U Yn, dove Yo =Y e Yoy =Y, U{ f() | § € Y<“}. Per il Teorema [18.5]

¢ sufficiente dimostrare che per ogni n € w
Yol <v,

dove v = max(w, A, [Y|). Questo certamente vero se n = 0. Supposto vero
per un certo 7, allora |Y~“| < v per il Teorema e dato che Yj4;1 &
immagine suriettiva di F x Y~ si ha che |Yi1| < \-v =v. O
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Esercizio 18.7. Dimostrare che se |[I| >3 e2 < k; < \; (i € I), allora la
funzione F': | J;c;{i} X ki — Xier i che ad (4, ) associa la funzione F'(i, o) €
Xier\i definita da
a sei=j,
FGi,a)(j) =40 sei#jea>0,
1 sei#£jea=0,
¢ iniettiva.

Dalla formula (se |I| = 2) e dall’Esercizio[18.7 (se |I| > 2) ricaviamo

chese I #10
iel iel
Teorema 18.8 (J. Konig). Se k; < \; per ogni i € I, allora
Z Ky < H N .
iel iel

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che Y,.; x; # [[;c; Ais cioé che
nessuna funzione F': | J,{i} X ki — XjerAi puo essere suriettiva. Fissiamo
una F' come sopra: per ogni ¢ € I, 'insieme

{F(i,a)(1) | @ € K; }
ha cardinalitd < )\;, per cui possiamo definire la funzione f € X;erA;
f@) =min M\ {F(,a)(@) |« € ki }).

Verifichiamo che f ¢ ran(F): se, per assurdo, f = F(ig,ap), allora per
definizione di f,

flio) & { F(io, @) (io) | o € ki }

una contraddizione. (]
In particolare, se prendiamo x; = 1 e \; = 2 ri-otteniamo la .

18.B. Cardinali regolari e singolari.
Definizione 18.9. Una funzione f: 8 — « si dice cofinale (in «) se ran(f)
¢ illimitato in «, cioé

Vo < o33 < (a’ < f(ﬂ'))

La cofinalita di un ordinale « é il pitl piccolo § per cui esiste una f: 8 — «
cofinale. Questo 3 lo si denota cof («).

Vediamo qualche esempio.

18.B.1.  Dato che la funzione identica ¢ cofinale, cof(a) < «, per ogni a. In
particolare cof(0) = 0.
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18.B.2. La cofinalita di un ordinale successore v+ 1 & 1, come testimoniato
dalla funzione 0 — ~. Viceversa, se A ¢ limite, cof(\) & limite.

18.B.3. cof(w) = w e, per il Teorema cof (wy) = wy. Invece, cof(R,) =

w, dato che n — N, & cofinale.

Lemma 18.10. C’¢ una funzione f: cof(a) — « cofinale e crescente.

Dimostrazione. Sia « limite e g: cof(a) — « cofinale. Definiamo per

B < cof(a)
f(0) = g(0)
f(8) = min (a\ sup { max(g(7), f(7)) | v < B}).

Verifichiamo che la f ¢ definita su cof(«) e cioé che

o\ sup { max(g(7), f(v)) | v < B} #0,

per ogni 8 < cof (). Sia 3 < cof(a) minimo tale che

o= J{max(g(y), f(1) | v < B}

La funzione f: 3 — « & strettamente crescente e maggiora g | 3, dato che

Nn<p<pB = flr) >suwp{max(g(y), (V) |7 <12} > fln)gmn).
Quindi
a=sup{f(y)|y<B}

e f: B — « & cofinale e quindi 3 = cof(a). Abbiamo quindi dimostrato che
f: cof(ar) — a & cofinale e crescente. O

Lemma 18.11. Se f: 8 — «a e g: v — (8 sono cofinali e crescenti, allora
fog:v— a é cofinale e crescente.

Dimostrazione. La funzione f o g: v — « & chiaramente crescente. Se
o < asia (' < (§tale che f(3') > o esiay’ < tale che g(v') > . Allora
9(f() = o O
Corollario 18.12. cof(cof(a)) = cof(a).

Definizione 18.13. Un ordinale limite A si dice regolare se cof(\) = \.
Altrimenti si dice singolare.

Se A & un cardinale infinito, parleremo di cardinale regolare o singo-
lare.

Se f: |A] — A ¢ una bijezione, allora f ¢ cofinale e quindi un ordinale
regolare & sempre un cardinale regolare. Viceversa, gli ordinali limite che
non sono cardinali sono ordinali singolari.

Teorema 18.14. Ogni cardinale successore infinito K+ ¢ regolare.
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Dimostrazione. Sia « un cardinale > w e supponiamo, per assurdo, che
cof(kT) < k™. Sia f: cof(k™) — kT cofinale. Allora

wt= U 1@
i<cof (k™)

e quindi per il Teorema [I8.5]
R =Rl Y IF@)] S cof(r) - sup |f(D)] < &,

i<cof (k™) i<cof(r)
assurdo. O

Teorema 18.15. Se x ¢ un cardinale singolare allora esiste una successione
crescente (k; | i < cof(k)) di cardinali regolari tale che

K= sup k;= E Ki -

i<cof(r) i<cof(k)

Dimostrazione. Sia f: cof(k) — & cofinale e crescente. La funzione
g(a) =min{\ € k| X & regolare, A > f(a) e VB8 < a(g(8) < A)}

¢ definita per ogni a < cof(k) dato che i cardinali regolari sono illimitati
al di sotto di k e quindi se @ < cof (k) fosse il pit piccolo ordinale tale che
g(@) non ¢é definita, allora vorrebbe dire che k = supgz5 9(8), cioé g: @ — K
sarebbe cofinale, contro il fatto che @ < cof(x). Posto k; = ¢(1), si ha che

K= sup k; < Z ki < k-cof(k) =k
i<cof (k)

i<cof (k)
come richiesto. O
Teorema 18.16. Se k ¢ un cardinale infinito
Rcof(n) > K.
Dimostrazione. Se k ¢ regolare 'enunciato diventa k® = 2 > k, che é vero

per . Suppongo quindi che cof(k) < k. Per il Teorema [18.15| possiamo
trovare cardinali ; tali che K = Sup;cof(x) #i € quindi per il Teorema di

Konig [18:§]
K= Z Ki < H K = poof()

1<cof (k) i<cof (k)

Corollario 18.17. cof(2%) > k.

Dimostrazione. Se A = cof(2") < &, allora 2¢ < (26)) = 28% = 2K
contraddizione. O
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In particolare, cof (2¥0) > Rg e quindi 2%° non puo essere X,,, X4, (0, piil
in generale, Ny con \ < w; ordinale limite) né puo essere il primo punto fisso
della funzione X (vedi pag. Il seguente risultato é noto come formula di
Hausdorff.

Teorema 18.18 (Hausdorff). N7, = max (Nai1,80").

Dimostrazione. Se RX,41 < R allora per la Proposizione
Mo — NP = N > Ny > Rops

e quindi il teorema é dimostrato.

Supponiamo invece che Rg < N,11. Se f:Ng — N, 4, allora per la
regolarita di N,o41 (Teorema [18.14]) ¢’¢ un v < N, tale che ran f C ~.
Quindi MV, = U'7<Na+1 Rs~ e per il Teorema

Rg R Rg
Z\z0¢+1 - ‘U7<Na+1 5’7‘ S Na-‘rl . Na .
L’altra disuguaglianza ¢ immediata. O

18.C. Ulteriori risultati di aritmetica cardinale. Come abbiamo visto,
la funzione esponenziale

K 2"
dove k € un cardinale infinito, deve soddisfare
(i) k<A =28 <22
(ii) cof(2%) > k.

Un teorema di Faston asserisce che e sono le uniche restrizioni per
quanto riguarda i cardinali regolari. Per esempio, & possibile che 2F = g+
per ogni k regolare. Oppure é possibile che I'ipotesi generalizzata del conti-
nuo fallisca per la prima volta ad un qualsiasi cardinale regolare, vale a dire:
¢ possibile che 2¢ > kT e che VA < & (2>‘ = )\Jr), con x cardinale regolare
arbitrario. La situazione per i cardinali singolari & drasticamente differente.
Jack Silver dimostro nel 1974 che l'ipotesi generalizzata del continuo non
puo fallire per la prima volta a un cardinale singolare di cofinalita piu che
numerabile. Per esempio, se Vo < wq (2Na = Na+1), allora 281 = N, +1. 11
caso dei cardinali singolari di cofinalita numerabile & ancora diverso: Mena-
chem Magidor dimostro nel 1978 che é possibile che 'ipotesi generalizzata del
continuo fallisca per la prima volta ad X, cioé che Vn < w (2N” = Nn+1) e
28w > R, y1. Tuttavia il valore di 2% non puo essere arbitrariamente grande.
Infatti nel 1989 Saharon Shelah dimostro che se Vn (QN” < Nw), allora

Ry,
27 < Ruin(u,(2%0) ) -
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Esercizi

Esercizio 18.19. Sia V uno spazio vettoriale su un campo k e sia B una
base di V. Dimostrare che |[J{V* | X C B,|X| <w} si surietta su V.
Concludere che se V' ¢ di dimensione infinita, cio¢ |B| > 8o, allora |V| =
max(|k|, |B|).

Esercizio 18.20. Supponiamo che f;: k; — « sia cofinale e crescente e che
k; sia regolare (i =0, 1). Allora kg = k1 = cof(a).

Esercizio 18.21. Sia 7 una topologia secondo numerabile su un insieme X.
Dimostrare che Bor(X,T) = U,.,, Sa € che [85] < 2% . Concludere che
|Bor(X,T)|, la cardinalita della famiglia dei Boreliani di X, & < 2%, In
particolare |Bor(R)| = 2%,

Note e osservazioni

I risultati di consistenza relativa dell’ipotesi (generalizzata) del continuo
e della sua negazione sono stati ottenuti da Kurt Godel nel 1937 e Paul
Cohen nel 1963. Per un’esposizione moderna si vedano i libri di Kunen
[Kung&0] e di Jech [Jec03]. In particolare, nel secondo libro si trovano tutte
le dimostrazioni dei risultati menzionati nella sezione






Capitolo II1

Strutture e linguaggi

19. Strutture

Una struttura A consiste di un insieme non-vuoto A dotato di una famiglia
di relazioni R; C A™ (i € I e n; > 1), di funzioni fj: A™ — A (j € Je
mj > 1) e di elementi privilegiati ¢, € A (k € K). Non escludiamo che uno
o piu tra gli insiemi I, J e K siano vuoti.

19.A. Esempi.

19.A.1. Un semigruppo ¢ (o meglio: puod essere costruito come) una strut-
tura

(S, %)

con un’operazione binaria associativa *x: S x S — S, nessuna relazione e
nessuna costante. Un gruppo puod essere identificato con una struttura con
un’operazione binaria * (il prodotto), un’operazione unaria ' (I'inverso) ed
una costante e (Iidentitd). La struttura risultante sara

<Ga *, /7 €> .

19.A.2. Ricordiamo che un grafo & un insieme V' # () di vertici e un insieme
E C [V]? di spigoli (pagina . Ogni grafo puo essere identificato con la
struttura (V, E) dove E = { (z,y) | {z,y} € E}.

19.A.3. Un (pre-)ordine (A, <) & una struttura con un’unica relazione bi-
naria < su A che soddisfa le usuali proprieta dei pre-ordini, cioé riflessiva
(antisimmetrica) e transitiva.

19.A.4. Un anello ¢ una struttura (R,+,-,0), dove + e - soddisfano alle
usuali proprietd e 0 é una costante. Un anello unitario ¢ una struttura

(R,+,-,0,1).

155
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19.A.5. Uno spazio vettoriale su R ¢ una struttura (V,+, (A, | z € R),0)
dove +: V x V — V & l'operazione di somma di vettori, 0 € V & ’elemento
neutro e A\y: V. — V, v — xv ¢ il prodotto per scalare. Questa ¢ una
struttura con nessuna relazione, un’operazione binaria (+), 280 operazioni
unarie, (Az, * € R) e una costante.

Piu in generale, un R-modulo sinistro (dove R ¢ un anello) puo essere
visto come una struttura (M,+,(\; | z € R),0), dove \p,: M — M, m —
xm, é il prodotto per ’elemento = € R.

19.B. Definizioni. Un tipo di similarita o segnatura é una 4-upla 7 =
(I,J,K,ar), con I, J, K insiemi disgiunti e ar: I UJ — w \ {0}. Una
segnatura 7 si dice

e relazionale se J = K = ),

e funzionale se [ = K = (),

e finita se la sua cardinalita ¢ finita, dove la cardinalita di 7 é il numero
cardinale
card(t) = |I| + |J| + | K] .

Una 7-struttura é una 4-upla
A=(A RN iel) (ff e ) e | ke K))

tale che

A = ||A|| ¢ un insieme non-vuoto detto l'universo di A,
RiA C A>@) per ogni i € I,

ffl: A*() — A, per ogni j € J,

° cfeA, per ogni k € K.

Le relazioni R{q, le funzioni f]A e gli elementi cﬁ si dicono, rispettivamente,
relazioni, funzioni e costanti della 7-struttura A. Una 7-struttura si dice
relazionale (funzionale) se 7 ¢ relazionale (rispettivamente: funzionale). La
classe delle 7-strutture si indica con

Ste(T) .
Esercizio 19.1. Dimostrare che Gtr(7) & una classe propria.
Diremo che due segnature 7 = (I, J,K,ar) e 7/ = (I', J', K',ar’) sono

isomorfe se esiste una bijezione ¢: TUJUK — I'UJ' UK’ tale che [I] = I,
olJ] =J, ¢|[K] =K eperognizelUlJ

ar'(p(x)) = ar(a)
¢ evidente che ¢ induce una classe-funzione bijettiva

O Ste(r) — Ste(7) .
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Inoltre, con abuso di notazione, scriveremo
rCr
selICI',JCJ, KCK ear=ar | TUJ.
Se A, B € Str(7), un morfismo da A in B ¢ una funzione 7: ||A|| — [|B||
o Va e A>() (C_l € R & n(a) € R?), per ogni i € I,

o Va e Aar(j)(w(ff(&)) = ij(ﬂ'(C_L))), per ogni j € J,

o m(cft) =cP, per ogni k € K.

Esercizio 19.2. Verificare che Gtr(7) ¢ una categoria.

Notazione. Per semplicita di notazione se 7 & una funzione di dominio A,
scriveremo a € A e w(a) invece di (a1, ...,a,) € A<¥ e (n(a1),...,m(ay)).

E importante che un morfismo preservi tutte le costanti. Per esempio
F:7Z — 7Z, k— 0, é¢ un morfismo della struttura (Z, +, -, 0) in sé stessa (cioé
¢ un morfismo di anelli), ma non ¢ un morfismo di (Z,+,-,0,1) in sé stessa
(cioé non ¢ un morfismo di anelli unitari). Un’immersione di A in B ¢
un morfismo iniettivo di A in B; un isomorfismo é un morfismo bijettivo.
Diremo che A e B sono isomorfe

A=B

se ¢’é un isomorfismo tra le due strutture—chiaramente = ¢ una relazione di
equivalenza su Str(7). Un automorfismo ¢ un isomorfismo di una struttura
in se stessa e

Aut(A)
¢ il gruppo degli automorfismi di A. Diremo che A si immerge in B, in
simboli

ACB.
se ¢’é¢ un’immersione di A in B. Nel caso in cui 'universo di A ¢ fisicamente
contenuto nell’universo di B e le relazioni, funzioni, costanti di A coincidono
con 1 restrizioni di quelli di B, cioé se ||A| C [|B| e la funzione identica
A — B ¢ un’immersione, allora diremo che A ¢ una sotto-struttura di B

ACB.

Se inoltre A # B (o, equivalentemente, ||A| # ||B||) diremo che A ¢ una
sotto-struttura propria di B, in simboli

ACB.

L’espressione A C B significa che A ¢ (isomorfo a) una sotto-struttura di
B; analogamente A © B significa che A ¢ (isomorfo a) una sotto-struttura
propria di B La cardinalita di A

card(A)
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¢ la cardinalita |A| dell’'universo A = ||A]|.

Se B C A, allora B = ||B|| ¢ un sottoinsieme dell’'universo di A. Il
viceversa non & vero: cioé¢ se B C ||Al|, non & detto che B sia 'universo
di una B sotto-struttura di A. Quando cido accade la struttura B é unica e
quindi, con abuso di linguaggio, diremo che B ¢ una sotto-struttura di A.

Esercizio 19.3. (i) Se A ¢ una struttura relazionale allora ogni ) # B C
|A]| € P'universo di una sotto-struttura. Se A & priva di funzioni (cioé
Jr=0)ed#BD {cjcq | ke K }, allora B é 'universo di una sotto-
struttura.

(i) Se 0 # X C [JA]| e
S={||B] | X CBIABCA}.

Allora S = (X & l'universo di una sotto-struttura 8§ C A, la sotto-
struttura generata da X. Dimostrare che S ¢é la chiusura di X U

{cf'| k € K} sotto le funzioni {fJA | j € J} e quindi
S| < max([J], [K],[X],Ro).
Ser={(I,J,K,ar) e 7/ = (I',J', K',ar') sono tipi di similarita, con un
abuso di linguaggio poniamo 7 C 7’ se e solo se

ICI', JCcJ, KCK', a'|IuJ=ar.

Se A’ & una 7'-struttura e 7 C 7/, la contrazione di A’ a 7 & la T-struttura
AT = (WILRE Tie D). (Y G e ) (6 | ke K))

Esercizio 19.4. Dimostrare che la mappa Str(7') — Ste(7) ¢ un funtore

dimenticante.

Viceversa, se A ¢ una 7-struttura e A’ ¢ una 7/-struttura la cui contrazio-
ne a 7 ¢ A, allora diremo che A’ ¢ un’espansione di A a /. Ogni 7-struttura
ammette una 7’-espansione, ma, in generale, ad una stessa T-struttura corri-
spondono pit 7/-espansioni. In altre parole il funtore contrazione Ste(7’) —
Str(7) ¢ suriettivo.

19.C. Ultraprodotti. Sia X é un insieme non-vuoto. Il prodotto di una
famiglia di 7-strutture { A, |z € X} ¢ la 7-struttura [[, A, di universo
Xzex ||Az|| dove le relazioni, funzioni e costanti sono definite nel modo ovvio:
se, per esempio, ar(i) = 2 e ar(j) = 1, allora per ogni g, h € Xzex|Az|:

(9.h) € R o va € X ((g(2), hz)) € R%),
et (g) = (£ (g(2) | 2 € X)
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e per le costanti:
cgll‘Az = <cﬁf | x € X).

Se F' & un filtro su X, consideriamo la relazione d’equivalenza ~ su
Xoex|[Az||
g~he{reX|glx)=h(x)}eF
e sia
Ap ={[g] | 9 € Xpex|Asll }.
Il prodotto ridotto rispetto ad F' ¢ la 7-struttura [[, A, /F = [[p A, di
universo Ar dove

e sear(i)=nelgql,...,[9.] € AF, allora
(i) [onl) € R & { € X | (01(0), o ula) € R f € F
e sear(j)=nelqal,...,[9.] € A, allora

A (g, gal) = [ (913, ga(@)) | @ € X)]
o Al —[(che | 2 e X)),

Esercizio 19.5. Verificare che la definizione del prodotto ridotto di strutture
& ben posta. Dimostrare che il prodotto di strutture € un caso particolare di
prodotto ridotto.

Se A, = A per ogni x € X, diremo che
[[A:=AY/F
F

¢ una potenza ridotta. Se F' ¢ un ultrafiltro, diremo che [[p A, ¢ un
ultraprodotto; se A, = A per ogni x € X, parleremo di ultrapotenza.

Esercizio 19.6. Dimostrare che se U ¢é I'ultrafiltro principale su X generato
da {zo}, allora [[; Az = Ag,.

19.D. Limiti diretti. La categoria Gtr(L) delle L-strutture ammette li-
miti diretti—la verifica & una generalizzazione del fatto che &tp, la categoria
dei gruppi ( e PO, la categoria degli ordini ( ammettono
limiti diretti.

Fissiamo un insieme diretto superiormente (X, <) di indiciﬂ e un siste-
ma diretto superiormente di 7-strutture e morfismi A, (z € X) e
oyt Ae — Ay (x < y). Il limite diretto limzex A, ¢ la struttura A il
cui universo ¢ l'insieme A, definito in . Vediamo ora come definire le

lusiamo le lettere X e = per gli indici dato che le lettere I e i sono gia impegnate per
enumerare le relazioni delle strutture.
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relazioni R (i € I), le funzioni fJA‘X’ (7 € J) e le costanti cﬁ‘x’ (k € K).
Se ar(i) = n definiamo R/ C A"

((1,a)] oy [(@nsan)]L) € B> &
Jy > @1, ... 2n ((wm,y(al), T, yan)) € R;“y) .
Se ar(j) = n definiamo ffw AL — As.

17 ()l L@ an)]) = [ (e (@1), -3 Ty (@)

per qualche y > z1,...,z,. La verifica che la definizione di RiA“ e di f;q‘”

non dipende dalla scelta dei rappresentanti ¢ analoga alle verifiche nel caso
degli ordini (§10.D.3)) e nel caso dei gruppi (§10.D.2). Infine se k¥ € K
definiamo cﬁ“’ € Ay

> € A = [(z,¢f)]
per un qualche z € X. Se y € X & un altro elemento di X, sia z > z,y: dato
che
A
Tz (cp”) = cp =myz(c;")
si deduce che (z,c.*) ~ (y, cﬁy) e quindi ¢, ¢ ben definito.

Infine, i morfismi 7, oo : Az — Ao sono dati dalle funzioni

Tr.o0o(@) = [(2,a)] .

Esercizi

Esercizio 19.7. (i) Verificare che le 7, o sono davvero dei morfismi, che
r<y= 00 © Mgy = Tx,00

e che vale la seguente proprieta di universalita: per ogni B € &tr(7) e
per ogni famiglia di morfismi ¢, : A; — B talichex <y = pyom,y =
g, esiste un unico morfismo : lim Ay — B che rende il diagramma

A; T lim A,

commutativo.
(ii) Verificare che se i ¢, sono immersioni anche v ¢ un’immersione.

(iii) Verificare che l'unione di strutture ¢ un caso particolare di limite
diretto.
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Esercizio 19.8. Una struttura si dice finitamente generata se é generata
da un insieme finito. Per ogni 7-struttura A sia

§B(A)={B | B C Ae B eé finitamente generata } .

Per B C C sotto-strutture finitamente generate di A sia mge: B — C la
mappa di inclusione. Dimostrare che (§&(A), C) & diretto superiormente e
che §&(A) con le funzioni mg e forma un sistema diretto superiormente di
T-strutture e morfismi e che

A = lim (B | B e FE(A)).

20. Linguaggi

Le strutture si distinguono in base alle proprieta che soddisfano. La contro-
parte matematica del concetto intuitivo di proprietd é quello di formula di
un linguaggio formale. Per ogni segnatura 7 costruiremo un linguaggio L e
a partire da esso costruiremo le sue formule ¢. (Tanto gli L quanto le ¢
saranno insiemi.) Vedremo poi come definire la nozione “la formula ¢ ¢ vera
nella struttura A”. Le formule di L sono la codifica insiemistica delle usuali
espressioni matematiche riguardanti le 7-strutture e quindi avremo bisogno
di una controparte insiemistica dei vari simboli logici: 4,V,—,V,.... Al fine
di evitare confusioni, in questa sezione (ma solo in questa) distingueremo
tipograficamente tra i simboli del linguaggio oggetto (che sono insiemi) e
quelli del linguaggio informale in cui vengono esposti i risultati.

20.A. Simboli. Un linguaggio del prim’ordine L é costituito da
e una lista infinita di oggetti che chiamiamo variabili
Vo, V1,02,...,Up,...

e cinque oggetti distinti che chiamiamo connettivi -, V, A, = ¢ &,

e due oggetti distinti 3 e V che chiamiamo, rispettivamente quantifica-
tore esistenziale e quantificatore universale,

e un oggetto che chiamiamo simbolo di uguaglianza =,

e tre famiglie disgiunte di oggetti che chiamiamo, rispettivamente, sim-
boli di relazione { R; | i € I }, simboli di funzione o di operazione
{f;|jeJ}, simboli di costante {¢; | k € K },

e una funzione ar: { R; | i € I}U{fj | j€J} — w\{0}, detta arieta.

Spesso i simboli di relazione sono detti predicati. La natura di questi oggetti
¢ irrilevante: per esempio possiamo stipulare che

Up = (O7n) s
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che 1 simboli
- vV A = & 3TV =

siano, rispettivamente, le coppie (1,0), (1,1),...,(1,7) e che
R, f; ck

siano, rispettivamente, (2,7), (3,7) e (4,k). Diremo che R; ¢ un simbolo di
relazione m-ario se m = ar(R;) e, analogamente, f; & un simbolo di funzione
n-ario se n = ar(f;). Quindi

Definizione 20.1. Un linguaggio L & una coppia (8, ar) dove 8 & un insieme
di coppie ordinate e

(a,b) eS8 < (a=0Abew)V(a=1Abe{0,1,...,7})
Viea=2Abel)V(a=3AbeJ)V(a=4NbeK)
ear: ({2} x I) U ({3} x J) — w\ {0}. Gli insiemi Vbl, Rel, Func, Const C 8§
sono definiti da:
Vbl = {0} x w
Rel={se8|Jiel(s=(2,9))}
Func={se8|3JjeJ(s=(3,7))}
Const ={se8|Jke K (s=(4,k))}

e quindi
8 = VblURelUFuncU Const U{—, V,A, =, <&, 3.V, =}

Ogni tipo di similarita 7 genera un linguaggio L, e, viceversa, ogni lin-
guaggio L genera un tipo di similarita 77,. Una L-struttura é, per definizione,
una 7r-struttura e Ste(L) = Gte(rr). La cardinalita di L ¢é

card(L) = max(Xo, 1|, |]], |K])
= max (N, card(7r,))
=|8] .

Diremo che L ¢ un sotto-linguaggio di L’ ovvero che L’ é un’estensione
di L se e solo se 71, C 77/ €, con abuso di notazione, scriveremo

Lcr.

Definizione 20.2. Se 7, = (I, J, K, ar), A € 6tt(L) e B C |\A||, I'espan-
sione A’ di A in cui ogni elemento b € B & una costante si dice espansio-
ne canonica di A mediante gli elementi di B. Formalmente si pone
T =(I,J,KU{V |be B}, ar) conil distinti e tali che ¥ ¢ TUJUK e
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(per esempio b’ = (b,I U J U K)). Per semplicita notazionale useremo ba

posto di ¢y e useremo L U { b |be B } per indicare il linguaggio L, e
<‘A? b>b€B

per l'espansione canonica di A mediante gli elementi di B.

nalogamente, se € una relazione su e f, € una funzione finitaria
Anal te, se Ry 1 A y f finit

su ||Al|, dove z e y variano negli insiemi X e Y, possiamo definire I’espansione
canonica di A mediante le relazioni R, e le funzioni f,

<‘A7 Rl‘7 fy)xEX,yEY .
Il linguaggio per questa struttura ¢ L U { R, |z e X } U { fy lyeY }
20.B. Termini. I termini di L sono le variabili, le costanti e le espressioni
Fi(t1, ..., tm), dove t1,... ¢, sono termini. Formalmente I'insieme
Term = Term(L)

dei termini ¢ Words(VblUFuncU Const, a), I'insieme delle parole sull’in-
sieme di simboli VblUFuncU Const, dove a(s) = 0 se s € VblUConst e
a(s) = ar(s), se s € Func. Term, = Words,, & l'insieme dei termini di
altezza < n, quindi Termg ¢é identificabile con VblU Const e

Termy, 11 = { <fj>’\t1“...’\tm |jeJm= ar(fj),tl,...,tm € Termn}
U Term,, .

Scriveremo f;(t1,...,tm) al posto di (f;)"t17 ... "ty e spesso utilizze-
remo la notazione ad albero

f
tl/ta\tm

11 Corollario garantisce che un termine che non sia una variabile o una
costante ¢ della forma f;(t1,...,t,) per un’unica m-upla ti,...,¢,. L'in-
sieme V(t) delle variabili di un termine ¢ ¢ definito per ricorsione su
ht(¢):

o Vier) =0e V(vn) = {vn},
e V(f(t1,....t,) =V (t1)U--- UV ().
L’insieme dei termini chiusi
ClTerm = {t € Term | V(t) =0}

é la collezione dei termini costruiti a partire dalle costanti.

20.C. Esempi di linguaggi e termini.
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20.C.1. Il linguaggio minimale. Consideriamo il linguaggio pitt semplice in
assoluto, Ly, quello che non contiene alcun simbolo di relazione, di funzione
o di costante. I termini sono le variabili e nessun termine € chiuso. Piu in
generale, in ogni linguaggio L privo di simboli di funzione e di simboli di
costanti Term(L) = Vbl e ClTerm(L) = ().

20.C.2. Il linguaggio dei semigruppi. Il linguaggio dei semigruppi Lgg, con-
tiene solo un simbolo di funzione 2-aria *. Ogni semigruppo puo essere visto
come L-struttura, ma, ovviamente, non vale il viceversa. Per ogni variabile
@ possiamo costruire il termine

Q.
=

Poiché (xxx)*x e * (x*x) sono termini distinti, rappresentati dagli alberi

VRN /N
* x x *
RN RN
x x x x

¢’é una certa arbitrarieta nella definizione di x"; per esempio potevamo
definirlo cosi che &"t! = x % &™. Le possibili definizioni di 3 sono 2, per
x* sono 5 e per x® sono 14. Il numero di termini distinti contenenti n + 1
variabili ¢ una quantita ben noto in Combinatorica: ¢& (2") — ( 2n ) il numero

n n—1
di Catalan di ordine n.

20.C.3. Il linguaggio degli anelli unitari. Il linguaggio degli anelli unitari
L., ha due operazioni binarie: + e -, una operazione 1 aria: —, e due
costanti: 0 e 1. Ogni anello unitario ¢ una Ly,g-struttura, ma non viceversa.
Possiamo quindi costruire dei termini chiusi ¢,, dove n varia in Z: basta porre
to=0,t1=1,t,4.1=t,+1epern<0porret, =—1_,.

20.C.4. Il linguaggio delle algebre di Boole. 1l linguaggio Lpele delle algebre
di Boole ha un simbolo di relazione binaria <, due simboli di funzione A e
V binarie, un simbolo di funzione unaria * e due costanti: 0 e 1. Ad ogni
termine ¢ possiamo associare il termine duale  ottenuto scambiando V con
A e 0 con 1. Ad ogni espressione del tip(ﬂ

txy,...,xn) < s(x1,...,x,)

(80) t(a‘,‘lj...,iﬂn):S(wlw-'awn)

possiamo associare le espressioni duali
$(xy,...,xp) <t(xq,...,2p)

(81) )
é(mlw : 'amn) = t(mlv' : 'amn)

2Come vedremo in 3, espressioni siffatte si dicono formule atomiche.
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Quindi il principio di dualita formulato nell’Osservazione dice che un’e-
spressione come in vale in ogni algebra di Boole se e solo se ’espressione
duale vale in ogni algebra di Boole.

20.C.5. Il linguaggio numerabile massimale. Sia
Lo={Rum]| n,me,n#O},{fnym | n,me,n#O},{cm |mew})
dove, per ogni m € w,

e R, ,,, ¢ un simbolo di relazione n-aria,

® fpm € un simbolo di funzione n-aria,

e ¢, ¢ un simbolo di costante.
Ogni linguaggio numerabile L é un sottolinguaggio di L., quindi ogni
struttura numerabile ¢ una contrazione di una L.-struttura.
20.D. Formule. Una formula atomica di L é una stringa

(R)"t1” ...ty
dove R; & m-ario e tq,...,t, sono termini, oppure é una stringa
<E>At1/\t2

con t; e ty termini. Scriveremo AtFml = AtFml(L) per indicare 'insieme
delle formule atomiche.

L’insieme Fml = Fml(L) delle formule di L ¢ il piu piccolo insieme di
stringhe contenente AtFml e chiuso sotto le seguenti operazioni:

* ©— 1P,
(@,1) = (0)"@ 1, dove O € {V, A, =, ¢},
e p—dv, e

°* ¢ — Vv, Q.
Notazione. (a) Le lettere greche @, \,x,... variamente decorate variano
su Fml.

(b) Il simbolo O verra usato per designare un generico simbolo di connettivo
binario, vale a dire un elemento di {V,A,=>,<}.

(c) Scriveremo x Z t invece di (s = t).
Formalmente Fml é I'insieme delle parole su (S, a) dove
S={V,A=>}U{Tv,, Vv, |n €w}UAtFml
e a(@) =0, per ogni n e ogni @ € AtFml,
e o(m)=1ca(D) =2
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e a(Jv,) = a(Vv,) =1, per ogni n € w.

Osserviamo che le espressioni “3v,,” e “Vwv,,” sono da considerarsi come sim-
boli di base, da cui poi costruire le parole e quindi, a rigor di logica, dovrem-
mo scrivere (3,v,) € S e (V,v,) € S. Al fine di alleggerire la notazione
utilizzeremo le seguenti convenzioni:

e Scriveremo
Ri(tl,...,tn) e tl Etz
invece di (R;,t1,...,t,) e (=,t1,t2) per le formule atomiche e
e, VY, oAV, o=V, oY, Fv,0, Vu,e
invece di (=)7@, (V)7@7, (A)"07 Y, ()70, (&) 9.
e Per evitare un eccessivo uso di parentesi, useremo la convenzione per
cui — lega pin fortemente di V, A, = 0 <>,

e Le lettere x,y, z, w variamente decorate variano su Vbl.

Per esempio, nel linguaggio L contenente una simbolo costante 0, un
simbolo di relazione 1-aria s, e un simbolo di predicato 1-ario P, la formula

(82) P(0)AVz (P(x)= P(s(x))) =>VxP(x)

é la scrittura informale della parola (cioé della stringa)

[=[A]lP0]Vz | Pz|=] Psz|Va | Pz
dove abbiamo evidenziato ciascun simbolo di S e il simbolo x sta per un
qualche elemento di Vbl, per esempio v3, oppure vsosg. Naturalmente, una
formula puo essere vista come un albero etichettato in cui i nodi terminali
sono formule atomiche e gli altri nodi sono connettivi, oppure quantificatori
seguiti da una variabile. La formula qui sopra puo essere scritta come:

=
PN
A Vz
N |
(0) Ve P(x)
4
PN
P(x) P(s(z))

P

L’altezza ht(¢) di una formula ¢ 'altezza di @ come parola. Quindi ¢ definita

da
e ht(@p) =0se @ € AtFml,
o ht(=p) = () + 1
e ht(Pp O x) = max(ht(1p), ht(x)) + 1,
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e ht(Jv, P) = ht(Vv, P) = ht(P) + 1.
Per esempio, ’altezza della formula é 4.
L’insieme Sub(¢) delle sotto-formule di @ ¢ definito da
0 se @ € AtFml,
Sub() = { {1} U Sub() se @ € {~p, 3z, Va b},
{W,x} USub(p) USub(x) se @ =1 Ox.
Per esempio, le sotto-formule di sono:

P(0) P(x)
P(s(z)) P(x)= P(s(z))
VzP(x) Vz (P(x)= P(s(x))).

Esercizio 20.3. Verificare che se L C L' allora Term(L) C Term(L’) e
Fml(L) C Fml(L').

20.E. Occorrenze libere e vincolate. Come abbiamo visto nella sezione
una formula di un linguaggio L ¢ una parola su un certo (X, a), cioé
una stringa finita i cui elementi sono formule atomiche, connettivi, o quan-
tificatori con variabili. Dato che anche le formule atomiche sono a loro volta
delle stringhe, é possibile vedere una formula come una stringa di elementi
di 8, dove 8 & come nella Definizione . In particolare la formula (82)) puo
essere vista come una stringa di lunghezza 16

= A P]o]v]z][Plz=]P|s|[z]|V]|z]P]z]

dove abbiamo evidenziato ciascun simbolo. (La lunghezza della stessa for-
mula, vista come parola su X' ¢ 9.) Un’occorrenza di una variabile  in
una formula @ & un n € lh(@) per cui & & 'oggetto al posto n-esimo nella
sequenza @, cioé @(n) = x. Per esempio, se @ ¢ la formula

Jy (R(y, z)A f(z) = z)
vale a dire @ ¢ la stringa
<37y7A7R7 y7 x7E7 f’ Z’ x)

allora le occorrenze di « sono 5 e 9, quelle di y sono 1 e 4, quella di z é 8.
O(x; @) é l'insieme delle occorrenze di « in ¢. Chiaramente O(x; @) = ()
se e solo se  non compare in @. Una variabile & occorre in @ se e solo se
O(x; @) # 0.

Un’occorrenza di una variabile & in una formula puo essere libera oppure
vincolata ma non entrambe: le occorrenze di « in una parte della formula
del tipo Jx @ o Vx @ sono tutte vincolate. Formalmente, 1'insieme

FO(z; ¢) C O(x; 9)
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delle occorrenze libere di @ in @ é definito induttivamente come segue:
e se @ € AtFml, allora FO(x; @) = O(x; @)
e se @ = Oy, allora
FO(z;9)={1+n|ne€ FO(x;YP) }U{1+1h(p)+n|nec FO(x;X) }
e se @ = —, allora
FO(w;9) = {1+n|ne FO(z;p) }
ese@=3TyPpoe=Vyp, ey #x, allora
FO(w;9) = {2+n | ne FO(z: %) }
e se @ = 3z oppure @ = Vx P, allora FO(x; @) = (.
Una variabile & occorre libera in @ se FO(x; @) # (). L’insieme
O(z; 9) \ FO(z; @)
¢ 'insieme delle occorrenze vincolate di « in @.

Esercizio 20.4. Dare un esempio di una formula ¢ in cui una variabile
occorre libera e vincolata.

L’insieme delle variabili che occorrono libere in ¢ ¢ indicato con
Fo(@) % {z e Vbl | FO(z; ) #0}.
La notazione
o1,z
significa che le variabili che occorrono libere in @ sono tra x1,...,x,, vale a

dire Fv(¢@) C {z1,...,x,}. Un enunciato ¢ una formula priva di variabili
libere; 'insieme degli L-enunciati si indica con

Sent(L)

e di solito le lettere o, T, ... variamente decorate denotano un enunciato.

20.F. Sostituzione di termini. Se t,uq,...,u, sono termini e x1,...,x,
sono variabili distinte

tlui/x1, ..., un /)
¢ il termine ottenuto da t sostituendo wuq,...,u, al posto di ®q,...,x,. La
definizione formale di t[u;/x1, ..., u,/x,] ¢ per induzione sull’altezza di ¢:

t se V() N{xy,...,x,} =0,

U, se t = x,,, per qualche 1 < m < n,
tui/x1, ... un /) =
Fittilur/zy, .. un /0], .t [ur /e, wn f2y])

set=f;(t1,....tn)
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Osservazioni 20.5. (a) Mentre le variabili @1, . .., @, devono essere neces-
sariamente distinte, non si richiede questo per i termini wy, ..., uy.
(b) I termini uy,...,u, devono essere sostituiti a xi,...,x, simultanea-

mente, vale a dire non & possibile prima sostituire &1 con w1, nel ter-
mine cosi risultante sostituire @2 con wus, etc. In altre parole, in ge-
nerale il termine t[uy /@1, ..., u,/x,| ¢ differente da t,, dove tg =t e

tk+1 = tk [uk+1/mk+1] (Esercizio .

Se @(x1,...,2,) & una formula e ¢1,...,t, sono termini, allora
(83) Qti/x1,. ...ty /2y
¢ la formula ottenuta da ¢ sostituendo le occorrenze libere di x4, ..., x, con
t1,...,ty:
t, =t se @ € Ty = Tk,
R;(tg,,... tk,) se @ & Ri(xp,,..., %k, ),

A(Pp[ti/x1, ...ty /Ty]) se @ & M,
lb[tl/wl,...,tn/:cn] Dx[tl/azl,...,tn/xn]
Qti/z1, ..t fmy] = se @ ¢ P Ox,
lel)[tl/xl')"'?tn/wn] Se(pélel)e
y¢{x,...,zn}

lel)[tl/a:17'"7tk71/mk717tk+l/wk+l7'"7tn/wn]
se @ ¢ Qy ey = wy,

dove Q ¢é 3 oppure V.

Esercizi

Esercizio 20.6. Dimostrare che se o ¢ V(u1) e €1 ¢ V(uy), allora

(tlur/z1]) [uz/@2] = (tluz/zo]) [ur/@1] = tlur /@1, u2 /2] .

dimostrare con un controesempio che U'ipotesi €o ¢ V(u1) A @y ¢ V(ug) &
necessaria.

21. La relazione di soddisfazione

21.A. Interpretazione di termini in strutture. Se ¢ é un termine chiuso
di L e A é una L-struttura, possiamo far corrispondere a ¢ un unico elemento
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t"* ¢ ||A||, l'interpretazione di t in A:

A ckA se t = ¢y,
FREL ) set=fi(t,.. . t).
Per esempio, il termine 1 + 1 4 1 nel linguaggio L., degli anelli con uni-
ta, interpretato in Z ¢ il numero 3, interpretato in Z/3Z ¢ lo 0 dell’anello.
Osserviamo che se A’ & un’espansione di A e A C B, allora

(84) th =" =P,

Se t & un termine non chiuso, non possiamo associargli un’interpretazione
in A se prima non assegniamo un valore alle variabili. Fissiamo una

g: Vbl — ||A]|l.

Una funzione siffatta si dice assegnazione in A. Ad ogni termine ¢ possiamo
associare un elemento di [|A]l,

t1g]
detto l'interpretazione di ¢ mediante g ponendo
ch setéc,
tg] = < g(x) seteéa,
FAufg], ... ullg) sete flug,. .. uy).

Per esempio, nel linguaggio Lying se t & (z + y):(x + y) e g & un’assegnazio-
ne in A tale che g(x) = a e g(y) = b, allora t*[g] & I'elemento (a+b)? € || A||.
Il prossimo risultato dice che ¢*[g] dipende solo dai valori di g(x), con x
variabile di t.

Lemma 21.1. Se g,h: Vbl — ||A| sono assegnazioni tali che g [ V (t) =
h | V(t), allora t"[g] = t*[h].

Dimostrazione. Se t = ¢ con ¢ € Const oppure t = x con x € Vbl, il
risultato & immediato. Supponiamo che t = f(ui,...,uy). Allora V(t) =
V(u1) U--- U V(u) e quindi, per ipotesi induttiva, ufl[g] = uf'[h], per

i=1,...,n, quindi
t4g] = FAw gl - utlgl) = £, uf[R) = A

Supponiamo che le variabili di un termine t di L siano comprese tra
Z1,...,Ty, vale a dire V(t) C {x1,...,x,}. Siano ai,...,a, elementi di
|lA|| non necessariamente distinti. Se g e h sono assegnazioni in A tali che
g(x;) = h(x;) = a;, per 1 < i < n, allora, per il Lemma , t[g] = t*[n).
Quest’elemento lo si denota con

tNai, ..., an].
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Un modo equivalente per definire t%[a1,. .., ay,] si ottiene considerando
def
A’ = <‘A7a17"'7an>

I'espansione di A al linguaggio L' = LU {a1,...,a,}. In altre parole: intro-
duciamo n nuovi simboli di costante a1, ..., a, che devono essere interpretati
come ai,...,a, —sinoti che gli a; sono tutti distinti, mentre gli a; non lo
sono necessariamente. Il termine chiuso di L’

t[al/ml,. . .,an/a:n]
ottenuto sostituendo ai,...,a, a x1,...,x, ha come interpretazione in A’
proprio t*[ay, ..., an].
Lemma 21.2. Se t & un termine le cui variabili sono tra x1,...,xT, e se

m: A — B éun morfismo, allora

Vai,...,an € [|A| (7 (ta1, ..., an)) = tP[n(a1),. .., 7(an)]).

Dimostrazione. Per induzione su lh(t). Se t = ¢y, allora t* = ¢t e t? =

cP e quindi 7(¢t*) = t® per definizione di morfismo. Se t = =z allora
t'a1,...,a,) = ap e tB(w(ay), ..., m(a,)) = m(ax) e quindi il risultato segue.

Set=f;(t1,...,ty) allora
~(#4[a)) = 7 (FAE ..

)
[

= f? (m(t{a)),....7(t*[a])) (per definizione di morfismo)
= ij (tlB[ﬂ'(d) o tE [7(a)]) (per ipotesi induttiva)
=1® [7(a)] (per definizione di sostituzione).

O

21.B. La verita di una formula in una struttura. Le formula di un
linguaggio L sono oggetti che codificano delle proprieta delle L-strutture.
Per esempio, nel linguaggio L contenente un’unica operazione binaria *, la
formula

(85) Ty =2z
¢ vera nella L-struttura A = (A, -) se e solo se alle variabili &, y e z associamo
degli elementi a, b e ¢ tali che a-b = ¢. Quindi la verita di (85)) in A dipende

da come valutiamo le variabili, cioé da un’assegnazione in A. Per un altro
esempio consideriamo il linguaggio per gli ordini L = {<}: la formula

(86) xay

¢ vera in un ordine stretto (4, <) relativamente ad un’assegnazione g se e
solo se g(x) < g(y). Osserviamo che la formula <  non ¢ mai vera in
un ordine un ordine stretto, qualsiasi sia la valutazione. Quindi, se @ ¢ una
formula atomica, per ogni L-struttura A e ogni assegnazione g in A siamo in
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grado di dire quando ¢ ¢ vera in A relativamente ad g. Fissati A e g siamo
in grado di stabilire la verita di una qualsiasi formula priva di quantificatori
@: se @ é ) allora @ é vera in A se e solo \ non € vera in A, se @ &
—p Ax allora @ é vera in A se e solo tanto { quanto x sono vere in A,
etc. Infine, per stabilire la verita di una formula contenete quantificatori
ci basiamo sul significato intuitivo di 3 e V. Per esempio la formula (anzi:
I'enunciato) VeVy (x x y = y * x) ¢ vera in A = (A, -) se e solo se per ogni
scelta di elementi a,b € A si ha che a-b = b - a, cioé se - & un’operazione
commutativa. Analogamente una formula del tipo Iz @ con variabili libere
x1,...,x, évera A secondo 'assegnazione x; — a; se ¢’é¢ un elemento b € A
per cui assegnando b a z la formula ¢ risulta vera in A. Per esempio, la
formula

(87) ray=>3IAz(xaz<y)

¢ sempre vera in (Q, <) (o piu in generale: in qualsiasi ordine denso) indi-
pendentemente dall’assegnazione g: se g(x) < g(y) basta prendere per z un
elemento in mezzo, se invece g(y) < g(x), la formula x < y risulta essere
non vera e quindi la é vera, indipendentemente dalla verita o meno di
Jz (xz <z <y). Viceversa la verita di in (Z, <) dipende dall’assegnazio-
ne g: la formula & vera se e solo se g(x) > g(y) oppure g(x)+1 < g(y), cioé
se e solo se
9(x) <g(y) = g(x) +1 < g(y).

(Osserviamo che = & I'usuale simbolo di implicazione che si utilizza in ma-
tematica, mentre => ¢ il simbolo del nostro linguaggio L.) Diamo ora la
trattazione formale delle idee esposte fin qui.

Fissiamo un linguaggio L ed una L-struttura A. Definiamo quando una
L-formula ¢ ¢ vera in A secondo un’assegnazione g in A, in simboli

(88) A E olg].

L’espressione qui sopra si legge anche: A soddisfa ¢ con ’assegnazione g,
ovvero A é un modello di @ per ’assegnazione g. Nel caso in cui la non
valga, scriveremo A [~ @[g] e diremo che @ ¢ falsa in A per I’assegnazione g.
Equivalentemente: che A non soddisfa @ con ’assegnazione g; che A non &
un modello di @ per I’assegnazione g. Se A soddisfa @ per ogni assegnazione
g, diremo semplicemente che @ é vera in A. Analogamente, se A non soddisfa
@ per ogni assegnazione g, diremo che @ ¢ falsa in A.

Se @ ¢é atomica, la definizione di (88) ¢ immediata:
e se @ ét; =ty allora diventa
t1'l9] = t3'[g],

cioé i termini ¢; e to interpretati in A via ¢ individuano lo stesso
elemento di A.
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e se @ & Ri(ty,...,ty), allora diventa
(tla), - - tilg]) € RE,

cioé se la n-upla dei termini interpretati appartiene all’interpretazione
del simbolo di relazione.

Osserviamo che le formule e sono vere in A = (A,-,<...) per
I’assegnazione g se e solo se g(x) - g(y) = g(2) e g(x) < g(y).

Supponiamo ora che la formula ¢ sia ottenuta da 1P e x mediante
connettivi logici e supponiamo di aver gia definito A = 1P[g] e A = X[g]-

Se @ & P, allora A = @[g] se e solo se A = P|g], cioe se e solo se P & falsa
in A per ’assegnazione g.

Se @ ¢ PV, allora
AE@VXg < AED[)VAEX]I),

cioé P V x é vera in A per ’assegnazione g se e solo se P o x sono vere in A
per I'assegnazione g. Analogamente, stabiliremo che le formule

AEWAX)[g, AEW=2X9, AEWEX) ]

significano, rispettivamente, che:

e AEWVlg]eA =X,
o se A [=g] allora A = x[g],
e A= 1Plg] se e solo se A = x]g].

Fino a questo punto la definizione della relazione di soddisfazione sembra
una semplice operazione di riscrittura: la si definisce in modo ovvio per le for-
mule atomiche e poi si procede per induzione sulla complessita della formula.
Il vero problema sorge quando si incontrano formule contenti quantificato-
ri. Introduciamo la seguente notazione: se g: Vbl — A é un’assegnazione,
x € Vbl e a € ||A], definiamo l'assegnazione g,/,: Vbl — |lA]l

a se x = vy,

ga/m(vn) = {

Quindi la funzione g, /, differisce da g in al pit un punto, la variabile x, e
se a = g(x) allora g = g,/

g(v,) altrimenti.

Esercizio 21.3. Se x e y sono variabili distinte, allora

(ga/m)b/y = (gb/y)a/a;
per ogni assegnazione g: Vbl — || A|| e ogni a,b € [|A|.
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Definiamo ora la relazione di soddisfazione per formule contenenti quan-
tificatori:
AEIzelg & Jacl|All(AFE ¢[9a/a))
AEVzoelg & VaelAll(AE @9u/al)-

In altre parole, 3z @ ¢é vera in A per 'assegnazione g se e solo se esiste un
a tale che, assegnando questo a ad e mantenendo ’assegnazione g per le
altre variabili, la formula ¢ & vera in A. Analogamente, V& @ & vera in A
per ’assegnazione g se e solo se per ogni a, assegnando a ad x e mantenendo
I’assegnazione g per le altre variabili, la formula ¢ ¢é vera in A.

21.C. Qualche risultato sulla relazione di soddisfazione. Nelle pagine
che seguono dovremo spesso dimostrare risultati del tipo:

(89) ...se A = @[g], allora B = @]g]. ..

La verifica di cio avviene per induzione sulla complessita di ¢, e considerando
che ci sono quattro simboli dei connettivi binari (V, A, =, <>) e due simboli
di quantificatore (3, V) i conti possono risultare un po’ lunghi. Tuttavia per
come & stata definita |=, possiamo ridurre il numero di casi da verificare.

Esercizio 21.4. Dimostrare che:

(i) A —me[g] se e solo se A = @[g];
(ii) A = (@ A)[g] se e solo se A == (m@ V) [g];
(i) A = (@ V)[g] se e solo se A == (@ A=) [g];
(iv) A = (0= 1) [g] se e solo se A |= (=@ V1) [g]
(v) A = (9 ) [g] se e solo se A = (=@ V1) Al V=) ]
(vi) A =V @[g] se e solo se A |=-3Jz@lg];
(vii) A =3z @[g] se e solo se A =V a@]g].
Quindi per verificare la ¢ sufficiente restringerci alla collezione delle

formule generate dalle formule atomiche, da un insieme adeguato di connet-
tivi (Esercizio |[13.10]), per esempio {—,V}, e da uno dei due quantificatori.

Lemma 21.5. Sia @(x1,...,z,) una L-formula. Se g,h: Vbl — ||A| sono
assegnazioni tali che g | {x1,...,xn} =h [ {x1,..., 20},

AEeoldl & AEoh].

Dimostrazione. La verifica ¢ per induzione su ht(¢@). Se @ ¢ = oppure
VP V x, il risultato & banale. Supponiamo quindi ¢ sia della forma Iy . Se
A |= 3y Plg], allora c’é¢ un a € A tale che A = W[g,/,]. Per ipotesi induttiva
A = [gq/y] se e solo se A = 1Plh, /] e quindi A = Iy Pp[h]. Analogamente

A = 3y h] implica A = Iy Plg]. O
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Per quanto dimostrato, data una formula @(x1,...,x,) ed elementi non
necessariamente distinti aq, ..., a, € ||A|| definiamo

A ’: (p[al,...,an}

se e solo se A = @[g] per qualche (equivalentemente: per ogni) assegnazione
g tale che g(x;) = a;, (1 <i <mn). Se 0 & un enunciato, allora le assegnazioni
diventano irrilevanti, per cui poniamo

AEo
se vale A |= o[g] per una (equivalentemente: per tutte) le assegnazioni.

Esercizio 21.6. Sia L’ C L e ¢ € Fml(L'). Verificare per induzione su
ht(¢) che per ogni A € Str(L) e ogni g: Vbl — ||A]],

AkEeolg & AIL)Eelg.

Proposizione 21.7. Sia @(x1,...,x,) una L-formula, A una L-struttura
eay,...,a, € ||Al.

(a) Sey ¢ {x1,...,x,}, allora
Al yelas,....ar] & AEVyelar,....a)
= A):(p[al,...,an].
(b) Se y = @, per qualche 1 < m <mn, allora

A l: (3$m(p)[a1,...,an] And
Ja € [A[(A E olat, ..., am-1,a,am+1, .- an])
A 'Z (vwm (p)[al,...,an] A
Va € ||All (A E @lat, ..., @m—1,0, @Gmt1, ..., an]) .
Dimostrazione. Supponiamo che A = 3y @lay, ..., a,], vale a dire che

A E Jy @[g] per una (equivalentemente: per ogni) assegnazione g tale che
g(xi) = a; (1 < i < n). Allora A = @[gy/y] per qualche a € [|Al|. Per

lipotesi su y, g,/y(zi) = a; e quindi A = @lay,...,a,]. L'implicazione
(A olar,...,an)) = (A EJy @, ..., a,]) ¢ immediata, quindi
(90) AEe@la,...,an] & AE3IJyelal,...,a]

Dato che le variabili libere di =@ sono esattamente le stesse di @, abbiamo
che

AEVyeolal,...,a,) © A FEJyaelar, ..., a)
S AFEaar,. .., a]
@A’:(p[alw"aan]a

dove nella seconda riga abbiamo usato ’equivalenza per m@.
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La parte @é una semplice riformulazione della definizione di |= nel caso
del quantificatore esistenziale—i dettagli sono lasciati al lettore. U

Esercizio 21.8. Generalizzare la Proposizione al caso di formule con
piu quantificatori dello stesso tipo (per esempio Jy; Iy, ...y, @, oppure
Yy, Vyy.. . Vy,, @).

La chiusura universale di una formula ¢ ¢ I’enunciato Vvy, ... Vv, @
dove {vg,, ..., v, } sono le variabili libere di @. Diremo che una L-struttura
A soddisfa una formula (con eventualmente variabili libere) @ se e solo se A
soddisfa la sua chiusura universale di @.

21.D. Formule logicamente valide. Una L-formula ¢ ¢ logicamente
valida se ¢é vera in ogni L-struttura, cioé se

A olg]
per ogni A € Str(L) e ogni assegnazione g. Vediamo qualche esempio di
formula logicamente valida.
21.D.1. Assiomi dell’identita. Per ogni scelta variabili ¢, y e z e di termini
s, t ed u, le seguenti formule sono logicamente valide:
t=t
s=t=>t=s
(s=tAt=u)=>s=u
2= y=>ta/z] = tly/z].

dove t[x/z] e t[y/z] sono i termini ottenuti da ¢ sostituendo rispettivamente

x ey a z. Le formule (91)—(94).

21.D.2. Tautologie. Una formula si dice elementare se ¢ atomica oppure
della forma Iz o della forma V1. Ad ogni ¢ possiamo associare un
insieme €(¢@) di formule elementari come segue:

e se @ ¢ elementare, allora E(@) = {@},

e se @ =, allora E(@) = E(P),

e se @ =1 Oy, allora E(@) = E(P) U E(X).

Ad ogni @ € Fml(L) possiamo associare una proposizione p,, del calcolo
proposizionale sulle lettere {(p,..., P, } = E(@):

® se @ ¢ elementare,
p(p = _'plp se @ = _'1!)7
Py Opy se@ =9 0x.
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Lemma 21.9. Siano @, p, e Wy,..., P, come sopra. Sia g: Vbl — ||A]
un’assegnazione e sia V la valutazione definita da

V) =1 & A =g
Allora
V(py) =1 & AE=o[g].

Dimostrazione. Per induzione sull’altezza della proposizione p,,. Se ht(p,,)
0 allora @ ¢ elementare e il risultato segue immediatamente. Se ht(p,) > 0
allora @ = = oppure @ =P O ¥, cioé p, = 7py, oppure p, = py, Op, e
il risultato segue dalla definizione di |=. O

Diremo che una formula ¢ € Fml(L) ¢ una tautologia se e solo se la
formula proposizionale p, ¢ una tautologia proposizionale (Definizione(13.5)).

Corollario 21.10. Se ¢ € Fml(L) ¢ una tautologia, allora @ é logicamente
valida.

21.D.3. Quantificatori e connettivi. Le formule

(95) Jz (V) & (FzeVIz)
(96) V(pAP) & (Vo AVx)
(97) Jz (@ AP) = Tz ATz P)
(98) VzoVVzY) =V (eV)

sono logicamente valide.
Per verificare l} fissiamo una L-struttura A e un’assegnazione g.

Se A |= 3z (@ V) [g] fissiamo un a € [|A]| tale che A = (@ V) [g4/2]-
Cio equivale a dire che A |= @[gq/2] 0 A |F W[ge/2], da cui A = 3z @[g] o
A =3z P[g]. Segue che

AEBzeVvIzy)[g].

Viceversa, se assumiamo quest’ultima formula, allora A = 3z @[g] 0 A =
3z P[g]. Supponiamo la prima: allora A = @[g,/5] per qualche a € [|A[],
quindi A = (@ V) [g4/z], da cui A = Tz (@ V) [g]. Questo dimostra la
o).

Supponiamo ora che A |= 3z (@ A) [g]. Allora A |= (@ AW) [ga/] Per
qualche a € [[Al], quindi A = @©[gs/z] € A = P[ga/a], da cui A = Iz @lg]

e A E JzPlg]. Quindi A = (3x@ AJzp)[g]. Chiaramente e
discendono da e , rispettivamente.

Osservazione 21.11. Le implicazioni e non possono essere ro-
vesciate. Consideriamo, per esempio, il linguaggio contenente due simboli
di relazione 1-ari R e S e supponiamo che @ e 1 siano, rispettivamente,
le formule atomiche R(x) e S(x). Sia A una struttura tale che R* ¢ S4
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sono insiemi non vuoti e disgiunti. Allora A = Jx @ e A | Tz, ma
A B Az (@ Ap). Viceversa, se R S £ ||A| e RYUS* = ||A]], allora
AEVz (V) mentre A £V @ e A V.

21.D.4. Passaggio del quantificatore universale all’interno di un’implicazio-
ne. Se & non occorre libera in @, allora la formula

(99) Ve (=)= (¢=>Vr)

¢ logicamente valida. Intuitivamente questo é ovvio: se per un qualsiasi @
vale I'implicazione @ =>1, allora, dato che ¢ non dice nulla su x, segue che
@ = Vx 1. Diamone ora una dimostrazione rigorosa.

Sia A una L-struttura e g un’assegnazione in A e supponiamo che

(100) AV (9=) [g].
Dobbiamo dimostrare che se A = @]g] allora
(101) A EVaplg).

Sia a € ||A[| un elemento generico: per (100) si ha che A |= (@ =) [g4/),
cioé se A = @[gq/z], allora A |= W[ga/x]. Dato che x non occorre libera

in @, A = @[gya] se e solo se A = @[g]. Quindi A = W[g,/z] Per
I’arbitrarieta di a segue .

Se @ occorre libera in @ la (99) non ¢ logicamente valida: per esempio
consideriamo la struttura N con un il predicato binario | di divisibilita, cioé
n | m significa “n divide m”. Siano @(x,y) e Pp(x, z) le formuley | x e z | x,
rispettivamente. Sia poi g un’assegnazione tale che g(x) = 1, g(y) = 2 e
g(z) = 4. Dato che 2 non divide 1 e che 4 non divide qualsiasi numero, le
formule @ e Va1 sono entrambe false in N = (N, |) per 'assegnazione g e
quindi N = (@ =Vax ) [g]. Viceversa, dato che 'essere pari non implica la
divisibilita per 4, segue che N = Va (@ =) [g] e quindi

N (p=>Vz )=V (9=1)[g].
Esercizio 21.12. Dimostrare che il converso di , cioé la formula
(p=>Vrp)=Vz (=)

non ¢ logicamente valida.

21.D.5. Termini sostituibili. La formula ¢@[t/x], ottenuta sostituendo il ter-
mine t a tutte le occorrenze libere di x in @ (vedi pag non ha neces-
sariamente lo stesso significato di ¢@. Per esempio, la formula Iy (y Z x)
asserisce che ¢’é un elemento diverso da x, mentre se sostituiamo y al posto
di x, la formula risultante asserisce che c¢’é un oggetto diverso da sé stesso.
La prima formula € vera in ogni struttura con almeno due elementi, la secon-
da ¢é logicamente falsa. Vogliamo individuare quando ¢é possibile sostituire
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un termine ¢ in una formula senza @(z) in modo che @[t/x]| significhi che
vale la proprieta @ del termine t.

Definizione 21.13. Un termine t ¢ sostituibile ad  in @ se in ogni
occorrenza libera di @ in @, nessuna delle variabili di £ risulta vincolata.
Formalmente la definizione ¢é la seguente:

(i) se @ ¢ atomica allora t ¢ sempre sostituibile,

(ii) se @ & P allora t ¢ sostituibile ad x se & sostituibile ad x in 1,

(iii) se @ ¢ P Ox allora ¢ ¢ sostituibile ad @ se ¢ sostituibile in ¢ e in ¥,

(iv) se @ é xp oppure VP, allora ¢ é sostituibile ad x,

(v) se @ ¢ Az oppure Vz P, dove z ¢é distinta da , e le variabili di ¢ sono

Yy,---, Yy, allora t & sostituibile ad « in @ se e solo se t & sostituibile
ad z inp e z non é trale yy,...,y,.

In nessun altro caso t & sostituibile ad x in @.

La condizione puod sembrare bizzarra, ma ricordiamoci che la sostitu-
zione di un termine al posto di una variabile avviene solo quando I’occorrenza
é libera.

Esercizio 21.14. (i) Dimostrare che se ¢ & un termine chiuso oppure un
termine le cui variabili non compaiono quantificate in @ oppure se x
non occorre libera in @, allora t é sostituibile ad x in @.

(ii) Supponiamo y sia sostituibile ad @ in @. Dimostrare che
(oly/z])[z/y] = @.

La notazione A | @[g] puo risultare lievemente ambigua quando ¢ &
della forma P[t/x], cioé quando ¢ & della forma Pp[t/x], cioé quando ¢ &
ottenuta da 1 sostituendo il termine ¢ alla variabile x, per cui scriveremo

A= (b[t/z]) [g].

Proposizione 21.15. Supponiamo che t sia sostituibile in @ per la variabile

x. Sia g un’assegnazione in una L-struttura A e sia a = t"[g] € A & [|A]-

Allora
AE(olt/z])[d] & AE ©gaal-

Dimostrazione. Se @ ¢ atomica, o @ & =, oppure @ é PV, il risultato
¢ banale. Supponiamo @ sia y P e distinguiamo due casi.

Caso 1: y = x. Allora x non occorre libera in @ e quindi @[t/x] e @ ege
Ja/z coincidono sulle variabili libere di @. Segue che

AE (olt/z]) 9] & A o[d]
& AE 094/ (per il Lemma [21.5))
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Caso 2: y # x. Allora @[t/x]| ¢ yP[t/x| e dato che y non occorre in t,
per ogni b € A si ha

(102) a = t"g] = t"[g,]
Quindi

A (@lt/a) g < 3be AAE (lt/a]) g,y
& e AAEP[(9y/y)aa)  (peripo. ind. e (102))
& e AAEPY(Gaja)syl  (per I'Esercizio 21.3)
& AEIyWP(ge)a)
& AFE Q9a/al-

Il caso in cui @ ¢ Vy ¢ lasciato al lettore. O

Siamo ora in grado di dimostrare che la seguente formula é logicamente
valida:

Vz o= @lt/z]
se t ¢ sostituibile ad @ in ¢@. Per vedere cio supponiamo che A = V& @[g]
e cerchiamo di verificare che A = (@[t/x])[g]. Per la Proposizione [21.15

questo ¢ equivalente a dimostrare che A = @[g,/5], il che & una conseguenza
immediata della nostra ipotesi.

21.D.6. Predicati 1-ari. Sia L un linguaggio contenente un predicato 1-ario
P. L’enunciato

Jx (P(x)=>Vx P(x))

asserisce che se ¢’é¢ un oggetto che gode della proprieta P, allora tutti gli
oggetti godono della proprieta P. Data una qualsiasi struttura A, se ¢’¢ un
a ¢ P* allora assegnando a a x, si vede che

(103) A (P(x)=>Vx P(x)) [a]

in quanto 'assunzione nell’implicazione é falsa. Viceversa, se P* = A, allora
assegnando ad « un elemento arbitrario a € ||A||, si ha che (103]) vale.

21.D.7. Una formula sorprendente. L’enunciato del linguaggio Lesr = {*}
(Esempio
VeVyVz ((xxy)xz =y)=>VaeVy (x =vy)
¢ logicamente valido. Per vedere cio consideriamo una Lgg,-struttura
A=(A,")

che soddisfa 'antecedente di questa implicazione, cioé tale che per ogni
r,y,z € A

(104) (x-y)-2=y.
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Dobbiamo verificare che A = VzVy (x = y), cioé che A é un singoletto.
Sostituendo y al posto di x nella (104]) si ottiene (x % z) * z = = e quindi

(105) Ve,y,z€ Al((x-x)-2)-y=x-y].

Se invece sostituiamo nella (104) x - z, z e y al posto di z, y e z, rispettiva-
mente, si ottiene

Ve,y,z € Al((x-x) - 2) -y = 2]

che assieme alla ((105) implica Vz,y,z € A [x -y = z]. Ma da questo si deduce
subito che A deve essere un singoletto, come richiesto.

Quest’ultimo esempio ci fa vedere come non ¢ sempre immediato stabilire
se una formula sia logicamente valida o meno. Infatti si pud dimostrare che
non c’é nessun algoritmo in grado di stabilire la validita di una formula in un
dato linguaggio. Tutto cio € in netto contrasto con il calcolo proposizionale
(§13), dove c’¢ un algoritmo (le tavole di verita) per stabilire se o meno una
proposizione é una tautologia.

Esercizi

Esercizio 21.16. Dimostrare che se s e t sono sostituibili a « in ¢, allora
s =t=>(p[s/z] & olt/z]),
¢ logicamente valida.

Esercizio 21.17. Dimostrare che se t non ¢é sostituibile ad @ in ¢, allora
Vz @ = @[t/x] non é logicamente valida.

22. Modelli

Definizione 22.1. Se A € Str(L) e X & un insieme di enunciati, A é un
modello di ¥ se A = 0, per ogni 0 € ¥ e scriveremo

AEY.

Moo (X) ¢ la classe delle L-strutture che sono modelli di ¥. (Quando L &
chiaro dal contesto scriveremo semplicemente 900(3).) Se X & un singoletto
{0}, scriveremo Mod(0) invece di Mod({0}).

Notazione. La scrittura

\/<Pz'

1<i<n
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denota la disgiunzione (... (@1V @2)V...)V @,. Poiché¢ @;V @; ¢ vera in
A per I'assegnazione g se e solo se ¢ vera ¢; oppure @;, l'ordine con cui
associamo le formule ¢ irrilevante e quindi ha senso scrivere

AE\/Tlg]

per denotare A = (@1 V...V @,)[g], dove I' = {@1,..., ®,} & un insieme
finito di formule. Analogamente possiamo definire

/\(Pz‘

1<i<n
e A= AT[g], con I finito. Infine, se A & una struttura, scriveremo “a € A”
invece di “ay,...,a, € ||A]"
Una classe di strutture & C Ste(L) ¢ una
classe elementare in L, in simboli: EC(L), sse
R =Moo (o)
per qualche L-enunciato o;
classe elementare generalizzata in L, in simboli: ECa (L), sse
R =Mod(X)
per qualche insieme di L-enunciati >.
classe pseudo-elementare in L, in simboli: PC(L), sse
R={A LA g}
dove £ ¢ elementare in qualche linguaggio L' O L;
classe pseudo-elementare generalizzata in L, in simboli: PCa(L), sse
R={AIL|Aeg}
dove & ¢ elementare generalizzata in qualche linguaggio L' O L
Dalla definizione discende che
EC=—=PC
L
ECA — PCa

Se & = Moo(X) e X ¢ finito allora K = Mod(A X) & EC. Per questo motivo,
le classi elementari si dicono anche finitamente assiomatizzabili, mentre
le classi elementari generalizzate si dicono assiomatizzabili. Osserviamo
che () e Gtr(L) sono sempre finitamente assiomatizzabili, per ogni L. Se £ &

3Gli acronimi EC e PC stanno per Elementary Class e Pseudo-elementary Class.
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Mod(o) allora anche Gtr(L)\RK = Mod(—0o). In altre parole: il complemento
di una classe elementare é elementare.

Spesso in logica un insieme di enunciati si dice teoria del prim’ordine
o, semplicemente, teoria. Un insieme di assiomi per una teoria 7' & un
insieme 3. di enunciati tale che

Mod(X) = Mod(T) .

Una teoria T si dice finitamente assiomatizzabile se ammette un insieme
finito di assiomi, ovvero se Mod(7") ¢ una classe elementare.

22.A. Esempi. Vedremo ora alcuni esempi di classi di strutture matema-
tiche che sono assiomatizzabili.

22.A.1. Insiemi infiniti. Consideriamo il linguaggio minimale Ly dell’Esem-
pio 20.C] Le formule atomiche sono della forma = y e le L-strutture
sono gli insiemi non-vuoti. L’enunciato €>, (con n > 2) definito da

(106) 3x; . ..Ela:n( /\ x; = $j)
1<i<j<n
asserisce che ci sono almeno n oggetti distinti, quindi
A }: &p & ’A‘ >n.
AE{e>n|n>2}seesolose|Al >w. Se e« ¢ enunciato m(&>p41), si
ha che A |= €<, se e solo se |A| < n. L’enunciato

(107) £n def E<n N E>p

asserisce che esistono esattamente n elementi, quindi |A| = n se e solo se
A E g, Quindi { &>, | n > 2} ¢ la teoria degli insiemi infiniti.
22.A.2. Gruppi privi di torsione. La classe dei gruppi é assiomatizzabile nel
linguaggio dei gruppi

Ly = {x, ' e}

mediante gli enunciati

(A) VaeVyVz ((xxy)xz =x* (y * 2))
(N) Ve(zxxe=x AN exx=x)
1) Vm(m*m_lze/\m_l*mze)

vale a dire la proprieta associativa, I’esistenza dell’elemento neutro, ’esisten-
za di inversi. Le teoria dei gruppi (nel linguaggio Lgp) ha per assiomi ,
e . Se scegliamo di lavorare in un linguaggio L pill povero, contenente
solo il simbolo di operazione % e il simbolo per I’elemento neutro e, dobbiamo
rimpiazzare (|I) con

(') Vz3y(zxy=e A ysxz=e).
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Sia " (n € w) il termine definito nell’Esempio 20.C.2| e consideriamo 1’e-
nunciato

(tn) Ve(rZe=>zx"%e).
Una Lg,p-struttura § ¢ un gruppo privo di elementi di torsione se e solo se

SEA@) M. @v{Tnln=>1}.

Quindi la classe dei gruppi privi di torsione ¢ ECa in Lgp, e {, , } U
{7, |n>1} éla teoria dei gruppi privi di torsione.

22.A.3. Polinomi. Nellinguaggio Lying = {+,+, —, 0,1}, introdotto in[20.C.3
a pagina[I64] le classi degli anelli unitari, dei domini di integrita, dei campi,
etc. sono elementari.

Se A € 6tr(Lying) € un anello commutativo unitario, I'insieme
A* = {tﬂ | t termine chiuso di Lying }

é il sotto-anello minimale di A, cioé quello generato dall’unita. Se le variabili

di ¢t sono x1,...,Tn,Yy,--.,Y,,, allora il termine ¢ determina un elemento
di A*[Xq,...,X,,Y1,...,Y,] Panello dei polinomi in n + m variabili a coef-
ficienti in A*. Viceversa, ogni polinomio di A[Xi,...,X,] é della forma

plat,...,am), dove p € A*[Xy,..., X, Y1,..., Y]l ear,...,anm € A, cioé é
ottenuto da un polinomio a coefficienti in A* in n+m variabili rimpiazzando
m variabili con elementi di A, per qualche m. In particolare ogni polinomio
di

aan+---+a1X—|-CLO€A[X]

¢ determinato da un termine y,, - " 4 --- 4+ vy, - * + y, e da un n + 1-upla
(an, .. .,aq) di elementi di A. L’enunciato @,

VY, VNyo(y, Z0=>3x(y, =" +... 4y, z+y, =0)),

dove " ¢é definito come nell’Esempio [20.C.2] significa che ogni polinomio di
grado n ha almeno una radice. Quindi se A ¢ un campo, A = { @, |n>1}
se e solo se ¢ algebricamente chiuso. In altre parole: la classe dei campi
algebricamente chiusi ¢ ECA in Lyjyg.

A volte non é cosi immediato stabilire che una classe K é elementare.
Consideriamo il caso degli anelli locali, cio¢ anelli commutativi unitari con
un unico ideale massimale. Questa definizione usa una quantificazione sui
sottoinsiemi dell’anello (e non sugli elementi) e quindi non pud essere tra-
dotta in una formula di Lyi,g 0 di una qualche sua estensione. Tuttavia la
classe degli anelli locali & elementare in Ly, (Esercizio m)
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22.A.4. Ordini. Consideriamo il linguaggio L,q = {<}. La classe dei pre-
ordini, degli ordini, degli ordini lineari, etc. sono elementari. La classe degli
ordini mal-fondati € PCa in L.q: infatti basta considerare gli enunciati che
caratterizzano gli ordini (proprieta riflessiva, antisimmetrica e transitiva) con
in aggiunta gli enunciati

(CnJrl < Cn) /\_'(Cn < cn+1)

dove le ¢, sono delle costanti.

22.A.5. 1l calcolo proposizionale. Fissato un insieme L di lettere, nella sezio-
ne [13[abbiamo definito 'insieme Prop(L) delle proposizioni su L. Il linguag-
gio L associato ad L ha un unico simbolo di relazione 1-ario U e un simbolo
di costante /i, per ogni A € L. Ad ogni p possiamo associare un enunciato
0p € Sent(L): alle lettere proposizionali A € L associamo l’enunciato U(A),
e poi estendiamo I’assegnazione in modo ovvio, ponendo pV q — o,V 0gq,
-p — —0p, etc. Sempre nella sezione abbiamo definito una valuta-
zione per Prop(L) come una funzione V: L — {0,1}. Ogni valutazione V

determina una L-struttura
My=(L{A€L|V(A)=1},A)ser

dove {A€ L|V(A) =1} ¢ l'interpretazione di U e A ¢ l'interpretazione
di A. Viceversa, ad ogni L-struttura M = (M, U™, AM) ¢} associamo la
valutazione

Va(A) =1« AM e UM,
Una facile induzione sull’altezza delle formule dimostra che

Vip)=1 < MylEop e
MEop < Vup)=1.

22.B. Due teorie molto particolari*. Le teorie degli esempi nella sezione
[227A] cercano di descrivere le proprieta che valgono in tutte le strutture di
una certa classe. Per esempio gli assiomi della teoria dei gruppi descrivono
le proprieta che rendono una struttura di Lg, un gruppo e un discorso
analogo puo essere fatto per la teoria delle algebre di Boole, degli anelli, degli
ordini lineari densi, etcﬁ Ci sono pero altre teorie (cioé sistemi di enunciati)
che cercano di descrivere una specifica struttura, piuttosto che una classe di
strutture di un certo tipo di similarita e ’esempio pitl antico é la geometria
Euclidea, in cui gli assiomi descrivono le proprietd della geometria piana.
Due altre teorie di questo genere sono l'aritmetica di Peano e la teoria
degli insiemi.

4Da un certo punto di vista, sarebbe piu giusto parlare di definizioni di gruppo piuttosto che
di assiomi di gruppo.
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22.B.1. L’aritmetica d Peano. Il linguaggio Lpa contiene un simbolo di fun-
zione 1-aria s, due simboli di funzione 2ari 4+ e - e un simbolo di costante O.
Diamo ora una famiglia di enunciati che caratterizzano (o meglio: cercano
di caratterizzare) la struttura (N, S, +, -, 0):

(PA.1l) Vz (x £ 0= 3y (s(y) = x)), cioé¢ ogni numero non nullo é il succes-
sore di qualche numero;

(PA.2) =3z (s(x) = 0), cioé¢ 0 non ¢ il successore di alcun numero;

(PA3) VzVy (s(x) = s(y)=>x = y), cio¢, prendendo il contrappositivo,
numeri distinti hanno successori distinti;

(PA.4) per ogni formula @(x,y,,...,y,) in cui la & occorra libera,

Vylv - Yp (P(anlv ce 7yn)/\vw((p(m7y17 : ayn)

=>(p(8(:13),y1, ce 7yn)) =>V:B(|)(l‘,y1, te 7yn)]

vale a dire: vale il principio di induzione per l'insieme dei numeri
definiti dalla formula @;

PA5) Vz (x + 0 = x);

(PA.5) V

(PA.6) VxVy (x + s(y) = s(x 4+ v));
(PA.7) Vz (z - 0 = 0);

(PA8) VzVy (x-s(y) =z -y + x).

Gli assiomi |(PA.1)H(PA.8)[sono noti come assiomi dell’aritmetica di Pea-
no: iprimi quattro sono gli analoghi degli assiomi di Dedekind-Peano|(DPA.1)|

di pagina mentre [(PA.5)H(PA.8)| servono per caratterizzare la
somma e il prodotto. L’analogia con i postulati di Dedekind-Peano non deve
indurre a pensare che le due trattazioni siano equivalenti. Infatti |(PA.1)
sono formule (anzi: enunciati) del prim’ordine nel linguaggio Lpa,
con l'intendimento che il principio d’induzione ¢ in realtd una fa-
miglia infinita di assiomi, un per ogni ¢. (Per questo motivo si dice che
é uno schema di assiomi.) Invece l’assioma non é una formu-
la del prim’ordine, in quanto si quantifica su sottoinsiem: arbitrari P della
struttura. Questa differenza, che a prima vista sembra modesta, ¢ in realta
cruciale: per il Teorema[9.2] gli assiomi di Dedekind-Peano [[DPA.T)H{(DPA 4)|
caratterizzano i naturali a meno di isomorfismo, mentre per un risultato che
vedremo nelle prossime sezioni (Teorema ci sono modelli degli assiomi
(PA.1)H(PA.8)|di cardinalita arbitrariamente grande. Di pit: ci sono modelli
numerabili di questi assiomi che non sono isomorfi ad N.

Osservazione 22.2. E possibile dedurre una serie di conseguenze logiche

dagli assiomi dell’aritmetica di Peano|(PA.1)H(PA.8)l Per esempio potremmo
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dimostrare che ogni numero ¢é pari o dispari, in simboli
(108) Vz(x Z0=3y(x=s(y))).

La dimostrazione di questi fatti (cioé le usuali argomentazioni matematiche)
puo essere formalizzata in maniera soddisfacente: nella sezione[27.4] vedremo
che un’usuale dimostrazione matematica, come per esempio la deduzione di
a partire da|(PA.1)H(PA.8)| puo essere visto come una stringa finita di
formule. Osserviamo che questo modo di procedere ¢ completamente diverso
a quello adottato negli esempi della sezione dove consideravamo tutti i
possibili modelli di una teoria T' per “dimostrare” un enunciato a partire da
T'. 11 fatto che i due approcci (considerare gli enunciati veri in tutti i modelli
oppure dedurre a partire dagli assiomi) siano equivalenti € il contenuto del
Teorema di Completezza forte 28.5]

22.B.2. La teoria degli insiemi. Come per 'aritmetica, cosi gli assiomi della
teoria degli insiemi si prefiggono di caratterizzare le proprieta di una singola
struttura: 1'universo degli insiemi

(V,€)
nel caso di ZF e laggregato di tutte le classi (proprie e non)
(€,€)

nel caso di MK. E qui incontriamo il primo ostacolo: nella definizione (pag
abbiamo richiesto che I'universo di una struttura sia un insieme e non
una classe propria o, ancora peggio, un aggregato di classi proprie, nozione
che non é neppure formalizzabile in MK e men che meno in ZF. Il motivo
di questa restrizione € presto detto: in ZF la nozione di soddisfazione in una
struttura A & formalizzabile soltanto quando ||A| & un insieme ma non per
classi proprie quali V, mentre in MK la nozione di soddisfazione puo essere
data anche per strutture in cui ||A|| ¢ una classe propria, ma non nel caso in
cui ||A|| sia un aggregato di classi quale €.

Un secondo problema, forse anche piu delicato, € il seguente: gli assio-
mi della teoria degli insiemi introdotti nella sezione [I] sono enti matematici
pre-insiemistici, grazie a quali sviluppiamo gli oggetti matematici usuali (i
numeri naturali, i reali, gli spazi topologici, etc). In particolare, all’interno
di una teoria degli insiemi (sia essa ZF o MK) possiamo introdurre i concetti
di linguaggio, formula, modello, teoria etc. Abbiamo un apparente corto-
circuito: gli assiomi di ZF o MK dovrebbero essere loro stessi oggetti della
trattazione, un po’ come se una persona fosse il genitore di un suo antenato.
Ma questo circolo vizioso é solo apparente. Innanzitutto si definisce il lin-
guaggio del prim’ordine Lyt = {€}, dove € é un simbolo di relazione 2-ario
che, per esempio, possiamo identificare con la coppia (2,0). Quindi Lget € un

insieme ed ¢ isomorfo al linguaggio Lo.q = {<} per gli ordini (vedi[22.A.4]).
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Possiamo poi definire le formule @ di L secondo lo schema della sezione
[20.D] Osserviamo che la parola “formula” ha due significati distinti:

e Da un lato ci sono le formule di LST denotate mediante lettere
greche @, VP, X, ...e descritte in dettaglio nella sezione Le
“formule” in questa accezione sono enti pre-insiemistici e non sono
insiemi.

e D’altro lato ci sono gli elementi di Fml(Lg) che sono denotati
con lettere greche in neretto @, ¥, x, ... Le “formule” in questa
accezione sono insiemi, infatti elementi di V.

Ad ogni formula ¢ di LST possiamo associare ’analogo elemento di Fml(Lget)
e questo elemento viene indicato con "¢ . Per esempio 'assioma di esten-
sionalita

(Ext) Yy Vv (Wva(va € vg < vy € vi) = vo = V1)

¢ una formula (anzi: un enunciato) di LST, mentre la sua codifica in Lgq &
la stringa

(W) <v7 UO,V,’I)17$,V,UQ7@, év V2, Vo, éa Vo, V1, = ’UO,’01> .

le liste infinite di assiomi ZF e MK individuano dei sottoinsiemi di Sent(Lget )
che indicheremo come "ZF" e TMK™.

Una Lget-struttura € una
M= (M,E)
tale che E C M x M.
Esercizio 22.3. Sia M = (M, E). Dimostrare che:

(i) M soddisfa lassioma di estensionalita, cioé M = Exd” se e solo se E
¢ estensionale su M (Definizione 4.16)).

(ii) M soddisfa I’assioma della coppia se e solo se per ogni z,y € M c’é
uno z € M tale che

rEzNyEz ANVweMwEz=(w=x V w=y)).
Con un piccolo abuso di linguaggio, diremo che M soddisfa ZF o MK se
M soddisfa "ZF o "MK™. Osserviamo che
M = "Assioma di Fondazione™

significa che per ogni z € M tale che
def

Po={yeM|yEx}+#0

c’¢ un ¥ € P, tale che
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Questa ¢ un’ipotesi pitt debole che la ben-fondatezza di E su M, dato che
non tutti i sottoinsiemi di M sono della forma P, per qualche z € M.
Quindi é possibile che M soddisfi gli assiomi di ZF o di MK e pur tuttavia £
non sia ben-fondata. Nel caso in cui F sia ben-fondata su M e M soddisfa
l'estensionalita, allora per la Proposizione [£.18§]

TM,E": <M7 E> - <M’ €>

¢ un isomorfismo e M ¢ transitivo. I modelli transitivi, vale a dire della
froma (M, €) con M transitivo sono centrali in teoria degli insiemi.

Esercizi

Esercizio 22.4. Sia Ly, = {*} il linguaggio dei semigruppi (Esempio
20.C.2)). Trovare un insieme X di Lggrp-enunciati tale che

VA € Gtr(Lggrp) (A € un gruppo < A = X).

Sia L = {+, -} il linguaggio con due simboli di operazione binaria. Trovare
un insieme Y di L-enunciati tale che

VA € Gte(L) (A é un campo < A = ¥).

Esercizio 22.5. Sia L = {U} il linguaggio con un unico simbolo di relazione
l-aria. Le L-strutture (A, B) sono insiemi non-vuoti con un sottoinsieme
privilegiato.
(i) Quante sono—a meno di isomorfismo—Ile L-strutture di cardinalita n?
Di cardinalita x > w?
(ii) Trovare un insieme di enunciati ¥ tale che (A, B) = X se e solo se A,

B, A\ B sono infiniti.

Esercizio 22.6. Sia L = {R} il linguaggio con un unico simbolo di relazione
2-aria. Trovare un sistema di enunciati ¥ tale che A |= ¥ se e solo se R &
una funzione f: A — A. Aggiungere degli enunciati a ¥ in modo che:

(i) f sia iniettiva,

(ii) f sia suriettiva,

(iii) nessuna delle iterate f(® di f abbia punti fissi.

Esercizio 22.7. Dimostrare che la classe dei campi di caratteristica p (con
p numero primo) ¢ EC e che la classe dei campi di caratteristica 0 ¢ ECA.
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Esercizio 22.8. Un gruppo abeliano (G, +) ¢ divisibile se per ogni n > 0
eogni x € G ¢’¢ un y € G tale che

ny(i:efy++y:x
~—_——
n

Dimostrare che:
(i) La classe dei gruppi abeliani ¢ ECa nel linguaggio {+}.
(i) T gruppi divisibili sono tutti e soli gli spazi vettoriali su Q.

Esercizio 22.9. Dimostrare che un anello commutativo unitario R é locale
seesolose 0 # 1 ez ol—xéinvertibile, per ogni = € R (si veda [AMG69]).
(Un elemento u di un anello R ¢ invertibile se uv = 1, per qualche v € R.)

Verificare che la classe degli anelli locali ¢ elementare in Liip,.

Esercizio 22.10. Dimostrare che se A > w ¢ limite (V), €) ¢ un modello
di ZC Se M soddisfa un numero sufficiente di assiomi di MK, allora in M
devono esistere classi proprie, cio¢ devono esistere x € V, tali che Vy €
Vo (z ¢ y). Quindi « deve essere un ordinale successore 3 + 1: gli elementi
di Vg sono gli M-insiemi, mentre le M-classi sono gli elementi di Vzi1\Vg. €
facile verificare che (Vgi1, €) ¢ un modello per gli Assiomi di Estensionalita,
Costruzione di Classi, Fondazione e Unione.

23. Il teorema di compattezza

Definizione 23.1. Se ¥ e A sono insiemi di L-enunciati, diremo che A &
una conseguenza logica di X nel linguaggio L, in simboli

LA,
se Moo (X) C Mod(A), cioe se
VAESt(L) (ALY = AEA).
Esercizio 23.2. Se L' C L e 3, A C Sent(L'), allora
YELA & YEpA.

Quindi la nozione di conseguenza logica essenzialmente non dipende dal
linguaggio L, per cui diremo semplicemente che A & conseguenza logica di 3.
Se ¥ = () scriveremo = A e se ¥ e A sono i singoletti {0} e {T}, scriveremo
o = 7. Due enunciati o e T si dicono logicamente equivalenti se

Un insieme ¥ di L-enunciati ¢ soddisfacibile se 90od(X) # (. Un
insieme di enunciati X si dice finitamente soddisfacibile se e solo se ogni
sottoinsieme finito g C ¥ ¢ soddisfacibile. Chiaramente ogni insieme di
enunciati soddisfacibile ¢ finitamente soddisfacibile e se l'insieme ¢é finito
vale anche il converso. Il seguente Teorema di Compattezza, dimostrato
da K. Godel nel 1930, asserisce questo fatto € vero in generale:
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Teorema 23.3. Se X ¢ un insieme di enunciati, > & finitamente soddisfa-
cibile se e solo se ¥ & soddisfacibile.

La dimostrazione del Teorema ¢ rimandata alla sezione[23.Bl Osserviamo
che per I’Esempio questo risultato generalizza il Teorema di
Compattezza per il calcolo proposizionale.

23.A. Conseguenze del Teorema di Compattezza.

Corollario 23.4. Se ¥ ¢ un insieme di enunciati e ¢ un enunciato, allora
Y = o se e solo se Xy |= 0 per qualche 3o C X finito.

Dimostrazione. Se, per assurdo, ¥y & o per ogni ¥y C ¥ finito, allora
Y U{~0} sarebbe finitamente soddisfacibile e quindi soddisfacibile. Ma ogni
modello di ¥ U {—0} ¢ un modello di ¥: contraddizione. O

Teorema 23.5. Se 8 e &te(L) \ R sono ECa, allora K e Gte(L) \ R sono
EC.

Dimostrazione. Supponiamo 3 e I' siano insiemi di enunciati che assioma-
tizzano R e Gtr(L) \ R, rispettivamente. Allora ¥ UT" non é soddisfacibile e
quindi, per compattezza, esistono {0g,...,0,} C X e {vgy,..., ¥} C T tali
che

{0-07' -3 0n, Y0y - 7Ym}
non ¢ soddisfacibile. Chiaramente

Acg = Akl MNo;
i<n

A¢/ = AE Nvi
<m

Se, per assurdo, Ag = A\;,, 0; per qualche Ay ¢ &, allora
A ): {O-la"wo-na‘Yla"'v‘Ym}a

una contraddizione. Quindi R ¢ assiomatizzata da A, 0; e la classe com-
plementare &tr(L) \ & ¢ assiomatizzata da A, V;- O

1l seguente risultato fornisce un metodo generale per provare che una clas-
se assiomatizzabile non ¢ finitamente assiomatizzabile, nemmeno ampliando
il linguaggio.

Teorema 23.6. Sia A un insieme di enunciati di L e siano o, degli enun-

ciati di un linguaggio L' O L. Sia & = Mod(X), dove X = AU{ o, [n€ew},

cosi che & ¢ una classe ECaA(L') e quindi PCA(L). Supponiamo che
Vmew(AU{oy|n<m} iy X).

Allora 8 non ¢ PC(L).
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Dimostrazione. Per assurdo supponiamo esista un linguaggio L” O L ed
un enunciato T € Sent(L) tali che £ ¢ la classe delle contrazioni dei modelli
di T,

R= {.A” 'L | A" e Mod . (T) } .
Rimpiazzando, se necessario, L” con L' U L” possiamo supporre L' C L”.
Poiché ¥ =~ T, per il Corollario c’¢un Xg C ¥ finito tale che ¥ =p» T
e quindi ¢’¢ un m € w tale che

AU{O’anL<m}):LHT

e poiché T |Er» X, per transitivitd della nozione di conseguenza logica
si ha che AU {0, |n<m} Epr ¥ e quindi, per I'Esercizio AU
{on | n<m} = %, contro la nostra ipotesi. O

Corollario 23.7. Le sequenti classi son ECA(L) ma non PC(L):

(a) La classe degli insiemi (gruppi, anelli, campi, ordini, algebre di Boole)
infiniti, nel linguaggio minimale Ly (rispettivamente Loy, Lying, etc.)

(b) La classe dei gruppi privi di torsione.

(¢) La classe dei campi di caratteristica 0.

Quindi, utilizzando il Teorema si ha

Corollario 23.8. Le sequenti classi sono ECA ma non PC:

(a) La classe degli insiemi (gruppi, anelli, campi, ordini, algebre di Boole)
finiti.
(b) La classe dei gruppi che hanno elementi di torsione.

(¢) La classe dei campi di caratteristica finita.

Osservazione 23.9. Il Teorema [23.6] non dice che se una classe che ha
soltanto strutture infinite allora non ¢ elementare! Infatti ci sono molte
classi elementari che hanno solo strutture infinite, per esempio la classe degli
ordini lineari densi, la classe delle algebre di Boole prive di atomi, la classe
dei corpi non commutativi (Teorema di Wedderburn, vedi pag, etc.

Il seguente risultato é noto come “Teorema di Lowenheim-Skolem all’in-
su”.

Teorema 23.10. Se ¥ ¢é un insieme di enunciati tale che per ogni n > 0
esiste un modello di ¥ con almeno n elementi. (In particolare questo vale se
¥ ha un modello infinito.) Allora ¥ ha modelli di cardinalita arbitrariamente
grande,

V3B € Moo (X) card(B) > k.
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Dimostrazione. Sia L = L U {d, | @ <} l'espansione di L mediante
nuove costanti e sia ¥ = NU{dy Zdg | @ < 8 <k} C Sent(L). Sia A C ¥
un sottoinsieme finito: allora esiste n € w ed esistono {a; | i < n} C & tali
che

ACYU{dy, Edo, |0<i<j<n}.

Sia A = 3 un modello con almeno n elementi ay,...,a,—1 € sia A I’espan-
sione di A al linguaggio L cosi definita:

dﬁ_{a, se & = Oy

ag altrimenti.

E immediato verificare che A = A. Abbiamo quindi dimostrato che X ¢
finitamente soddisfacibile. Per compattezza ¢’¢ un modello B = ¥ la cui

cardinalitd ¢ > k, poiché df #* dé quando 0 < a < B < k. Sia B la
contrazione di B ad L. Allora B & il modello cercato. O

Corollario 23.11. Sia ¥ un insieme di enunciati i cui modelli sono tutti
di cardinalita finita. Allora i modelli di ¥ hanno cardinalita uniformemente
limitata, croé

dn € wVA € Mod(X) card(A) < n.

I1 Teorema [23.10] implica, in particolare, che ci sono gruppi (o gruppi
privi di torsione, campi di caratteristica fissata, campi algebricamente chiusi,
algebre di Boole, etc.) di cardinalita arbitrariamente grande.

Nella sezione [I7] abbiamo dimostrato il Teorema [I7.1]di Ramsey nel caso
infinito: per ogni insieme infinito A, se coloriamo gli elementi di [A]" con k
colori, allora c¢’é¢ sempre un H C A infinito tale che [H]" ¢ monocromatico.
Mediante il Teorema di Compattezza possiamo dimostrare la sua versione
finita.

Teorema 23.12 (Teorema di Ramsey nel caso finito). Per ogni r,k,n > 0
esiste un m tale che ogni colorazione f: [m]|" — k ammette un sottoinsieme
H C m monocromatico di cardinalita n.

Dimostrazione. Per semplicita notazionale supponiamo r = 2. Fissiamo
k > 2. Consideriamo il linguaggio L che ha k predicati 2-ari Cy,...,Ci_1
che rappresentano i colori. Consideriamo l'insieme degli enunciati che asseri-
scono che ogni coppia non ordinata di oggetti é colorata con un unico colore
e che ci sono infiniti elementi:

(i) VaVy (Ch(x,y) = Ch(y,x)), per tutti gli h < k,

(i) Vo Vy (2 Z y =V, Chl@.y)),
(iii) =3Iz Iy (Ch(x,y) AC;i(x,y)), per tutti gli h < i < k,
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(iv) €>p, per n > 1, dove €>, ¢ come in ((106]).

Per |(iv)| se una L-struttura A = (A, Cy',...,C{ |) soddisfa ¥ allora A &
infinito e posto C; = { {z,y} € [A]* | (z,y) € ct }, gli insiemi Cy, ..., Cr—1
sono disgiunti e Co U --- U Cj_1 = [A]?. Viceversa, se A ¢ infinito e [4]? &
colorato con k colori, cioé ci sono Cy,...,Cj_; sottoinsiemi disgiunti di A
tali che Co U - U Cy_1 = [A]%, allora posto C{' = { (z,y) | {z,y} € C; }
si ha che A = X. Fissiamo un modello A di ¥. Per il Teorema di
Ramsey nel caso infinito ¢’é un sottoinsieme omogeneo infinito di A. Per
ogni n fissato, A soddisfa ’enunciato ¢,, che dice:

(on) Ci sono elementi distinti xo,...,x, 1 tali che [{zq,..., @, 1}]* &
monocromatico di colore C'y, per qualche h < k
in simboli
3330'--33371—1[ /\ xiij/\(\/ /\ Ch(aci,:vj))} .

1<j<n h<k i<j<n
Essendo A arbitrario in 9t0d(X) questo prova che
LEon
per ogni n. Per il Teorema di Compattezza, fissato n possiamo trovare un
¥ C X finito tale che ¥’ = @,. Sia m massimo tale che ¢>, € ¥’. Una
colorazione con k colori di [m]? induce un modello A’ di ¥’ di cardinalita

m. Poiché A" = @, ne consegue che ¢’¢ un H C m di cardinalita n che &
monocromatico. O

23.B. Ultraprodotti e compattezza. Il Teorema di Compattezza ¢ una
conseguenza del seguente risultato sugli ultraprodotti.

Teorema 23.13 (Los). Sia U un ultrafiltro su X e siano A, delle L-
strutture, con x € X. Per ogni formula @(x1,...,Ty,) € per ogni gi, ..., gn €
XQ:GXAx

H‘AI Fellal....lnll < Xog1,09n €U,
U

dove X g1, g0 = {7 € X [ Az = @lg1(2), ., gn(2)] }.

Dimostrazione. La dimostrazione procede per induzione su ht(¢). Se ¢
¢ atomica, il risultato discende dalla definizione di [];; A,. Negli altri casi,
al fine di semplificare la notazione, assumiamo n = 2, ma—come risultera
evidente—la dimostrazione & del tutto generale. Se @ = -, allora

[T4: & ol loa]] & [T A ¥ wlloi], [o2]]
U U

A Xll)791792 ¢ U
© Xogig €U
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dove nell'ultimo passaggio abbiamo usato che X¢ g, 5, = X \ Xy e la

parte @ della Proposizione m
Se @ =PV, allora

IP1#¢MHM Hﬂ#wm1m HAFXMHMD

= X1p791792 €UV Xyg1,00 € U
& Xg.go U Xxg1.00 €U
< Xypvxgrg €U
dove abbiamo usato la parte della Proposizione e che Xyvyg1,90 =
Xp,g1,92 Y Xxg1,92-
Supponiamo ora @ = Iy . Se [[; A = @[[g1], [92]] allora ¢’¢ un h €
XeexAg tale che []; Az = P[[R], [91], [92]] e quindi, per ipotesi induttiva,

Xyp,ng € U. Poiché X 41,90 2 X hg1,90> S€GUE che X 4, g, € U. Viceversa,
supponiamo X g,,4, € U. Sia h € Xzex A, la funzione definita da

h(z) {un a € A, tale che A, = Pla, g1(x), g2(x)] sez € Xg g,
€Tr) =

91,92

aj, altrimenti,

dove aj € A, ¢ un elemento fissato. Allora Xy 5 C Xy ng1,g. € quin-
di Xy hg.go € U. Per ipotesi induttiva, questo implica che [[;; Az =

Y[[h], [g1]; [g2]] e quindi [[; Az = @[[g1], [g2]]- g

Osserviamo che I’Assioma di Scelta é stato usato per definire la funzione
h.

Corollario 23.14. Ogni classe ECaA é chiusa per ultraprodotti.

Dimostrazione del Teorema di Compattezza. Sia
X ={zCX|xe¢finito}

e per ogni x € X sia A, un modello di z. Sia
def

S)={yeX|zCy}.
Poiche S(z1)N---NS(x,) = S(x1 U---Uuzy), insieme
{S(z)|ze X} C2(X)

é una base per un filtro F' su X. Sia U O F un ultrafiltro che estende F'.
Vogliamo dimostrare che per ogni o € ¥

HAI):(r.
U

Cio segue immediatamente dal Teorema di Los e da {z € X | A, =0} D
S({o}) e FCU. O
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Esercizi

Esercizio 23.15. Dimostrare che la relazione di conseguenza logica é un
pre-ordine su Z?(Sent(L)) i cui elementi minimali sono gli insiemi ¥ non
soddisfacibili.

Esercizio 23.16. Generalizzare il Teorema dimostrando che se £ e
Ste(L) \ R sono PCax, allora R e Gte(L) \ K sono PC.

Esercizio 23.17. Dimostrare in dettaglio i Corollari e

Esercizio 23.18. Ricordiamo (vedi pagina che un ordine lineare ¢ omo-
geneo se presi due intervalli aperti, questi sono isomorfi; & ultraomogeneo
se ogni automorfismo parziale pud essere esteso ad un automorfismo. Di-
mostrare che la classi degli ordini lineari omogenei e ultraomogenei sono,
rispettivamente, PC e PCx nel linguaggio L = {<}.

Esercizio 23.19. Dimostrare che la classe degli ordini mal-fondati & pseudo-
elementare generalizzata (PCa ) nel linguaggio { <}, ma non é pseudo-elementare
(PC) cioé non ¢ finitamente assiomatizzabile in nessun L D {<}.

Esercizio 23.20. Dimostrare che le seguenti classi di strutture non sono
assiomatizzabili, neppure ampliando il linguaggio (PC).
(i) Le strutture (insiemi, gruppi, anelli, ordini, etc.) finite.
(i)
(iii) I campi di caratteristica positiva.
(iv) Gli ordini ben fondati.

I gruppi di torsione.

Esercizio 23.21. Sia U un ultrafiltro su un insieme I # () e siano A; €
Ste(L), con i € I. Dimostrare che se L' C L allora

(JIA) 1 =]] (A1 L).

U
Concludere che una classe PCa é chiusa per ultraprodotti.

Esercizio 23.22. Dedurre il Teorema [I7.1] di Ramsey nel caso infinito dalla
sua versione nel caso finito (Teorema [23.12]).

24. Teorie e mappe elementari

24.A. Teorie. Fissiamo un linguaggio L ed un insieme A C Sent(L). La
relazione

AU{c}ET
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definisce un pre-ordine su Sent(L) e quindi induce una relazione d’equiva-
lenza

o~AT & (AU{o}lET A AU{T} [ 0)
che si legge: 0 e T sono equivalenti modulo A. Quando A = () diremo che o
e T sono logicamente equivalenti.

Esercizio 24.1. Dimostrare che:
(i)
AU{olET & AE(oc=n1

o~AT & AE(ocenT).
(i) A = oV-o.
(iii) Se A non ¢ soddisfacibile, allora tutti gli enunciati sono ~a equivalenti.

(iv) Se A ¢ soddisfacibile e o € Sent(L), allora A £~ o A-o; quindi
o0 A~0 e 0V 0 non sono ~a equivalenti.

(v) A C T implica che la relazione d’equivalenza ~a raffina ~r, vale a
dire
O~AT = O~ T.

Proposizione 24.2. Supponiamo A sia un insieme soddisfacibile di enun-
ciati. L’insieme quoziente Sent(L)/~a & un’algebra di Boole con le opera-
z10m1
[o]a Y [T]a = [0V T]A
[o]a A [T]a = [0AT]A
(o] = [~ol, -
L’ 1 dell’algebra é la classe d’equivalenza T delle tautologie proposizionali;
lo 0 ¢ la classe d’equivalenza L delle contraddizioni proposizionali.
Dimostrazione. La parte dell’Esercizio garantisce che T # L. Se
o~pa 0 eTropa T, ot A (06 0') e A (Te 1), allora
AVE2=NOAVE 4
oATES 0 AT
—0 & 0o’
sono conseguenze logiche di A e quindi
oVTt~pao VT
OAT~p 0 AT

-0 ~p D0’



198 III. Strutture e linguaggi

Quindi le definizioni delle operazioni Y, A e * non dipendono dai rappre-

sentanti. La verifica che queste operazioni soddisfano f é lasciata al
lettore. O]

L’insieme quoziente

def

Sent(L)/A = Sent(L)/~na
si dice algebra di Lindembaum generata dalla teoria A. Quando A = ()
abbiamo ’algebra degli enunciati logicamente equivalenti.

Se o0 € A, allora A | 0, il viceversa non vale in generale. Una teoria
chiusa 7' ¢ una teoria (cio¢ un insieme di enunciati) chiusa per conseguenza
logica, ovvero

T=Fo = o0€eT,
per ogni enunciato o.

Supponiamo ¥ C Sent(L) sia un insieme soddisfacibile e massimale, vale
a dire ¥ C A C Sent(L) = Mod(A) = 0. Se 0 ¢ ¥ allora ¥ U {o} non
¢ soddisfacibile, quindi fissato un A € Mod(X) si ha che A = o, da cui
Y £ o. In altre parole: se ¥ |= o allora 0 € ¥, cio¢ ¥ & una teoria chiusa.
Un insieme di enunciati che sia soddisfacibile e massimale si dice teoria
completa.

Esercizio 24.3. Dimostrare che:
(i) Ogni teoria completa ¢ chiusa, ma non viceversa.
(ii) Se T ¢ una teoria chiusa e se 0, T € Sent(L), allora
oATeT <« oeTATeT.
(iii) Se T' ¢ una teoria completa e se o € Sent(L), allora
c¢T < =-oel.

(iv) Una teoria ¥ ¢ soddisfacibile se e solo se { [0] | 0 € X } & una sotto-base
per un filtro.

(v) Una teoria chiusa T' ¢ soddisfacibile se e solo se {[o] |0 €T} ¢ un
filtro proprio.

(vi) Una teoria T' & completa se e solo se { [0] | 0 € T'} & un ultrafiltro.
Definizione 24.4. Per A € &tr(L)
Th(A) ={o € Sent(L) | A0}
si dice teoria di A.

Esercizio 24.5. Dimostrare che Th(A) é una teoria completa, A € Mod(Th(A))
e ogni teoria completa ¢ della forma Th(A) per qualche A.
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24.B. Preservazione di formule in strutture. Una formula ¢ costituita
da un blocco di quantificatori esistenziali applicati ad una formula priva di
quantificatori

dz;...dxz, Y

si dice formula esistenziale o 3-formula. Analogamente, una formula
universale o V-formula ¢ della forma

Vai... Ve,

con 1\ priva di quantificatori.
Proposizione 24.6. Siano @(x1,...,x,) una formula, a € A e A C B.
(a) Se @ ¢é priva di quantificatori

AkEelal < B eld.
(b) Se @ ¢é una V-formula

BEela = Ak old.

(c) Se @ ¢& una 3I-formula

AkEeola] = Bl old.
Dimostrazione. [(a)| Per induzione su ht(¢@). Se ¢ ¢ atomica (vale a dire
t1 =ty 0 R(tq,...,t,)) allora il risultato segue da e dalla definizione di
sotto-struttura. Se @ é —p, allora

AEolll & -AEva)

< (B Eyla)) (per ip. ind.)

< BEoa].
Se @ ¢ PV, allora

Aol & (AFwblaVaA = xa)
o BEvavBExa)  (perip. ind)
& BEolal.
[(b)] Sia ¢ la formula Vy; ...Vy, P e supponiamo B = @la], vale a dire

Vby...Vb, € B (B = w[b,&]). Quindi, per ogni by,...,b,, € A C B, vale

B = P[b,a e allora, per la parte (a), vale A = P[b,a]. Abbiamo mostrato
che Vb ... Vb, € A(A EP[b,al), cioe A = @fal.

segue da O

Una formula @ costituita da un blocco di quantificatori universali, se-
guito da un blocco di quantificatori esistenziali, applicati ad una formula
priva di quantificatori

Vz,.. Vz,3y,...3y,, ¥
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si dice V3-formula.

Proposizione 24.7. Sia @ una Y3-formula soddisfatta in ogni A,, dove
Ao C AL C.... Allora |, An = @.

Dimostrazione. Poiché la chiusura universale di una V3-formula ¢ una V3-
formula, possiamo supporre che @ sia un enunciato. Fissiamo 1 priva di
quantificatori tale che

@ =Vz;.. Vx,3y,...3y,, .
Fissiamo a1, ..., a, € J; A; e sia N sufficientemente grande per cui a1, ..., a,
Apy. Allora Ay = @ implica che
An ): (ayl aym‘b) [a’lv'” 7an] :
Per la parte (b) della Proposizione segue che | J,, An = @. O

24.C. Equivalenza elementare. Diremo che due L-strutture A e B sono
elementarmente equivalenti

A=3B
se e solo se (A =0) & (B = 0), per ogni enunciato o; equivalentemente
se e solo se Th(A) = Th(B). Un morfismo 7: A — B ¢ un’immersione
elementare se per ogni formula @(x;,...,x,) e ognia € A
AEeold < Bk o[r(a).
Esercizio 24.8. Sia 7: A — B un morfismo. Dimostrare che:

(i) Se m & un isomorfismo allora ¢ un’immersione elementare.
(ii) Se 7 ¢ elementare allora é iniettiva.

(iii) Se per ogni formula ¢ e ogni a € A

Aol = BE elr@)

allora 7 é elementare.

Se c¢’é¢ un’immersione elementare di A in B diremo che A si immerge
elementarmente in B
A=<B.
Se A C B e la funzione di inclusione é un’immersione elementare diremo che
A & una sotto-struttura elementare di B,

A<B,

e se A # B diremo che A ¢é una sotto-struttura elementare propria di B,
in simboli A < B. Le espressioni A € B e A © B significano che A é isomorfa
ad una sotto-struttura di B e, rispettivamente, ad una sotto-struttura propria

di B.
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Esercizio 24.9. Verificare che le Proposizioni e si generalizzano al
caso delle immersioni. Per esempio: se @(x1,...,x,) & priva di quantificatori
e m: A — B ¢ un’immersione,

Aol & BE elr@).

Esercizio 24.10. Consideriamo ora il caso di un ultrapotenza AX JU, cioé
[Iy Az con Ay = A per ogni © € X. Per ognia € Asiace: X — Ala
funzione costante c,(x) = a per ogniz € X esiam: A — AX /U, 7n(a) = [ca].
Dimostrare che 7 é elementare.

Sia A € Str(L), sia
Ly=LU{a|lac A}
il linguaggio espanso con un nuovo simbolo di costante per ogni elemento

di A e sia (A,a)qeca Vespansione canonica di A ad A. Il diagramma di
A & l'insieme di tutte le formule atomiche e loro negazioni che valgono in

(A, a)aca
Diag(A) = { @la] | A E @[a] e @ ¢ atomica, o @ = P con P atomica }
= Th((A, a)aca) N (Atle(LA) U{ | P € AtFml(L,) }),
Il diagramma elementare di A é I'insieme di tutte le formule che valgono
in (A, a)aca
EDiag(A) = { ¢[a] | A |= o[a] }
= Th((A,a)ecA) -
Teorema 24.11. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(a) A = B,

(b) c¢’e un’espansione B di B nel linguaggio Ly = LU{a | a € A} tale che
B = EDiag(A).

Dimostrazione. = @: Se m: A — B ¢ elementare, allora ponendo

(@)®=m(a) (a€A4)

otteniamo Pespansione B = (B, m(a))qca. Verifichiamo che B |= ¢ per ogni
o € EDiag(A): Se o € Sent(L 4) allora o ¢ della forma @a;1/x1, ..., an/Ty),
dove @(x1,...,x,) ¢ una L-formula e quindi
(A,a)aca E o= AE@lal,...,an]
< BEeor(ar),...,m(ay)]
&BlEo.
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[(b)] = [(a)} Supponiamo B sia una L 4-struttura che soddisfa EDiag(A).
Allora, per ogni coppia ai,as € A

a1 # a2 < (a1 # az) € EDiag(A)
& Bl dy # ao
& (@)" # (a2)".
Quindi 7: A — B, w(a) = (&)53, ¢ una funzione iniettiva. Se @(x1,...,xy)
¢ una L-formula e aq,...,a, € A, allora
AEelal,...,an] & @la1/x1, ..., an /2] € EDiag(A)
& Bl @lay/xy,. .., 40/ Ty
< BEer(ar),...,m(an)].
Quindi 7 é elementare. O

Esercizio 24.12. Siano A, B € Str(L). Dimostrare che le seguenti condi-
zioni sono equivalenti:

(i) A € B,
(ii) c’¢ un’espansione B di B nel linguaggio L U {a | a € |JA|} tale che
B = Diag(A).

Teorema 24.13 (Tarski-Vaught). Sen: A — B é un’immersione le sequenti
condizioni sono equivalenti:

(a) 7 & elementare,
(b) per ogni formula @(y,x1,...,x,) e ognia € A

BE @yo)lr@) © e E o) (@)
Dimostrazione. [(a)]=[(b)} Se B |= (y¢)[r(a)] allora, per 'elementarita
di 7, A = (Qye)[a] e quindi A = @[b,a] per qualche b € A, da cui B =
@[r(b), (a)].

[(b)] = Per induzione su ht() dimostriamo che
(109) AEWVE < BEr(@).

Se 1 ¢ atomica allora ((109) vale per 'Esercizio[24.9] Se ¢ ¢ =p; o P; V Py,
allora (109) vale per ipotesi induttiva e per la definizione di soddisfazione.

Quindi possiamo supporre che 1 sia y@:
A= Byo)ld & 3be A(A = bb,a)
< dbe A(B = P[n(b),m(a)]) (per ipotesi induttiva)
< B E (Qye)[r(a)] (per la nostra ipotesi.)
U
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Corollario 24.14. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

(a) AXB

(b) A C B e per ogni formula @(y,x1,...,2,) € ogni a € A
BE Qye)ld < beABE oba).

Proposizione 24.15. Supponiamo che Ay < A1 < Az < ... (n € w).
Allora A, < U Am, per ognin € w.

mew

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su ht(¢) che
AnEold) & | JAnE old)

per ogni n e ogni a € A. Il caso non banale & quando @ =3y e |J,, An =
(3yy)[a]. Allora |J,, Am = W[, al, per qualche b’ € |J,, Am. Sian’ > n
tale che b’ € A,,. Allora per ipotesi induttiva A,y | (Qyp)[a] e quindi

An E 3y)[a], per A, < Ay O
24.D. Funzioni di Skolem. Fissiamo una L-struttura A. Ad ogni formula
@ con variabili libere y, x4, ..., x, associamo

he: A" — A

la funzione di Skolem per dy@ definita da

ho(ar,...an) = {u*n b tale che A |= @[b,a] se A = (ye)|a]

a altrimenti,

dove a* ¢ un elemento fissato di A. Le funzioni hy sono definite usando
I’Assioma di Scelta: fissata una C': Z(A) — A tale che C(X) € X se X # ()
e C(0) = a*, poniamo

he(a) =C({be A| A= o[bal})
Osserviamo che se y ¢ I'unica variabile libera di ¢, allora hg: AV — Ae

essenzialmente—un elemento di A: un testimone del fatto che A = Jye
oppure a*. Sia H(A) I'insieme delle funzioni di Skolem per A.

Teorema 24.16. Per ogni X C A, la chiusura di X sotto le funzioni in
H(A) é una sotto-struttura elementare di A,

Clya)(X) < A.

Dimostrazione. La funzione di Skolem della formula y #Z y garantisce
che a* € C' = Clyn)(X), quindi C # (). Per ogni simbolo di costante c
la chiusura di C sotto la funzione O-aria di Skolem hy, dove @ ¢ y = c,
garantisce che ¢ € C. Per ogni simbolo f di funzione n-aria, la chiusura di
C sotto la funzione di Skolem hy,, dove P & y = f(x1,...,xy), garantisce
che C' ¢ chiuso sotto f**. Poiché Iinterpretazione dei simboli di relazione non
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costituisce un problema, segue che C' & (I'universo di) una sottostruttura di A.
Per il Teorema di Tarski-Vaught ¢ sufficiente verificare che se A = (Jye)[c]
per qualche ¢ € C, allora ¢’¢ un b € C tale che A | @[b,¢]. Ma cio &
immediato prendendo b = hg(c). O

Il seguente risultato, noto come il “Teorema di Léwenheim-Skolem all’in-
git’” asserisce, in particolare, che ogni struttura pitt che numerabile in un
linguaggio numerabile ha una sotto-struttura elementare numerabile.

Teorema 24.17. Se A € &te(L) e k é un cardinale infinito tale che
card(L) < k < card(A),

allora per ogni X C A con | X| <k c¢’¢unaB < A con X C B ecard(B) < k.

Dimostrazione. Sia Y C A tale che X CY e |Y| = k. Poiché
[H(A)| < [Fml(L)| = |L],
segue dal Teorema che
k< Y] <|Clyy(Y)| < k.
Per il Teorema [24.16| possiamo prendere B = Clg(4)(Y). O
Corollario 24.18. Se A ¢ una struttura infinita, allora

Vk > max (card(L),card(A)) 3B (A B A k= card(B)).
Dimostrazione. ¥ = EDiag(A). O

24.D.1. Gruppi con elementi di torsione. Sia G un gruppo tale che
Vndg € G(o(g) = n),

dove o(g) & I'ordine di g, cioé il minimo & > 1 tale che g* = 1, se esiste un
k siffatto, oppure o(g) = oo, se Vk > 1 (o(g) # 1g). Sia

Y. =EDiag(G)U{c"#1|n>1},

dove ¢ & un nuovo simbolo di costante. Ogni sottoinsieme finitodi {c™ #1|n >1}
¢ soddisfatto in un’espansione di G e quindi ¥ é finitamente soddisfacibile.
Quindi un modello di ¥ é un gruppo H con un elemento privo di torsione e

tale che G < H.



24. Teorie e mappe elementari 205

24.D.2. Buoni ordini. Fissiamo un ordinale oo > w. Sia
Y = EDiag({a, <)) U{ecny1 <cp|new}

dove le ¢, sono nuovi simboli di costante. Fissato N € w, consideriamo la
struttura A di universo a dove

A_{N—n sen <N,

Cn - . .
0 altrimenti.

Allora A ¢é un modello per EDiag({«, <)) U {¢cp+1 < ¢, |n < N }. Poiché
N ¢ arbitrario, ne segue che Y é finitamente soddisfacibile. Quindi ¢’¢ un
ordine lineare (A, <) mal-fondato tale che (o, <) = (4, <).

24.D.3. Analisi non-standard. Consideriamo il linguaggio L contenente
e simboli di costante &, per ogni x € R,
e simboli di funzione f, per ogni f: R - R eognin > 1,
e simboli di relazione 132, per ogni R C R" e ogni n > 1.

Sia R = (R,...) l'espansione canonica di R per L. Fissimamo ¢ un nuovo
simbolo di costante e sia

Y=Th(R)Uu{0<e<2|neN}.

Fissato N € N, consideriamo I'espansione R di R ad LU{¢} ottenuta ponendo
(e)® = 27N, Allora R = Th(R) U{0<e <2 |n< N}, quindi, per
Parbitrarieta di N, ¥ ¢ finitamente soddisfacibile. Sia *R = (*R,...) un
modello di ¥. Poiché la mappa

R — "R, z— (&) %
¢ un’immersione elementare, possiamo supporre che R C *R. Ogni relazione
R C R" e ogni funzione f: R™ — R si estende ad una relazione *R C *R" o
funzione * f: *R™ — R. In particolare *R é un campo ordinato. Un elemento
x € *R si dice
infinitesimo se 0 < |z| < 27", per ogni n € N;
infinito se n < |z|, per ogni n € N;
finito se |z| < n, per qualche n € N.

Dati z,y € *R diremo che z e y sono infinitamente vicini, = ~ y, se |z —y|
é 0 oppure é un infinitesimo; che x € infinitesimo rispetto a y o che y & infinito
rispetto a z se Vn € N(n - |z| < |y|).

Esercizio 24.19. Dimostrare che:

R

(i) I'elemento (¢) ® & un infinitesimo;

(ii) linverso di un infinitesimo & un infinito e, viceversa, 'inverso di un
infinito & un infinitesimo;
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(iii) per ogni infinitesimo € esistono infinitesimi J e 7 tali che ¢ & infinitesimo
rispetto a € ed € € infinitesimo rispetto a §. Analogamente, per ogni
infinito IV esistono infiniti M e L tali che N ¢ infinito rispetto a M e
L ¢ infinito rispetto a V.

Si dimostra che una funzione f: R — R & continua nel punto zg € R
se e solo se f(xg +¢) = f(xp) per ogni infinitesimo . Analogamente ¢
possibile definire i vari concetti dell’Analisi (differenziabilita, integrazione,
etc.) in termini di infinitesimi. Lo studio della struttura *R si dice Analisi
non-standard.

Esercizi

Esercizio 24.20. Generalizzare la Proposizione [24.15| dimostrando che se
(A |z € D), (mpy |z,y € DAz <))
& un sistema diretto superiormente di strutture e mappe elementari, allora
Ty Az — h_r)n A,
zeD

é elementare, per ogni y € D.

Esercizio 24.21. Dimostrare che se ¥ ¢ un insieme di enunciati in un lin-
guaggio arbitrario che ha modelli finiti di cardinalita arbitrariamente grande,
allora ha un modello di cardinalita < 280,

Dare un esempio di una teoria (in un linguaggio necessariamente piu che
numerabile) che ha modelli finiti di cardinalita arbitrariamente grande, che
ha un modello di cardinalita 280, ma nessun modello infinito di di cardinalita
< 2%,

Esercizio 24.22. In questo esercizio daremo una nuova dimostrazione del
Teorema di Stone.
Sia L il linguaggio {X, 5, €,C,U, I} dove

e X, JF sono simboli di relazione 1-arie,

e &, C sono simboli di relazione 2-arie,

e U, I sono simboli di relazione 3-arie.
Dare un insieme finito di assiomi ¥ nel linguaggio L tale che ogni suo model-
lo ¢ isomorfo ad una struttura con universo X UJF, dove X # 0, X NF = (),

F C #(X) ¢é una sub-algebra, la relazione € ¢ interpretata come 'appar-
tenenza tra elementi di X ed elementi di F e gli insiemi C, I e U sono,
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rispettivamente, i grafi delle funzioni complementi, intersezione e unione in

F.
Sia B un’algebra di Boole e sia L = L U {b |be B } Dimostrare che

Diag(B) U ¥ ¢ un insieme finitamente soddisfacibile di L-enunciati. Con-
cludere che B ¢ isomorfa ad una sub-algebra di &(X), per qualche insieme

X.

Esercizio 24.23. Il Teorema dei Quattro Colori asserisce che ogni carta
geografica piana con un numero finito di regioni pud essere colorata con
4 colori in modo che due regioni contigue siano sempre di colore diverso.
Dimostrare che il Teorema vale anche per le carte piane con un numero
infinito di regioni.

Esercizio 24.24. Se (P, <) & un insieme parzialmente ordinato, un I C P
si dice indipendente se

Veye Ple#y= (z £yny £ o).
Un insieme indipendente interseca una catena in al pitt un punto, quindi se

P ¢ unione di n catene, allora ogni insieme indipendente ha cardinalita < n.
R.P. Dilworth nel 1950 dimostro il converso per gli ordini parziali finiti.

Teorema 24.25 (Dilworth). Sia (P,<) un ordine parziale finito tale che
ogni insieme indipendente ha cardinalita < n. Allora ci sono delle catene
Coy...,Cpn—1 C P tali che |J,_, C; = P.

<n 1t

Generalizzare questo risultato a tutti gli insiemi parzialmente ordinati.

25. Categoricita

Diremo che ¥ é completo se ¢ soddisfacibile ed ¢ massimale rispetto all’in-
clusione, vale a dire: se ¥ C X/ C Sent(L), allora Moo (X') = 0.

Una teoria T si dice

e categorica se ammette un unico modello (a meno di isomorfismi);

e r-categorica se ammette un unico modello (a meno di isomorfismi) di
cardinalitd &, dove x & un cardinale infinito.

Per il Teorema di Lowenheim-Skolem all’insii, se T' é categorica, allora il suo
unico modello ¢ finito.

Teorema 25.1. Sia T una teoria in un linguaggio di cardinalita < x che
ammetta un modello infinito e che sia k-categorica. Allora T é completa.

Dimostrazione. Se o € Sent(L) testimonia che 7" non é completa, siano
A e B modelli di T che soddisfano o e -0, rispettivamente. Per il Teore-

ma [23.10| di Lowenheim-Skolem all’insti possiamo supporre che card(A) =
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card(B) > k e per il Teorema [24.17di Lowenheim-Skolem all’ingiu possiamo
supporre che card(A) = card(B) = k. Ma quindi A = B, contraddicendo
lassunzione che A =0 e B E —0o. O

25.A. Esempi.

25.A.1. Insiemi infiniti. La teoria T' che ha per assiomi gli enunciati €>,, di
[106] ¢ K-categorica per ogni r, dato che un modello di 7' di cardinalita x ¢
semplicemente un insieme di cardinalita k.

25.A.2. Gruppi abeliani. Per ogni cardinale infinito x i gruppi @, . Z e
Do\ Z/27Z sono di cardinalita s e non sono mai isomorfi. Quindi la teoria
dei gruppi abeliani non € mai x-categorica.

25.A.3. Ordini lineari densi senza né primo né ultimo elemento. Ricordiamo
che un ordine lineare (stretto) si dice denso se tra due punti ¢’¢ sempre un
punto. La classe degli ordini lineari densi, senza né primo né ultimo elemento
¢ elementare e Q ed R sono esempi di ordini siffatti. Per il Teorema [0.3] la
teoria degli ordini lineari densi, senza né primo né ultimo elemento & w-
categorica e quindi ¢ completa. Per I’Esercizio [0.22] questa teoria non ¢
2Ro_categorica: infatti si dimostra che per ogni cardinale pit che numerabile
K & possibile costruire esempi di ordini lineari densi senza né primo né ultimo
elemento di cardinalita x e non isomorfi.

25.A.4. Campi algebricamente chiusi. ACF,, ¢ la teoria dei campi algebrica-
mente chiusi di caratteristica p, dove p & un numero primo oppure p = 0. (Il
linguaggio ¢ quello per gli anelli {+,—,-,0,1}.) Sia F = ACF,, sia F’ il suo
sotto-campo primo e sia X C IF una base di trascendenza di F su F’. Osser-
viamo che F' & Z/pZ, se p & primo, o Q se p = 0; quindi F’ & numerabile. La
base di trascendenza X esiste per il Lemma di Zorn ed ha la cardinalita di
F, se F & pitu che numerabile. Se X e Y sono due basi di trascendenza per i
campi F e G di ugual caratteristica e se m: X — Y & una bijezione, allora m
si estende ad un isomorfismo 7: F — G. Quindi, se FF, G sono campi alge-
bricamente chiusi di ugual caratteristica e piti che numerabili, allora hanno
basi di trascendenza di ugual cardinalitd e quindi sono isomorfi. Abbiamo
quindi verificato che ACF,, ¢ k-categorica, se kK > w.

Esercizio 25.2. Verificare che ACF, non ¢ Ry-categorica.

25.B. Applicazioni.
25.B.1. Principio di Lefschetz. Dall’esempio 7?7 e dal Corollario otte-

niamo

Se 0 ¢ un enunciato nel linguaggio degli anelli {+, —,-,0,1}
che vale in ogni campo di caratteristica 0, allora vale in ogni
campo di caratteristica p, con p sufficientemente elevato.
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In altre parole
0 € ACFy < dnVp>n(pprimo = o€ ACF)).
Una generalizazione di questo ¢ il seguente Principio di Lefschetz:

Teorema 25.3. Sia 0 ¢ un enunciato nel linguaggio degli anelli {+,—,-,0,1}.
Allora o wvale in un campo algebricamente chiuso di caratteristica 0 se e so-
lo se wvale in campi algebricamente chiust di caratteristica p, con p primo
arbitrariamente grande.

Dimostrazione. Sia ACF,, la teoria dei campi algebricamente chiusi di ca-
ratteristica p, con p primo oppure p = 0. Se F un campo algebricamente chiu-
so di caratteristica 0 e F |= o, allora ACF( = o per la completezza di ACF.
Quindi per quanto sopra ACF, |= o, per tutti i primi p sufficientemente
grandi.

Vice versa, supponiamo che

Vn € Ndp > n dF campo algebricamente chiuso
di caratteristicape F = 0.

Osserviamo che se F ¢ algebricamente chiuso di caratteristica p e F = o,
allora, per la completezza della teoria dei campi algebricamente chiusi di
caratteristica p, ogni altro campo F’ algebricamente chiuso di caratteristica
p soddisfa 0. Fissiamo un’enumerazione (p,, | n € w) di tutti i numeri primi
e sia F,, un campo algebricamente chiuso di caratteristica p,. Sia X =
{new|F, E o} esiaU un ultrafiltro su w tale che X € U. Per il Teorema
di Los [[;; Fy, ¢ un campo algebricamente chiuso di caratteristica 0 che
soddisfa o e quindi k |~ o. O

25.B.2. Variabili complesse. Se A ¢ un anello, una funzione f: A™ — A™ si
dice polinomiale se f = (f1,..., fn), con fi € A[X1,...,X,]. Ilgradodi f ¢
max(deg(f1),...,deg(fr)). Dimostreremo il seguente

Teorema 25.4 (Ax). Ogni funzione polinomiale iniettiva f: C* — C" &
suriettiva.
Osserviamo che per ogni n,d > 0 c¢’¢ un enunciato o, 4 del linguaggio
degli anelli tale che A = o, 4 se e solo se
ogni funzione polinomiale iniettiva
A" — A"
di grado < d é suriettiva,

per ogni anello commutativo unitario A. Quindi vogliamo dimostrare che
per ogni n,d > 0
C ): On,d
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o, equivalentemente, che 0,4 € ACFy. Per il Principio di Lefschetz ¢ suf-
ficiente dimostrare che 0,4 € ACF), per primi p arbitrariamente grandi:
dimostreremo che cio vale per ogni p.

Sia F un campo algebricamente chiuso di caratteristica p: vogliamo ve-
rificare che F = o, 4. Per completezza di ACF,, possiamo supporre che F

sia W, la chiusura algebrica di Z/pZ. Allora F = |J, F, dove gli F, sono
campi finiti (non algebricamente chiusi) di caratteristica p. Sia f: F" — F”
una funzione polinomiale iniettiva di grado < d e sia b € F™: vogliamo mo-
strare che ¢’¢ un @ tale che f(a) = b. Sia k sufficientemente elevato tale che
tutti i coefficienti di f e by,...,b, sono in Fy. Quindi f [ Fy: Fy — Fy ¢
una funzione polinomiale iniettiva: ma ogni funzione iniettiva da un insieme
finito in sé stesso € suriettiva, quindi esistono ai,...,a, € Fr C F tali che

f(a) =b.

Esercizi

Esercizio 25.5. Sia <jex I'ordine lineare stretto su “Z dato da x <jex ¥y se
esolose In(z[n=y[nAz(n)<y(n)). Dimostrare che <jex ¢ un ordine
lineare denso senza primo e ultimo elemento.

Esercizio 25.6. Dimostrare che ogni ordine lineare numerabile (X, <) si
immerge in (Q, <).

26. Insiemi definibili

Definizione 26.1. Sia A una L-struttura e sia P C ||A||. Un insieme
X C ||A||™, con n > 0, si dice definibile con parametri in P se esiste una
formula @(x1,...,Tn,Yq,---,Y,,) ed esistono p1,...,pn, € P, tali che

X ={(a1,...,an) € A" | A E=@la1,...,an,p1,.-,Pm] }

Diremo che X & definibile se é definibile con parametri in P, per qualche
insieme P o, equivalentemente, se & definibile con parametri in A. Se l'in-
sieme P dei parametri ¢ vuoto, allora diremo che X ¢ definibile senza
parametri.

Un elemento a € A si dice definibile in A con parametri in P se {a} ¢
definibile con parametri in P. Chiaramente ogni elemento a € A ¢ definibile
con parametri in {a}. Diremo quindi che un elemento ¢ definibile se ¢ defi-
nibile senza parametri. In altre parole: un elemento a € A & definibile se é
I'unico elemento di A che soddisfa una qualche formula @(x) con un’unica
variabile libera.
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Lemma 26.2. (a) Se q1,...,qn sono definibili in A con parametri in P
e X C A™ ¢ definibile con parametri in {q1,...,qn} U P" allora X ¢
definibile con parametri in P U P’.

(b) Se R ¢ una relazione definibile in A con parametri in P, (A, R) ¢é [’e-
spansione di A ottenuta aggiungendo la relazione R e X é definibile in
(A, R) con parametri in Q, allora X ¢é definibile in A con parametri in
PUQ.

Dimostrazione. @ Per semplicita notazionale consideriamo il caso in cui
m = 1. Sia @(x,p1,...,pr) una formula che definisce ¢; con parametri in P
esiaP(yy,...,Y,, q1,0],--.,p}) una formula che definisce X con parametri
¢ epl,...,p, € P Allora la formula

am ((p(m)pla e 7pk) Alb(yh cevy yn7w7p/17 L 7p;1))
definisce X in A con parametri in {p1,...,pp} U{p},...,p,,} C PUP".

@ Per semplicita notazionale supponiamo R l-aria e X n-aria. Sia
@(x,p1,...,p) una L-formula che definisce R e sia W(yy, ..., Y, D1, .-, 0})
una L U {R}-formula che definisce X in (A, R). La L-formula

Il)(ylv v 7yn7p17 .. 7pk7p/17 .. 7p;7,)

ottenuta da 1]) rimpiazzando tutte le occorrenze della forma “fi(w)” con
“@(x,p1,...,pr)" (per ogni scelta di variabile ) definisce X in A con para-
metri p1, ..., Pk, D}, - -, P) € P, come richiesto. O

26.A. Esempi di insiemi definibili.

26.A.1. Sia (G,-) un gruppo. L’elemento neutro 1g € G ¢é definibile me-
diante la formula ¢ (u)

Vz(zxu=u*xz=2).

La funzione “inverso” I = {(g,h) € G x G | g- h =1} & definibile con para-
metri in {1} mediante la formula P (x,y, 1)

- y=1.
Quindi  ¢é definibile in (G, -) senza parametri per il Lemma

26.A.2. La relazione < & definibile senza parametri in (N, +) mediante la
formula @(x,y)

dz(zZ0ANx+2z=y).

(Stiamo usando il Lemma e il fatto che lo 0 ¢ definibile in quanto ¢
I’elemento neutro dell’operazione +.)
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26.A.3. Ogni numero naturale ¢ definibile in (N, <). Costruiamo indutti-
vamente la formula @, (x) che definisce n: poniamo @g(x)

Vyx=yVa<y)

€ (Pn+1($)
Vy(oo(y)V...Vou(y) Ve =yVz <y)

Quindi, per la parte @ del Lemma ogni elemento di (N, +) & definibile.
26.A.4. La relazione < & definibile in (R, +, -) mediante la formula

dz(x+2z-z2=vy).

26.A.5. L’insieme N ¢ definibile in (Z,+,-): per un teorema di Lagrange,
ogni numero naturale ¢ somma di quattro quadrati, quindi N é definito da

¢(x)

Jy, Yy, 3y3 3y, (Y1 Y1+ Y2 Yo+ Y3 YsH Yy Yy =)

26.B. Automorfismi e insiemi definibili. Per la Proposizione [24.8] se
X C A" é definito da @ e parametri py, ..., pm, allora 'immagine di X via
T € Aut(A)

7[X] = {~(@) |ae X}

¢ definito da @ e parametri 7(p1),...,7(pm). In particolare, se p1,...,pm
sono lasciati fissi da 7, allora 7[X] = X. In altre parole abbiamo dimostrato
che

Lemma 26.3. Sen € Aut(A), n(pi) =pi (i=1,...,m) en[X] # X, allora
X non e definibile in A con parametri p1,...,Pm.

Poiché z — z & un automorfismo del campo complesso, ne segue che il
numero ¢ non ¢ definibile in (C, +,-,0,1).
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Esercizi

Esercizio 26.4. Sia Def”)(P) l'insieme dei sottoinsiemi di A™ definibili in
A con parametri in P, n > 1. Dimostrare che Def’; (P) ¢ una sub-algebra di

P(A™).

Esercizio 26.5. Dimostrare che N e < non sono definibili senza parametri
né in (Z,4+) né in (R, +).

Esercizio 26.6. Dimostrare che Def%Rg(pl, ...,Pn) ¢ formato da unioni

finite di intervallﬂ (chiusi, aperti, semi-aperti) con estremi in {pi,...,pp} €
dall’insieme vuoto. Concludere che in un ordine (X, <) lineare denso, senza
né primo né ultimo elemento, i sottoinsiemi di X definibili con parametri
sono le unioni finite di intervalli e I'insieme vuoto.

27. Sintassi

27.A. Derivazioni. Un assioma logico di un linguaggio L é una formula
@ di L che é una tautologia, oppure é della forma:

(LAx-1) Vz (o =>P) = (@ =>Vx ), se x ¢ Fo(e).
(LAx-2) Vx @ = @[t/x] se t ¢ sostituibile ad « in @. In particolare Va @ = ¢.
( ) t =t, per ogni termine t.

(LAx-4) = = y=t[z/z] = t[y/z], per ogni termine ¢.

(LAx-5) t = s=>(@[t/x] < @[s/x]), se t e s sono sostituibili a @ in ¢.
(LAx-6) Jx @ & "V -o.

Se @ ¢ ottenuta da 1\ mediante una quantificazione universale su una qualche
variabile x, cioé @ = Va1, diremo che @ ¢ stata ottenuta da 1\ mediante
la regola di generalizzazione:

v
(Gen) Vi
Diremo invece che @ é ottenuta mediante la regola del modus ponens da
Yep=o,

Y
(MP) Y=

@
Sia I' un insieme di formule. Una derivazione da I nel linguaggio L é una
sequenza finita di formule (@, ..., @;) tali che per ogni i <n

5Tra gli intervalli consideriamo anche le semirette e i singoletti {p; }.
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@; € T', oppure

e @; ¢ un assioma logico di L, oppure

@; ¢ ottenuta mediante la regola di generalizzazione da @, per qualche
J <t

@; ¢ ottenuta mediante la regola di modus ponens a partire da @; e
@, con j, k < 1.

Diremo che ¢ ¢ derivabile da I" (ovvero che ¢ ¢ un teorema di I') nel
linguaggio L, in simboli

r I_L @,

se esiste (@o, ..., @y), derivazione da I' in L, tale che @ = ¢@,. Quando
il linguaggio L ¢é chiaro dal contesto scriveremo semplicemente I' = @; se
I' = {Y} o T’ = 0, scriveremo, rispettivamente, p - @ e - @. Se o H P e
VP F @ diremo che @ e 1 sono derivabili I'una dall’altra, ovvero che @ e P
sono equiderivabili.

Osservazioni 27.1. (a) Sel'Fr @, T CTI', L C L' eIV C Fml(L'), allora
F/ I_Ll @.
(b) La relazione b & transitiva: se ' @ e @ -, allora T' F 1.

Esercizio 27.2. Dimostrare che se I' - @, allora I'g - ¢@ per qualche I'y C T
finito.

27.B. Esempi di derivazione.
27.B.1. Congiunzioni. ' @ AP seesolose '@ e '+
Supponiamo I' - @ A. Allora

: AP
eAY ,
PAY=>¢@ Taut
@® [MP]

é una derivazione di @ da I'. Analogamente si dimostra che I' - . Viceversa

: }Fl—q)
@
: T+
P A v
o=>P=>pAY) Taut
Y=>0AY MPj
QAP IMP]

¢ una derivazione di @ A in I'.
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27.B.2. Termini equivalenti.
Fti=siA... At,=s,=[R(t1,...,t,) S R(t1,....t,)].
Infatti
th =sp=>[R(x1,...,xp_1,tn) > R(x1,...,xH_1,t)]
th 1 =8 1=ty =5, = [R(t1,....t,) & R(t1,...,t,)]]

th=si=>tk=s2=>-=>[t, =5, =2 [R(t1,....t,) S R(t1,...,t,)]] - -]
sono assiomi di tipo |(LAx-5)[e dato che

A A= [ = [oe=>. . B ]
¢ una tautologia, il risultato segue per [MP]

27.B.3. Da una contraddizione si puod derivare una qualsiasi formula. Se

per qualche formula 1, allora I' - @, per ogni formula ¢.
Infatti
: TE A
YA ‘
(WA )= Taut
® [MP]

27.B.4. Implicazioni. SeT'F @=>Ppel'F @=>(Pp=>x), alloral' - o =x.
Infatti:

(p=.>1|) }Fl—(p=>ll)
: I+
o= (h=x) } e =x
(=)= [(@=>(h=>x))=>(¢=>X)] (Taut)
(e=>W=>x))=>(0=>X) MP
¢ =X (P

27.B.5. L’antecedente di un’implicazione diventa un’ipotesi.
F'Fe=¢y = TU{e}FY.
Infatti, se I' F @ =1, allora anche TU{@} F @ =P e quindi 'U{e@} -
V.

I1 converso (cioé: TU{¢@} F P implicaI' - @ =) non vale in generale—
Lemma 27.5
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27.B.6. Una formula é equiderivabile con la una sua chiusura universale. In
altre parole:

o+FVx,.. Ve, e V.. Ve,oF .

La prima affermazione discende dalla regola di generalizzazione (applicata
n-volte). Per la seconda affermazione, consideriamo gli assiomi logici di tipo

(LAX-2)]
Ve, o= ¢
Ve, 1Vx, o=>Vz, @

V... Vr,o=>Vzr,... Vr,@.
Per la transitivita dell’implicazione (conseguenza di e , si ha che
FVx,.. Ve, 0o=¢.

quindi per [27.B.5| prendendo I' = 0, V1 ...Vx, @ I @.

27.B.7. Dal quantificatore universale all’esistenziale. Vale la seguente affer-
magzione:

Feo=3xze.
In particolare - Va @ = 3x @.
Infatti:
V(@)= LAx-2
Vz (me)=>¢9)=> (¢p=>3z @) %D e|(LAx-6)
=3z MP)

La seconda affermazione discende dalla prima e da |[(LAx-2)

27.B.8. Derivazioni e chiusura universale. Denotiamo con 1 la chiusura
universale di {. Allora

' < TFé,

dovel ={y|yel}

Supponiamo che I' F ¢. Per [27.B.6| ogni formula in I" & derivabile da r
e quindi data una derivazione (&g, ..., &) una derivazione di @ da I, sosti-
tuendo ogni &; € I' con la sua derivazione da I', otteniamo una derivazione
di @ da I'. Applicando la regola di generalizzazione si ottiene I' - @.

Viceversa, data una derivazione di @ da T, possiamo rimpiazzare in
questa derivazione tutte le formule del tipo y = V&, ...V vy (con y € T)
con la stringa

Y, Vz1v, ..., Vx, ... V1v.

La sequenza cosi ottenuta ¢ una derivazione di @ da I'. Per[27.B.6|otteniamo
'k .



27. Sintassi 217

27.B.9. Quantificazioni con nuove variabili. Se y non occorre libera in @,
allora

FVz o &Vy(ely/z]) e FIreeTy(ely/z)).

Verifichiamo la prima delle due biimplicazioni—la seconda é lasciata al
lettore. Poiché y ¢ sostituibile ad « in ¢, allora (@[y/x])[x/y] ¢ @ per la
parte dell’Esercizio quindi per é sufficiente dimostrare una
delle due implicazioni, per esempio - V& @ =Vy (@[y/x|):

Vo= oly/| A
Vy (Vz o = oy/z])

Vy (Vz ¢ = oly/z]) = (Vo ¢ = Vy(oly/x]))
Vo ¢ = Vy(o[y/z])

-2

=S
=
"

[®!
[}
x=3
—1

LAx-1
e

6”

1=1

27.C. Alcuni risultati sulle derivazioni.

Lemma 27.3. Se x non occorre libera in @, allora

vV (o=y) < ThFe=>Vzy.

Dimostrazione. Supponiamo che I' - Va (@ =>1): dato che
Vz (¢ =)= (¢ = V)

¢ un assioma, per sihal'F @ =>Vz.

Viceversa, supponiamo che I' H @ =Vx{: dato che Ve{p =1 é un
assioma per la transitivita dell’implicazione si ha I' - @ =1 e per
la regola di generalizzazione I' -V (@ =1). O

Poiché V(@ AP)=> @ AP ¢ un assioma logico e @ APp=>¢@ ¢ una
tautologia, ne segue che - Va (@ A1) => @. Usando la regola di generalizza-
zione e ’assioma otteniamo F Vx(@ Ap)=>Vxe. Analogamente
FVz(p Ap)=VxP. Abbiamo quindi dimostrato la

Proposizione 27.4. FVz (@ Ap)=> (Vzo AVz)).

Lemma 27.5. Sia I' un insieme di formule e sia o un enunciato. Se I' U
{o}F @ alloral't- o= @.

Dimostrazione. Supponiamo (&y, ..., &,) sia una derivazione di @ a par-
tire da I' U {o'}. Dimostreremo per induzione su 0 < i < n che

'ro=«;.
Consideriamo i vari casi:
e o é un assioma logico oppure «; € I'. Allora

(i =>(0=>«;), &, O=> ;)
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¢ una derivazione in I' dal momento che la prima formula ¢ una tauto-
logia, la seconda é un assioma logico oppure é in I, la terza é ottenuta
dalle prime due mediante Modus ponens.

e ; ¢ 0. Allora I' F 0 = «; in quanto é una tautologia.

e «; ¢é ottenuta per da o, e o, dove m, k < ie & & &= «;.
Per ipotesi induttiva I' F 0= &, e I' F 0= (o, = ;) e quindi I'
0= «; per27.B4]

e &; = Vxr«, con m < i. Per ipotesi induttiva I' F 0=> «,;,, da cui

I' - Vz (0= ;) per la regola di generalizzazione e quindi il risultato
segue dal Lemma [27.3]

Quindi I' F 0=> &; per ogni ¢ < n, come richiesto. O

Spesso in matematica per dimostrare che Va @(x) si ragiona cosi: si
prende un elemento generico c e si dimostra che vale @ per ’elemento c; data
Parbitrarieta di ¢ si conclude che Va @ (). Il seguente risultato formalizza
tutto questo.

Teorema 27.6. Sia I' C Fml(L), sia @ una L-formula e sia ¢ una nuova
costante. Allora

FFrVze << Thpye olc/z].

Dimostrazione. Se I' -, Vx @ allora I' 1 V& @ e quindi dato che c ¢
sostituibile ad x, V& @ = @[c/x| & un assioma logico di tipo quindi
['Frugey @le/z].

Viceversa supponiamo (@o, ..., @,) sia una derivazione di @[c/x] da T
in L U {c}. Sia y una variabile che non occorre in nessuna @,.

Fatto 27.6.1. Per 0 <1 <n,
(110) Tz oily/cl.

Dimostrazione. Per induzione su i. Se @; € I' allora ¢ non occorre in @;,
quindi @[y/c] = @; ¢ vale. Se @; ¢ un assioma logico (tautologia o
di tipo [(LAx-1)H(LAx-6)), allora anche @;[y/c| ¢ un assioma logico (dello
stesso tipo) e quindi I' - @;[y/c]. Se @; ¢ ottenuto da @; mediante la
regola di generalizzazione, @; = Vz@; e j < i, allora I' - @;[y/c| per
ipotesi induttiva e quindi I' -z, @;[y/c] per (Gen). Infine, supponiamo
@; sia ottenuto da @; e @, con j,k < i mediante la regola del Modus
Ponens. Allora I' i, @jly/c] e I' b @i[y/c] per ipotesi induttiva, quindi

I'Fr @ily/c] per (MP). O

Ne segue che T Fr, (@[c/x])[y/c], cioée T Fp @ly/x], da cui T'
Vy @ly/x|, quindi per 27.B.9T Fr Vx ¢. O
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27.D. Forma normale prenessa.

Lemma 27.7. Sia y una variabile diversa da x e che non occorre né in @
né in\Pp. Allora

(111) @ VVz P ¢ equiderivabile con Vy (@ Vly/x])
(112) @V 3z ¢ equiderivabile con Iy (@ VPly/x])

Dimostrazione. La variabile y ¢ sostituibile ad  in ¢ e quindi - Vz P =P [y/z],
da cui - (@ VVzP)=(@ V[y/z]). Per (Genl, [LAx-1) e (MP)

F(eVVz)=>Vy (o Vily/z]).

Viceversa, Vy (@ V1 [y/x]) =>(@ VVyp[y/x|) ¢ un assioma logico [(LAx-1)]
e perR7.B.I+ Yy P[y/x| > Va P, quindi - Vy (o Vbly/z]) = (@ VVz ).
Cio dimostra (111]).

Argomentando come sopra:
FVz = -ly/x]
F (e AV )= Vy (e A-py/z])
F3y(eVily/z]))= (e VIzy).

Viceversa, per la Proposizione [27.4

VY (e AYly/z]) =>Vy -

FVYy (e A-ply/x]) = Vy ~dly/a]
e poiché y non occorre in @,

FVy-ly/zleVzy e FheoeVyo,
da cui
FVy (mo A)ly/z]) = e AV —ply/z].
Prendendo il contrapositivo si ha
(eVIzY)=Ty (e Vly/z]).

Questo prova ((112]). O

Una formula si dice normale prenessa se ¢ della forma
Qiz1...Q,@n @
dove Q; € {3,V} e @ & priva di quantificatori.

Teorema 27.8. Ogni formula @ ¢ equivalente ad una formula normale
Prenessa.
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Dimostrazione. Per induzione sulla complessita di ¢@. Se ¢ ¢ atomica (o
pil in generale: priva di quantificatori) allora & prenessa. Se @ = —mp, per
ipotesi induttiva c’é una formula prenessa Qx ... Q,x, & equivalente a
e quindi @ é equivalente a lel . Qnmn -, dove

» )3 seQ, =V,
Qi_{v se Q; =3.

Se @ & Az oppure YV, il risultato segue immediatamente dall’ipotesi in-
duttiva. Supponiamo infine che @ sia PV x e che P e x siano equivalenti a
formule prenesse Q1 ... Q, T, xe Qiy, ... Q) y,, B, rispettivamente. Ap-
plicando ripetutamente il Lemma precedente otteniamo che 1\ V x & equiva-

lente a Qiyy ... QY. WV BYL/Yi,---, Y0 /Ym]) Per opportune variabili
Y1, ..., Y,,. Poiché lo scambio di due formule in una disgiunzione genera una

formula equivalente, applicando nuovamente il Lemma otteniamo la formula

Qi) ... Qux, Q1Y ... Qhy, (B /Y1, Y/ Y]
Valzh/x, .2 xn))

che é equivalente a @. O

27.E. Consistenza. Un insieme di formule I' si dice inconsistente se
'-Vz(z==x).

Dato che -V (x = z) per [(LAx-3)|e la regola di generalizzazione e usando
27.B.3 si ha che I' & inconsistente se e solo se da I' si puo derivare una
qualsiasi formula.

Un insieme di formule I" che non sia inconsistente si dice consistente;
quindi I' é consistente se I' i/ @ per qualche @.

Esercizio 27.9. Dimostrare che:

(i) T & consistente se e solo se ogni sottoinsieme finito di I' & consistente;

(i) se € € Z(Fml(L)) ¢ linecarmente ordinato da C e se I' & consistente
per ogni I' € €, allora [ J € ¢ consistente;

(iii) ogni insieme consistente di formule puod essere esteso ad un insieme
consistente massimale di formule.

La parte dell’Esercizio qui sopra € nota come Lemma di Lindem-
baum.

Proposizione 27.10. Sia ' un insieme di L-formule e sia o un L-enunciato.
AlloraTU{o} ¢ inconsistente se e solo se ' - mo. Equivalentemente: TU{o}
é consistente se e solo se I' i/ m0o.
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Dimostrazione. Se I' - =0, allora I' U {c} - 0 A=0 e quindi ' U {o}
¢ inconsistente. Viceversa supponiamo I' U {@} sia inconsistente: allora
da T'U {0} & possibile derivare ogni formula e quindi, in particolare, I' U
{oc} F 0A=0. Per il Lemma ' m o=(0A-0) e quindi T +
(oV-0o)=-0. Ma oV -0 ¢ una tautologia, quindi per Modus ponens
I't=o. O

Esercizi

Esercizio 27.11. Sia I' C Fml(L). Poniamo @ ~ 1 se I' - @ <>, cioé se
@ e\ sono equivalenti. Dimostrare che ~ & una relazione di equivalenza su
Fml(L) e che se T" ¢ consistente allora Fml(L)/~ ¢ un’algebra di Boole.

Esercizio 27.12. Supponiamo I sia consistente e massimale rispetto all’in-
clusione. Allora

'Fe & el
¢l & -=eel
oNpel & el Apel.

28. Il Teorema di Completezza

La Definizione di conseguenza logica é stata data per insiemi di enun-
ciati, ma puo essere generalizzata ad insiemi di formule come segue: dire-
mo che I'y & conseguenza logica di I'1, in simboli I'y = I'g, se e solo se
Moo (I';) € Mod(I'y), vale a dire per ogni A € Gte(L)

Vg(AETg) = Vg(AET:g)).
Ogni assioma logico ¢ logicamente valido:

Esercizio 28.1. Dimostrare che se @(x1,...,x,) ¢ un assioma logico, allora
A | o[al, per ogni a € [|A].
Il seguente risultato mostra che le derivazioni generano conseguenze lo-
giche.
Teorema 28.2. Se I' C Fml e @ € Fml, allora
'Fo = F'Ee.

Dimostrazione. Sia A un modello di I" e sia (@o, ..., @,) una derivazione
di @ da I'. Verifichiamo, per induzione su i < n, che
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Se @; ¢ un assioma logico oppure @; € I' il risultato & immediato per I'E-
sercizio o per la nostra ipotesi. Se @;(x1,...,x,) é Vy@; con j < 1,
allora A = @;(y,x1,...,x,) per ipotesi induttiva, vale a dire

Va,be A(A = @jb,a)),

quindi Va € A (A =Vy @;), cioé¢ A |= @,. Supponiamo infine che esistano
J.k <'iper cui @y & @;=> @;. Peripotesi A = @; e A |= @;=>@;. Siano
Zi,..., %y le variabili libere di @; e siano vy, ...,y,, variabili distinte dalle
xi,...,Ty tali che Fo(@;=@;) C {x1,...,Zs,Y;,...,Y,,}. Dobbiamo
verificare che per ogni ay,...,a, € A,

A ': (pi[al,...,an] .
Ma questo discende dal fatto che A = (@;=> @;)[a,b] e A E @;[a,b], per
ogni ai,...,an,b1,...,by € A. O

Corollario 28.3. Un insieme soddisfacibile di enunciati 32 é consistente.

Dimostrazione. Supponiamo ¥ sia inconsistente, cioé ¥ - 0 A—o. Allora
Y = 0 A0, quindi se A ¢ un modello di ¥, allora A = 0 A—0: assurdo.
O

I Teoremi di Completezza (Godel, 1930), asseriscono che vale il converso
del Teorema e del Corollario.

Teorema 28.4 (Completezza Debole). I' = @ implica I' - ¢.

Teorema 28.5 (Completezza Forte). Un insieme consistente di enunciati
Y ¢ soddisfacibile. Allora A =X, per qualche A. Infatti ¥ ha un modello di
cardinalita < card(L).

Vediamo come il Teorema di Completezza Forte implica il Teorema di
Completezza Debole:

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso in cui I', {¢p} C Sent(L). Pos-
siamo supporre che I' sia consistente, altrimenti il risultato é banalmente
vero. Se I' I/ @ allora T' U {—@} ¢é consistente per la Proposizione [27.10
quindi ammette un modello A. Ma allora A testimonia che I' [~ ¢.

Supponiamo ora il caso in cui gli elementi di " e {¢@} siano delle formule
con eventualmente variabili libere. Utilizzando [27.B.8| e la sua notazione, si
ha che

elH@seesoloseTF e
o I' = @ se e solo se I' = @, per definizione di soddisfazione.

Quindi ci siamo ricondotti al caso degli enunciati. U
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Lemma 28.6. Sia X una L-teoria consistente, sia ¢ una nuova costante e
sia @(x) una L-formula con un’unica variabile libera. Allora la LU{c}-teoria
YU {3z o= @[c/x]} ¢ consistente.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che
YU{3z o= olc/z]|} Fryey oATO.
Per il Lemma [27.5)si ha ¥ k¢ (3 @ = @[c/z]) => 0 A0 e quindi
EFrufe (0 AD0) =23z 0 = @lc/x]).
Poiché = (0 A = 0) ¢ una tautologia ne segue che - () (3 @) A@lc/z].
Il Teorema [27.6| implica che

Yt Ve (3z @) A-e)

e quindi per il Lemma Y Fr 3z o) AVx—@). Per [(LAx-6)| X Fr
(3x @) A (x @), quindi X ¢ inconsistente. O

Lemma 28.7. Sia X un insieme consistente di L-enunciati e sia C un
insieme di nuove costanti di cardinalita card(L). Allora ¥ puo essere esteso
ad un Y insieme consistente di enunciati di L = L U C in modo che se
@(x) ¢ una L-formula con un’unica variabile libera, allora 3c € C' tale che
>+ 3z @ = @lc/x).

Dimostrazione. Sia k = card(L) e siano (¢, | v < k) e (@4 | ¥ < k) enu-
merazioni di C' e dell’insieme delle L-formule con un’unica variabile libera.
Sia

Yo =XU{3z, 0= @,[c)/z,] |y < a} (o < k)
dove x, ¢ l'unica variabile libera di ¢,. Utilizzando il Lemma m per «
successore e I'Esercizio [27.9| per « limite si ha che ogni Y, é consistente. Per
costruzione 3 = Y. soddisfa 'enunciato del Lemma. O

Un insieme I' di L-formule ammette testimoni se per ogni L-formula
@ con al pitt una variabile libera & c¢’é una costante c tale che
'3z o= @c/x].

La costante ¢ si dice testimone per Jx @.

Osservazione 28.8. Se I' C IV C Fml(L) e I ha testimoni, allora anche T
ha testimoni.

Teorema 28.9. Se X & un insieme consistente di L-enunciati esiste un insie-
me C di cardinalita k di nuove costanti ed esiste un insieme Yo, consistente
di enunciati di Loo = LU C tali che Yoo 2 X € Yoo ha testimoni.

Dimostrazione. Costruiremo induttivamente
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e linguaggi L = Lo C Ly C --- C L, C ... tali che L,,,1 = L, UC,
dove C), & un insieme di costanti che non appartengono a L,, e |Cy,| =
card(Ly,) = card(L),

e insiemi consistenti X, C Sent(L,,) tali che

(i) Y= C¥XC---CX,C--- €
(ii) per ogni L,-formula ¢@(x) con un’unica variabile libera c¢’¢ un
c € C), tale che ¥,11 F 3z @ = @[c/x].

Se Ly,..., Ly, Cy,...,Cp_1 € Xg,...,%, sono stati costruiti e soddisfano i
requisiti, allora il Lemmam garantisce l'esistenza di C, (e quindi di L;,4+1)
e di ¥,41 come richiesto. Posto C' = J,,Cpn, Loc = U,, Ln € Xoo = U,, Zn
abbiamo che

o |C| =k,
e Yo C Sent(Lo) ¢ consistente (Esercizio 27.9] parte [(ii))

e Y, ammette testimoni: fissata una L., formula @(x) con un’unica
variabile libera, sia n minimo tale che @(x) € Fml(L,,). Per costruzione
c’éun ¢ € C), tale che ¥, 11 Fr, ., Jx @ = @[c/x| e quindi X Fr_
Jx ¢ = @lc/x].

n+1

Questo conclude la dimostrazione. O

28.A. Dimostrazione del Teorema 8.5 Sia ¥ un insieme consistente
di L-enunciati. Per il Lemma possiamo aggiungere ad L un insieme C
di nuove costanti con |C| = card(L) e possiamo estender ¥ ad un insieme
consistente di L-enunciati ¥’ in modo che ¥’ abbia testimoni. Per la parte
dell’Esercizio (Lemma di Lindembaum) sia ¥ 2 ¥’ un insieme
consistente e massimale di L-enunciati. Per la Proposizione [27.10| per ogni
L-enunciato o

Yo & oex.
Costruiremo un L-modello A di X: poiché ¥ C Y CYsiavrache A=Y e
quindi, passando alla contrazione A di A a L, otterremo il modello cercato.
Sia ~ la relazione di equivalenza su ClTerm(L), 'insieme degli L-termini
chiusi, definita da
tru & (t=u)eX.
(Nota bene: non stiamo chiedendo che i due termini ¢ e w siano identici—

chiediamo invece che ¥ dimostri 'enunciato “¢ = w”.) L’universo di A (e
quindi anche di A) é I'insieme

A = ClTerm(L)/~ .

Dobbiamo ora definire I'interpretazione in A delle relazioni, delle funzioni e
delle costanti.
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Se R & un L-simbolo (e quindi anche un L-simbolo) di relazione n-ario,
poniamo

RY={([t]_,...,[ta] ) € A" | R(t1,...,t,) €T }.
Prima di procedere dobbiamo verificare che la relazione R* ¢ ben definita:
se R(ty,...,t,) €Xeset;~u;allorat; =uA...At,=u, €X
Fti=uiA...At, = un=>(R(t1,...,tn)¢)R(u1,. . .,un))

per [27.B.2} ne deduciamo che R(u1,...,uy) € Y e quindi la definizione di
R” non dipende dai rappresentanti scelti.

Se f ¢ un L-simbolo (e quindi anche un L-simbolo) di funzione n-ario,
poniamo -

PR 8] = ()]

In modo del tutto analogo a quanto fatto sopra si verifica che la definizione

di fZ non dipende dai rappresentanti scelti.
Infine, se ¢ é un L-simbolo di costante, poniamo
= [c]..

Quindi abbiamo definito A. Se t € ClTerm possiamo definire per induzione
sulla complessita di ¢ I'elemento t* € A cosi:

tﬁ— ch seteec,
FARL, Y sete fty,. .. t).

Esercizio 28.10. Dimostrare che per ogni ¢ € ClTerm c’¢ almeno una
costante ¢ € C tale che t ~ ¢ e che t* = [t] _.

Dobbiamo ora verificare che A = X. Infatti verificheremo che, per ogni

enunciato o € Sent(L):
ccY & AEco

La costruzione di A garantisce cio vale quando o ¢é atomica.

Se o0 = T,
ceEXxesTéen (per la massimalita di X)
SAFET (ip. ind.)
s AEo

Se 0 = TAx allora
cex e (tel)A(xel)
s AETANAEX) (ip. ind.)
SAETAYX.
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Se o = dx @, allora

dce C(Ax o= @lc/x]€X).

Quindi o € ¥ implica @[c/x] € ¥ e allora, per ipotesi induttiva, A = @[c?],
da cui A = 0. Viceversa se A |= o, allora ¢’¢ un a € ||A| tale che A =
@[a]. Sia t € ClTerm(L) tale che [t] . = a. Allora t* = a e dato che t
¢ sostituibile ad = in ¢ abbiamo A = @[t/z], per la Proposizione
Per ipotesi induttiva @[t/x] € ¥ e dato che Penunciato @[t/z]=>3xe ¢& il
contrapositivo di un assioma logico di tipo e quindi ¢ in ¥, ne segue
che 3z € ¥ come richiesto.

Questo conclude la dimostrazione del Teorema di Completezza Forte.

Esercizi

Esercizio 28.11. Dimostrare che il Teorema di Completezza Forte implica il
Teorema di Compattezza. Dimostrare che il Teorema di Completezza Debole
e il Teorema di Compattezza implicano il Teorema di Completezza Forte.



Capitolo TV

Funzioni calcolabili

29. Ricorsione primitiva

Una funzione f: N® — N si dice effettiva o calcolabile se esiste una procedura
meccanica, un algoritmo, che calcola il valore di f(x1,...,x,) a partire da z1,
Zo, ..., Tn. Naturalmente, per rendere questa definizione matematicamente
ineccepibile, dobbiamo spiegare cosa intendiamo con procedura meccanica e
algoritmo. Una possibile definizione & quella di funzioni calcolabili mediante
un programma scritto in FORTRAN, in Basic, o in Pascal. Una definizione
alternativa e completamente equivalente, ¢ stata individuata negli anni venti
del secolo scorso, ed é la classe delle funzioni ricorsive. In questa sezione
ci limitiamo alla sottoclasse delle funzioni primitive ricorsive che comprende
molte delle (ma non tutte le) funzioni effettivamente calcolabili.

29.A. Funzioni primitive ricorsive. Cominciamo con qualche definizio-

ne. Supponiamo f sia k-aria su N. Se ¢1,...,g% sono n arie su N, la
composizione di f con ¢i,...,gr & la funzione n-aria
(113) hz1,. .. xn) = f((z1, .oy Zn)s ooy gi(X1, .oy 2p))

La definizione data pud apparire troppo restrittiva in quanto spesso capita

che le g; siano di arieta differente o che 'ordine delle variabili nelle g; non

sia lo stesso. Per esempio consideriamo la funzione 3-aria

(114) h(x1,22,23) = f(g1(22,23), g2(71), g3(w2, 71, 71))

Per ricondurci a ((113)) dobbiamo utilizzare le funzioni di proiezione
projp : N = N (z1,...,2,) — xp (1<k<n).

Allora la funzione h di (114]) ¢ la composizione (nel senso di (113])) della

funzione f con g1, g2 e g3, dove g; é ottenuta da g; (i = 1,2,3) mediante

227
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proiezioni:

e  denota (x1,x2,x3).

Se f & k-aria (con k > 0) e g ¢ k + 2 aria su N, diremo che la funzione
k + l-aria
(115)

Ti1,...,T se n =0,
h(z1,...,25,n) = @ m)
g(x1,...,xp,n— 1, h(z1,...,x,n—1)) sen >0,
é ottenuta per ricorsione primitiva a partire da f e g. Naturalmente,
se k=0, la f & una costante.

Esercizio 29.1. Dimostrare che la funzione h in (115]) ¢ ben definita.

Definizione 29.2. L’insieme PRec delle funzioni primitive ricorsive ¢é
il piu piccolo insieme di funzioni finitarie su N contenente

e le funzioni costanti ¢} : N* — N, (z1,...,2,) — k, con n, k € N;

e le funzioni di proiezione projy : N* — N;

e la funzione successore S=S [N: N —= N, n+—n+ 1.

Useremo spesso T per denotare una generica n-upla (x1,...,2y,).
Una funzione primitiva ricorsiva puo essere efficacemente visualizzata
come la radice di un albero etichettato ( in cui
e i nodi terminali sono etichettati mediante S, proji e cf.

e i nodi non terminali sono etichettati come o e O, dove
— i nodi successori di un nodo etichettato oy, sono k + 1, dove k
é Darieta della funzione rappresentata del nodo piu a sinistra e
tutte le rimanenti k funzioni hanno la medesima arieta,

Ok
f o - gk
— 1 nodi successori di un nodo etichettato O, sono 2, dove se k ¢

I’arieta della funzione rappresentata dal nodo a sinistra, allora
la funzione rappresentata dal nodo a destra ¢ k + 2,

O
RN
f g
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Applicando ripetutamente questa procedura alle f e g otteniamo un albero
che descrive la funzione in questione. Un albero siffatto si dice albero di
programma o semplicemente programma. della funzione primitiva ricor-
siva in questione—mnella prossima sezione vedremo numerosi esempi di alberi
di programma per funzioni primitive ricorsive. L’insieme Tprec dei pro-
grammi (o meglio: degli alberi di programma) di funzioni primitive ricorsive
¢ un sotto-insieme proprio della famiglia degli alberi etichettati mediante
elementi di

§={S,0}U{op|n>0}U{ct|nk>0}U{proj; |n>k>0}.

La mappa Tprec — PRec che associa ad ogni T € TpRrec la funzione
fr € PRec descritta da T, € suriettiva, ma non iniettiva—QOsservazione [29.4
Possiamo anche vedere i programmi come parole su (8, a), dove a(0) = 2,
a(op) = k+ 1 e a(s) per tutti gli altri s € 8. Naturalmente, non tutti gli
elementi di Words(8, a) sono programmi, dato che—per esempio—si richie-
de che se (o, f,91,-.-9k), allora la funzione (descritta dal programma) f
deve avere arieta k e le funzioni (descritte dai programmi) g, ..., gr devo-
no avere tutte la medesima arietd. Definiamo induttivamente la funzione

ar: Words(8,a) - wU{—1}:
e Se ht(w) = 0, allora
nsew = (profp),

ar(w) = ¢n sew = (c}),
1 sew=(S).

e Se ht(w) > 0, allora

n sew = (op) " fTq17 gk e

() ar(f) = k car(gr) = -+ = arlgy) =n 2 0,
n+1 sew=(0)"f"g,ar(f) =n+2ear(g) =n>0,
-1 altrimenti.

E immediato verificare che per ogni w € Words($, a)
w ¢ un programma < ar(w) > 0.

Osservazione 29.3. Tutte le funzioni in PRec sono calcolabili secondo una
qualsiasi ragionevole definizione di calcolabilita: infatti

e le funzioni S, ¢}, proj;; sono calcolabili,

e seh, f,g1,...,grsonocomein (113), allora per calcolare h(z1,...,zy)
basta calcolare i valori g1 (21, ..., %), ..., gx(z1,...,2y,) € pol inse-

rirli nella f e calcolarne il risultato,
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e se h, g e f sono come in (115]), allora per calcolare h(xy,...,zy,1)
é sufficiente calcolare i valori

ap = h(x1,...,2n,0) = f(21,...,24)

a1 = h(z1,...,2n,1) = g(z1,...,2,,0,a0)
ag = h(z1,...,20,2) = g(z1,...,2n,1,a1)
a; =h(xy,...,2n,10) = g(z1,..., Tpn, i — 1,a,-1)

29.B. Esempi di funzioni primitive ricorsive.

29.B.1. La funzione identica id = id | N: N — N ¢ proji e quindi & in
PRec. Il suo albero di programma ¢ 1’albero con un solo nodo: proji.
29.B.2. La funzione somma f: N> — N, f(x1,22) = 21 + 22, & primitiva

ricorsiva. Infatti id = proji e h g, proji sono primitive ricorsive e poiché
f(1,0) = 21 = projj(z1)
f(z1, 2 +1) = S(z1 + 22) = h(21, 22, (21, 72))
ne segue che f € PRec. Il suo albero di programma &
O
N
o1

AN

S projg

proji

29.B.3. La funzione

rT—yY sex 2>y,
€T — pry
Y 0 altrimenti,

& primitiva ricorsiva. Infatti la funzione g: N — N, x +— x =~ 1 é ottenuta per
ricorsione primitiva

9(0) =0=cj
g(z +1) = z = proji(z, g(x))

e ha per albero di programma

2
¢ proji
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La funzione (x1,x2) — x1 -~ x2 & definita per ricorsione primitiva
1 ~0=21 = proj%(xl)
x1 = (22 + 1) = g(a1 = 22) = g o proji(w1, x2, 71 ~ 2)

e ha per albero di programma
(116) O
RN
o1

SN
O

SN
6

proj;

proji

proj}

29.B.4. La funzione sg: N — N definita da sg(0) = 0esg(n+1) =1 ¢
primitiva ricorsiva, dato che

sg(z1)=1=(1=z9) = h(c(l)(xl), h(c?(ml),proj%(xl)))

dove h(z,y) = x ~ y. L’albero di programma di x1 — 1 -~ 21 é ottenuto da

02
1N
h <} proji
sostituendo al nodo con etichetta h l'albero di programma ((116)). Lasciamo
al lettore il compito di scrivere I’albero di programma per sg.

Osservazione 29.4. Per ciascuna funzione primitiva ricorsiva abbiamo in-
dividuato un albero di programma che la calcola, ma quest’albero non &
unico: data una procedura per calcolare una T — f(Z), posso calcolare
Z — S(f(z)) = 1 e questo algoritmo genera un albero pit complesso. Per
esempio, alla funzione identita x; — x1 oltre all’albero con un unico nodo
etichettato proji, possiamo associare I’albero

o1
PN
O S
VRN
c) proj?

Iterando questo ragionamento vediamo che ogni funzione primitiva ricorsiva
ammette infiniti alberi di programma.

Esercizio 29.5. Dimostrare che le seguenti funzioni sono primitive ricorsive
e per ciascuna di esse individuare un albero di programma.

(i) il prodotto (z,y) — x - y;
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(ii) Pesponenziazione (z,y) — x¥;

(iii) la funzione (z1,...,%m) = f(Zy(1)s- -1 To(n)), dove f € PRec & n-aria
eo: {l,....,n} = {1,...,m};

(iv) le funzioni

Y

(xlw"axn?y) HZf(xla”'vxka)
k=0
Y

(x1,...,Zn,y) — Hf(:z:l,...,xn,k:),
k=0

dove f € PRec é n + l-aria. In particolare la funzione fattoriale
n +— n! & primitiva ricorsiva;
(v) la funzione (z,n) — f((x) che codifica la successione delle iterate
f™ di una f: N — N primitiva ricorsiva.
Un insieme A C N" & primitivo ricorsivo se la sua funzione caratte-
ristica x 4: N* — {0, 1},
xAs(Z)=1T€ A
¢ in PRec. Spesso scriveremo, secondo una pratica comune in logica ma-

tematica, A(Z) al posto di z € A e diremo che A é un predicato primitivo
ricorsivo m-ario.

29.C. Esempi di insiemi primitivi ricorsivi.
29.C.1. Se A, B C N” sono insiemi primitivi ricorsivi, allora
~ALN\ A

e AN B sono insiemi primitivi ricorsivi, dato che x_ 4 =1+ x4 € Xanp =
X4 - Xp- Quindi anche gli insiemi

AUB==(-AN-B), A\B=AN-B e AAB=(A\B)U(B\A)
sono primitivi ricorsivi.

29.C.2. Se{Aj,...,Ax} é una partizione di N” in insiemi primitivi ricorsivi,
esegi,...,gr € PRec sono n-arie, allora la funzione f: N* — N definita da

g1 (:f) se T € Ay,
- 92(Z) se T € Ay,
f@)=<".
9k(Z) se x € Ay,
& primitiva ricorsiva, dato che

f(@) = 91(%) - xa, (T) + -~ + gx(T) - x4, (T) -
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29.C.3. 1l predicato z < y (vale a dire: I'insieme A = {(z,y) |z <y}) e
primitivo ricorsivo, visto che x 4(z,y) =1 =~ sg(z ~ y).
29.C.4. Se A C N"*! ¢ primitivo ricorsivo allora l'insieme

B={(z,y) e Nt | V2 <y A(z,2) }

¢ primitivo ricorsivo, perché la sua funzione caratteristica ¢ []}_, x4 (Z, k).
Quindi anche

C={(z,y) e N"" |32 <y A(7,2) }
=—{(z,9) e N"" | V2 <y —A(z,2) }
¢ primitivo ricorsivio. E usuale scrivere i predicati B (z,y) e C(z,y), rispet-
tivamente,
(117) Ve <yA(z,z) e Fz<yA(z,2).
29.C.5. Se A C N™*! ¢ primitivo ricorsivo, la funzione n + l-aria
_ min{z <y | A(Z,z)} se questo insieme & non vuoto,
( ) ) = . .
0 altrimenti,
é primitiva ricorsiva. Infatti i predicati
AO(fay) : dz SyA(.f,Z)
Ai(Z,y) : (V2 <y—A(Z, 2)) NA(Z,y +1)
sono primitivi ricorsivi e la funzione f si puo scrivere come
f('ilvy) s€ AO(jay)7
f@y+1) =qy+1  se A(Z,y),

0 altrimenti.
Poiché la funzione n + 2-aria
g(‘fuya IU) =w- XAO(‘fu y) + S(y) : XAl (j‘7y)
& primitiva ricorsiva, allora anche la f é primitiva ricorsiva dato che
_ 0 sey =0,
f@y)=9 . _
9@,y —1,f(2,y—1)) sey>0

é ottenuta per ricorsione primitiva. Diremo che la funzione f di cui sopra é
ottenuta per minimalizzazione limitata e scriveremo

(118) f(@y) = pz <y A, 2).
Naturalmente, se g(y) ¢ primitiva ricorsiva, anche la funzione
(119) hz,y) = f(Z,9()) = pz < g(§) A, 2) .

€ primitiva ricorsiva.
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Esercizi

Esercizio 29.6. Dimostrare che i seguenti insiemi e funzioni sono primitivi
ricorsivi:

(i) se A C N™ ¢ primitivo ricorsivo e fi, ..., f, € PRec sono k-arie, allora
B={zeN'|(fi(2),....fal) €A}

& primitivo ricorsivo. Scriveremo A(f1(Z), ..., fo(Z)) invece di B(Z).
(i) i predicati z =y, z £y e x < y;
(iii) ogni sottoinsieme finito di N e quindi ogni X C N tale che N\ X ¢
finito;
(iv) le funzioni g (quoziente) e r (resto) definite da
* q(z,y) =r(z,y) =0sey =0,
o z=q(x,y) -y+r(ry)er(xy) <y sey#0;

79 6

(v) ipredicati z | y (“a divide y”), “z & primo”e “z e y sono relativamente
primi.”

Esercizio 29.7. Dimostrare che PRec é numerabile.

Esercizio 29.8. Dimostrare che, per ogni n > 0, la famiglia dei sottoinsiemi
primitivi ricorsivi di N™ & un’algebra di Boole numerabile.

Esercizio 29.9. Sia p: N — N la funzione che enumera tutti i numeri primi,
cio¢ p(0) =2, p(1) =3, ... esia f(0) =2e¢ f(n+1) = f(n)!. Dimostrare
che p(n) < f(n) e che p ¢ primitiva ricorsiva.

Note e osservazioni

Nell’Esercizio la funzione f pud essere sostituita da 2"t ma questo
dipende da un risultato non banale di teoria dei numeri noto come Postulato
di Bertrand che asserisce che tra n e 2n c¢’é sempre un numero primo. Que-
sto risultato & stato congetturato nel 1845 da J.L. Bertrand (1822-1900) e
dimostrato da P.L. Chebyshev (1821-1894) nel 1850—per una dimostrazione
si veda [HWT9, Theorem 418, pag.343].
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30. Sequenze finite

Consideriamo la funzione
(120) J:NxN-=N  J(z,y) = %(9E+y)($+y+1)+z.
Con facili calcoli otteniamo:

(i) sex +y=2a’' +y allora J(z,y) < J(z' + ') se e solo se x < 2.

(i) (@ +y)(r+y+1)+22 < (x+y+1)(z+y+2) e quindi J(z,y) <

JO,z+y+1).

(iii) y <y = J(0,y9) < J(0,9)

Quindi se x +y < 2’ + ¢/ allora
J(z,y) <JO0,z+y+1) <J0,2"+¢) < J@@,y).

Questo e implicano che J ¢ iniettiva. Viceversa, dato un n € N sia f(n)
Punico k tale che $k(k+1) <n < 1(k+1)(k+2), cioé

(121) fn)=pk<n2n < (k+1)(k+2))
esianor =n~ f(n) ey = f(n) ~z. Allora J(x,y) = n. Quindi J: N> - N
& una bijezione primitiva ricorsiva. Le sue inverse sono le funzioni
(122) ()o: ()1 : N—N
definite da J((n)y, (n);) = n, sono anch’esse primitive ricorsive. Infatti la
funzione f in (121]) ¢ primitiva ricorsiva e
(n)g=n~f(n) e (n);=n~(n).
Esercizio 30.1. Dimostrare che: Va,y (z,y < J(z,y)) ex <2/ ANy <y =
J(z,y) < (@' y).
Lemma 30.2 (Godel). C’¢ una funzione primitiva ricorsiva
B:N? - N

tale che

e per ogni x e i, B(x,i) <x—~1e

e per ognin € N e ogni stringa (zg,...,zTn—1) € N ¢’¢ un x tale che

B(x,i) = x;, peri < n.

Inoltre ¢’é una funzione primitiva ricorsiva v: N — N crescente tale che per
0gni T, . . ., Tn—1 il minimo x tale che Vi < n B(x,1) = z; é minore o uguale
a v(max(n —1,20,...,%n_1)).

In altre parole: ogni sequenza finita puod essere codificata da un nume-
ro naturale tramite la funzione 8 e la dimensione di tale codice é limitata
superiormente da v.
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La dimostrazione del Lemma ¢ rimandata alla sezione B0.Al

Definizione 30.3. La codifica di una stringa finita di numeri naturali x =
(o, ..., xn—1) € NS¢ &1l piu piccolo numero naturale m tale che 3(m,0) = n
e per ogni i < n

B(m,i+1)=uxz;.
Tale numero m lo si indica con (Z)) = (xo,...,ZTn_1)).

Osserviamo che (()) = 0, cioé la codifica della sequenza vuota ¢ 0. Fis-
sato n > 0, la funzione codifica ristretta a N ¢ primitiva ricorsiva, dato
che

(zo, ..., xn-1)) = pm < v(max(n —1,z1,...,2y)) (B(m,0) =n
A B(m,1)=x9 A+ AB(m,n) = xn,l)

e B € PRec. L’immagine della funzione codifica é I'insieme dei numeri-
sequenza

Seq={keN|IzeN¥Ek=(z)}.
La funzione lunghezza £: N — N ¢ definita da
£(x) = B(,0)
La funzione decodifica d: N> — N ¢ definita da
d(k,i) = B(z,i+1).

Quindi se k = ((xg,...,zy—1)) allora n = £(k) e d(k,i) = x;, per i < n. Per
semplicita notazionale scriveremo ((k)), al posto di d(k, ).

Dalla formula
(123) meSeq < m=0V |B(m,0)>0A

¥m' < m (B(m,0) = B(m’,0) = Ji < B(m,0) (B(m, i) # B, 7;)))]

vediamo che Seq ¢ primitivo ricorsivo.

La funzione “segmento iniziale” ¢ definita da

IS({zo, ...y xn), 1) = (zo, ..., Ti—1)

per ¢ < n. La sua formula esplicita é

IS(z,i) = py <z (L(y) =i A Vj<i(B(y,j) = B(z,])))-

La funzione “concatenazione” & definita da

Conc({(xo, -y Zn ), Y0y -« - s Ym)) = (T0y -+ - s Try Y0y -+ - s Ym) -
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La sua formula esplicita ¢

Conc(z,y) = pz < v(max(z,y)) ()= £(x) +£(y) N

)
V1 <i < L(z)(B(z,1) = B(x,i)) A
V1 <i < £L(y) (B(y,i) = B(z,£(x) +1))|.

Tanto IS quanto Conc sono primitive ricorsive. Per comodita tipografica scri-
veremo n * m invece di Conc(n, m). Chiaramente la funzione * & associativa
su Seq, cioé se n,m, k € Seq

|/\\_/

(n*xm)xk=nx*(msx*k)

¢ il numero della sequenza ottenuta concatenando le sequenze codificate da
n, mek.

Teorema 30.4. Siano g e h funzioni primitive ricorsive k-aria e k + 1-aria
rispettivamente. Allora ¢’¢ un’unica f: N¥*1 — N tale che

f(f’ O) = g(f)
f@n+1)=nz(f(2,0),....f(z,n))).
Inoltre tale f é primitiva ricorsiva.

Dimostrazione. Sia G l'insieme delle funzioni parziali finite da N*+1 a valori
in N e sia H: N¥ x G — N la funzione

H(z.p) = {« p(7,0),....p(&,n)) sen+1={ieN]|(zi) e dom(p)},
, 9() altrimenti.

L’esistenza e unicitd di f discendono dal teorema di ricorsione, dato che
f(@n)=H(@, f1{(@i]i<n}).

Resta quindi da provare che f ¢ primitiva ricorsiva. La funzione h: N¥+2 —
N

ib(jf, n,m) =mx {(h(z,m)))

¢ primitiva ricorsiva e quindi lo & pure la funzione F': N¥t1 — N definita da

F(z,0) = <<()>>

Ma F(z,n) = (f(z,0),..., f(z,n))) e quindi
f(@,n) =d(F(z,n),L(F(z,n) ~1).

Segue che f & primitiva ricorsiva. O
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30.A. Costruzione della funzione 3. Osserviamo che due numeri a, b >
1 sono relativamente primi se e solo se

Ve(b|ac=b]|c).

Infatti, se ac = bd per qualche d > 1 e a e b sono relativamente primi, allora
ogni potenza di primo p¥ che divide b deve dividere c e quindi b | ¢. Viceversa
se a e b non fossero relativamente primi, potrei trovare uno c tale che ac ¢ il
minimo comune multiplo di @ e b, ma b [ c.

Fissiamo k,z > 0 e j,x > 0 e supponiamo che k | z e che
I1+jz|la(1+(+k)z2).

Dato che z (1 + (j + k) z) = x (1 + jz) + xkz, si ha che 1 + jz | xkz e dato
che z e 14 jz sono relativamente primi, si ha che 1+ jz | k. Dato che k | z,
si ha 14 jz | xz e nuovamente per il fatto che z e 1 + jz sono relativamente
primi, 1 + jz | z. Abbiamo quindi dimostrato che

Ve(l+jgzla(l+(+k)z)=>1+j2]x)
cioé che 1+ jz e 1 + (j + k) z sono relativamente primi, ovvero prendendo
1=7+k
(124) j<i=14jzel+ (j+k)z sono relativamente primi.
Definiamo 3: N2 — N, come
Blz,i) = pn <z = 1[I+ (J(n,i) +1)(2),) | (x)o]

Dobbiamo verificare che per ogni stringa (zg, x1, ..., Zn—1) di naturali ¢’é un
x tale che Vi < n B(z,i) = x;. Sia

¢ = max{J(xo,0),...,J(xp—1,n —1)} +1

e sia z un numero divisibile per ogni ¢ < ¢, per esempio z = ¢!. Sia y =
[Licn 1+ J(z4,i)z. Dato che i numeri della forma 1 + jz, con j < ¢, sono
relativamente primi tra loro, si ha

(125) l+jz|lye Ji<n(j=J(xii)).
Sia x = J(y, 2). Per costruzione z; < 1+J(z;,4)z <y < z,dacuiz; <z-1.
Sia v(m) = J(g(m, f(m)), f(m)), dove
f(m) = (J(m,m) + 1)!
g(m, k) =1+ J(m,m)k)™
Esercizio 30.5. Verificare che v & primitiva ricorsiva e che il numero z

ottenuto a partire da zg,...,z,—1 € n — 1 & limitato superiormente da
v(max(n — 1,xq,...,Ty)).
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Verifichiamo ora che B(x, i) = x4, per i = 0,...,n—1. Dato che (), =y
e (x),; = z otteniamo
B(z,i) =pn <z -1[(1+ (J(n,i)+ 1)) [y].

Sappiamo che (1 + (J(z;,i) + 1)z) | y, quindi ¢ sufficiente verificare che
se n < x; allora (1 + (J(n,i) + 1)x) fy. Ma questo ¢ una conseguenza
immediata di (125)).

30.B. Ricorsione primitiva su altri domini. Se X C N¥ ¢ primitivo
ricorsivo, una funzione f: X — N si dird primitiva ricorsiva se la funzione
f:NF - N
) sexeX
@)= fe) ek
0 altrimenti,

¢ primitiva ricorsiva.

Se ¢: N — D & una bijezione, diremo che f: DF — D ¢ primitiva
ricorsiva relativamente a ¢ se la funzione g = ¢ 'o fo@: N¥ = N

Nk —— N
‘| lso
Dk # D
é primitiva ricorsiva, dove @(z1,...,2,) = (@(x1),...,¢(xy,)). Similmente

e una f: N¥ — D si dira primitiva ricorsiva relativamente a ¢ se
@o f: N¥ = N ¢ primitiva ricorsiva e

e un insieme X C DF si dira primitivo ricorsivo relativamente a ¢ se
la sua funzione caratteristica X)’% : D* — N & primitiva ricorsiva.

Vediamo qualche esempio.

30.B.1. Consideriamo il caso in cui D = N2 ¢ ¢ = J~! dove J & come
in (120)). Poiché J e le sue inverse (-), e (-); sono primitive ricorsive, una
f: D — N é primitiva ricorsiva relativamente a ¢ se e solo se f € PRec.

Componendo piu volte la funzione J possiamo definire una bijezione

primitiva ricorsiva p: N — N¥ = D la cui inversa ¢ anch’essa primitiva
ricorsiva e dimostrare che una f: D — N ¢ primitiva ricorsiva relativamente
a @ se e solo se f € PRec.
30.B.2. Generalizzando un poco ’esempio precedente e considerando la bi-
jezione ((-)) : N<% — Seq, diremo che una funzione (N<¢)* — N<¢ ¢ primitiva
ricorsiva se e solo se la sua copia su Seq é primitiva ricorsiva. In particolare
le operazioni di

concatenazione: N<“ x N<¢¥ — N<¥ (s t) — s7t,
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segmento iniziale: N<“ x N — N<¥ (5,4) — s | 4,
lunghezza: N<¥ — N, s — Ih(s),
sono primitive ricorsive, dato che le corrispettive funzioni su Seq (x, IS e £)
sono primitive ricorsive.
30.B.3. Sia ¢: N — Z data da
e(2n)=n
(126)
e2n+1) = —n.

Allora le seguenti funzioni e insiemi sono primitivi ricorsivi su Z relativa-
mente a @:

e le funzioni costanti e le funzioni di proiezione,

e le operazioni di somma, differenza, prodotto,

e tutti i sotto-insiemi N che sono primitivi ricorsivi nel senso solito.

Lemma 30.6. Sia S C N primitivo ricorsivo e sia a: S — N primitiva
ricorsiva. Allora l'insieme Words(S, a) C N<¥ ¢ primitivo ricorsivo, cioé

{{w)) | w € Words(S,a) }

& un sotto-insieme primitivo ricorsivo di N.

Dimostrazione. Poiché Seq ¢ un insieme primitivo ricorsivo, ¢ sufficiente
verificare che la funzione caratteristica di { (w)) | w € Words(S, a) } ristretta
a Seq é primitiva ricorsiva. Si verifica facilmente che la funzione f: Seq — Z

fln) =Y a(n)-1
i<€(n)
¢ primitiva ricorsiva e, per la Proposizione [7.6]

n € Words(S,a) < f(n) = -1 A Vi< £(n) f(IS(n,i)) >0

Quindi Words(SS,a) & primitivo ricorsivo. O

30.C. Codifica delle funzioni primitive ricorsive. Ogni funzione pri-
mitiva ricorsiva é costruita a partire dalla funzioni di base mediante com-
posizione e ricorsione primitiva ed é descritta da un albero di programma.
Vogliamo associare a ciascun albero di programma un numero-sequenza che
codifica I’albero e quindi la funzione che tale albero descrive. Associamo alle
funzioni ¢, proj; e S i numeri naturali

cg =J(0,J(n,k)), projz=J(1,J(n,k)), S=J(2,0)
e associamo alle operazioni composizione ((113)) e di ricorsione primitiva ([115])

1 numeri
c=J(2,1), PR=J(2,2).
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Osserviamo che i numeri ¢}, projg, S, C e PR sono tutti distinti. Possiamo
ora associare ad ogni albero di programma 7' un numero-sequenza "7 "

e se l'albero T ha altezza 0, cioé della forma
S cy projy
allora "1 ¢, rispettivamente,
(s (ex)  (proji)

e se 'albero T ¢ della forma

Ok
fo9 - gk
associamo a 7' il numero sequenza

"I = (O () * (g * -+ (gn)

dove (f),{g1)),---,{gn) sono i numeri sequenza associati a (gli
alberi di programma di) f,g1,...,9n,

e se 'albero T' ¢ della forma
O
f g
associamo a 7' il numero sequenza

"1 = (PR)) * {(f)) * {9)

dove ((f)), {(g)) sono i numeri sequenza associati a (gli alberi di
programma di) f e g.

Osservazione 30.7. Data una f € PRec scriveremo " f per il numero-
sequenza associato all’albero di programma di f. Questa notazione & ambi-
gua, dato che ad ogni f primitiva ricorsiva possiamo associare infiniti alberi
di programma (Osservazione , quindi verra usata solo quando I’albero
di programma in questione é chiaro dal contesto.

Vediamo qualche esempio:
e La funzione x; + x2 (Esempio ha come codice
(PR, proji, C, S, proj3)).
e La funzione z; ~ 1 (Esempio ha come codice
(PR, cg, projt)-
e La funzione x1 ~ x9 (Esempio ha come codice
(PR, proji,C, PR, g, proji, projs).
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"PRec’={"T7| T € TPRec }
¢ 'insieme dei codici per funzioni primitive ricorsive. La funzione
"PRec' — PRec, TV fr,

é una suriezione, dato che ogni funzione primitiva ricorsiva ammette un al-
bero (infatti: infiniti alberi) di programma. Poich¢ "PRec™ C w, segue che
|PRec| = N,.

Teorema 30.8. L’insieme "PRec C Seq & primitivo ricorsivo e la funzione
ar: "PRec' — N ¢é primitiva ricorsiva.

30.D. Una funzione calcolabile ma non primitiva ricorsiva. Come
abbiamo visto nell’Osservazione [29.3] ogni f € PRec ¢ calcolabile. Esi-
biremo ora una funzione F: N x N — N calcolabile, ma non primitiva
ricorsiva.

Definizione 30.9. Sia F un insieme di funzioni finitarie su N. Una funzione
F: N? — N ¢ universale per F se I/ parametrizza tutte le funzioni 1-arie di
F, vale a dire

Vf e FNNY3n e NVm e N(F(n,m) = f(m)).

Teorema 30.10. Sia F un insieme di funzioni finitarie su N contenente
la funzione identica id | N = proji, la funzione successore S e chiuso per
composizione. Supponiamo che F: N x N — N sia universale per ¥ N NV,

Allora F ¢ F.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che ' € F sia universale per
FNNN esia f(n) = F(n,n) + 1, cioé

f(n) = S(F(proji(n), proji (n))) -
Poiché¢ f € F ¢’¢ un 72 € N tale che Vo € N f(x) = F(i,z). Quindi
F(n,n) = f(n) = F(n,n)+ 1,
una contraddizione. O

Corollario 30.11. Non c’é nessuna funzione primitiva ricorsiva 2-aria umni-
versale per PRec.

Argomenteremo ora che ¢’¢ una F: N2> — N universale per F che ¢ cal-
colabile: per il teorema precedente questa funzione non puo essere primitiva
ricorsiva e quindi avremo esibito una funzione calcolabile ma non primitiva
ricorsiva. Dati n ed m, verifichiamo innanzi tutto se n € "PRec™: dato che
"PRec' é primitivo ricorsivo per , determinare se o meno n € "PRec™
¢ effettivamente calcolabile. Se n ¢ "PRec’, allora F(n,m) = 0, qualsia-
si si m. Supponiamo invece che n € "PRec™ a partire da n ci possiamo
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ricostruire la funzione primitiva ricorsiva f di cui n € il codice e da questa
calcoliamo f(m). Questo ¢ il valore di F'(n,m). Quindi F ¢ calcolabile ed &
universale per le funzioni primitive ricorsive 1-arie.

31. Funzioni ricorsive

Abbiamo visto nella sezione precedente un esempio di funzione calcolabile
ma non primitiva ricorsiva.

31.A. Funzioni parziali ricorsive. Una funzione parziale finitaria su N
¢ una f tale che dom(f) C N e ran(f) C N. Se f # 0, 'unico n tale che
dom(f) C N" si dice arieta di f e si indica con ar(f); se f = () poniamo
ar(f) =0. Se z € N e ar(f) = n, diremo che f converge in Z, in simboli
f(z)], se esoloz € dom(f); altrimenti diremo che f diverge in Z, in simboli
f(@)71. Quando scriviamo “ f(z) = y” intendiamo dire che “ f(z)| e f(Z) = y".

Se f & parziale k-aria e g1, . . . gx sono parziali n-arie su N, la composizione
di f con g1, ...gr & la funzione parziale n-aria

dove si intende che

@)l & (@)L Ao A ge(@)L A flg1(T), - 96(7))]) -

L’operatore p di minimalizzazione per funzioni parziali é cosi definito: se
g ¢ parziale n + l-aria su N allora py[g(z,y) = 0] ¢ la funzione parziale
n-aria f su N definita da
(127)

v Jmin{y | g(z,y) =0AVz <y(g(Z,2)])} se questo insieme & # (),
/(@) = T altrimenti.

L’operatore g pud essere esteso agli insiemi: se A C N**! allora py A(z,y)
¢ la funzione N — N
1y [xX-a(Z,y) = 0 = py [xa(7,y) = 1]
e poiché x 4 ¢ una funzione totale,
py A(Z,y) = il pin piccolo y tale che (Z,y) € A.

L’insieme Rec delle funzioni ricorsive ¢ il piil piccolo insieme di funzioni
parziali finitarie su N contenente le funzioni primitive ricorsive, chiuso per
composizione e per minimalizzazione.

11 seguente risultato (di cui non diamo la dimostrazione) ¢ uno dei pilastri
della teoria della ricorsivita. Ricordiamo che J: N x N — N é una bijezione
con funzioni inverse n — (n), e n — (n); definite in e che tanto J
quanto (-), e (), sono primitive ricorsive.
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Teorema 31.1 (Teorema di forma normale di Kleene). Per ogni n > 0
¢’e un insieme primitivo ricorsivo T,, C N"2 tale che per ogni funzione f
parziale n-aria su N

fe€Rece Jec NVz € N (f(z) = (ny Trle, z,9)),) -

In altre parole, la funzione

(128) (I)(eai') = (/J'yTTL(e:'i‘vy))O
¢ parziale ricorsiva (n + 1)-aria e parametrizza tutte le funzioni parziali
ricorsive n-arie, cioé
z— ®(e, )
é ricorsiva parziale n-aria e se f € Rec é n-aria, allora esiste almeno un
e € N tale che
Vz f(z) = ®(e, ).
La funzione
T ®(e,z) = (py Tule, Z,y))g
¢ denotata generalmente con <p§”) o semplicemente ¢,, quando n & chiaro
dal contesto.

Per il Teorema [30.10, non tutte le funzioni parziali ricorsive possono
essere estesa ad una funzione totale ricorsiva.

31.B. Insiemi ricorsivamente enumerabili. Un insieme A C N” si dice
ricorsivo se la sua funzione caratteristica ¢ in Rec. Un insieme A C N” si
dice ricorsivamente enumerabile se A = dom(f), per qualche f € Rec.

Proposizione 31.2. (a) Un insieme A C N" & ricorsivo se e solo se ~A ¢é
TiCOTSIVO.
(b) Ogni insieme ricorsivo é ricorsivamente enumerabile.

(c) Se A,B C N" sono ricorsivamente enumerabili allora anche AN B e
AU B lo sono.

Dimostrazione. (a) x_4 =1— x4

(b) Sia A C N" ricorsivo. La funzione f(x) = py[y + 1 = z] ¢ ricorsiva
e dom(f) = N\ {0}. Allora f o x4 € Rec ha per dominio A.

(c) Supponiamo A = dom(f) e B = dom(g). Allora ANB = dom(f+g).
Per il Teorema [31.1] esistono a,b € N tali che

f(j:) = (l"’y Tn(aa‘%vy))o
g(i‘) = (/"’yTn(bai"y))O

e quindi h(z) = py|[Ty(a,z,y) V Tp(b,Z,y)] & ricorsiva e ha per dominio
AUB. O

(129)
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Teorema 31.3. A C N" ¢ ricorsivo se e solo se A e ~A sono ricorsivamente
enumerabili.

Dimostrazione. Supponiamo A = dom(f) e =A = dom(g) con f e g come
in (129)) e sia

h(z) = py [az <y((y=22ATn(a,2,2) V (y = 22 + 1 ATy (b, Z, z)))]
Allora x4 = xpohdove P={2n|neN}.

L’implicazione inversa segue immediatamente da (a) e (b) della Propo-
sizione [31.2) O

La proiezione di A C N**! ¢ I'insieme B = {Z € N" | Jy (z,y) € A }.

Teorema 31.4. La proiezione di un insieme ricorsivamente enumerabile é
ricorsivamente enumerabile.

Dimostrazione. Sia A = dom(f) € N**! con f € Rec e sia B C N" la
sua proiezione. Per il Teorema [31.1] possiamo supporre che

f(fl_j', y) = ([LZ TnJrl(aa Y, ja Z))O
per qualche a € N. Allora
9(z) = pw Tnia(a, (W), T, (w),)
é ricorsiva n-aria e dom(g) = B. O

Esercizio 31.5. Dimostrare che se B C N*t1 ¢ ricorsivamente enumerabile
allora ogni sua sezione

B = {z e N"| (y,7) € B}

é ricorsivamente enumerabile. Dimostrare che per ogni n > 0 ¢’¢ un in-
sieme ricorsivamente enumerabile U, C N"*! universale per gli insiemi
ricorsivamente enumerabili di N™, cioé tale che

{ A C N" | A ricorsivamente enumerabile } = { UW |y eN } .

Teorema 31.6. Se A C N" ¢ ricorsivamente enumerabile, allora esiste B C
= ’
N 1 pr 1mitivo ricorsivo la cui p1 otezione & A.

Dimostrazione. Se A = dom(f) e f come in (129)), allora
B={(z,y) e N""! | T, (a,7,y) }
é I'insieme cercato. O

Corollario 31.7. Se f € Rec ¢ n-aria, allora f C Nt ¢ ricorsivamente
enumerabile. Se inoltre la funzione & totale, allora f ¢& ricorsivo.
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Dimostrazione. Osserviamo che
f= { (z,y) | 3= (Tn(a,f,z) AVZ < 2=Ty(a,z,2") A (2)g = y) } ,
quindi f € ricorsivamente enumerabile. Se f & totale, allora

(z,y) & feI2(f(T) =2n2F#Y),

vale a dire il complemento di f & ricorsivamente enumerabile e quindi f &
ricorsivo. U

Teorema 31.8. Sia f una funzione parziale n-aria su N tale che f C N*t1
é un insieme ricorsivamente enumerabile. Allora f € Rec.

Dimostrazione. Per il Teorema f ¢ la proiezione di un B C N"+2
primitivo ricorsivo, vale a dire f(Z) = y < 3z ((y,7,2) € B). L’insieme
C={(z,w) | ((w)y,z, (w);) € B} ¢ ricorsivo, quindi f € Rec dato che

f(2) = (pw C(2,w)), -
0

Corollario 31.9. Se f € Rec allora ran(f) é ricorsivamente enumerabile.

Dimostrazione. ran(f) ¢ proiezione del suo grafo. O

Corollario 31.10. Se () # A C N ¢ ricorsivamente enumerabile allora esiste
f+ N — N primitiva ricorsiva tale che A = ran(f).

Dimostrazione. Sia B C N x N ricorsivo primitivo la cui proiezione é A e
sia (ho, ko) € B. La funzione f: N — N

_ J () se ((n)y, (n),) € B,
fn) = {ko ' altrime(;lti, 1

¢ primitiva ricorsiva e ran(f) = A. O

Teorema 31.11. Se f: N — N ¢ strettamente crescente e ricorsiva, allora
ran(f) é ricorsivo.

Dimostrazione. Poiché f ¢ strettamente crescente, n < f(n) per ogni n e
quindi
n €ran(f) < 3k <n(n= f(k)).



Appendice A

Algebra e topologia

In questa appendice richiamiamo alcuni concetti di algebra e di topolo-
gia che dovrebbero essere familiari a tutti. Questa é solo una breve lista
di definizioni—per una trattazione esauriente di questi argomenti il lettore
puo consultare [Hun80), Lan02| per I'algebra e [Kur92, [CTVT6] per la
topologia.

1. Algebra

Un semigruppo ¢ un insieme S # () dotato di un’operazione binaria * che
¢ associativa, cioé (a*b)*c = a* (b*c). Se esiste un elemento e € S tale che
Va € S (a*e=ex*xa=a) diremo che ¢ un monoide. L’elemento e ¢ unico e
si dice elemento neutro. Un gruppo ¢ un monoide in cui ogni elemento ha un
inverso, cio¢ Vo € Sy € S (xxy =y *x = e). L'inverso di x ¢ unico e lo si
denota con !, Un gruppo si dice commutativo o abeliano se I'operazione
¢ commutativa, cioé Vx,y € S (x *y = y * ). Spesso 'operazione nei gruppi
abeliani la si indica con + e I’elemento neutro con 0. Un anello é un insieme
A # () dotato di due operazioni + e - e tale che

e (A, +) ¢ un gruppo abeliano in cui 0 denota ’elemento neutro,
e (A,-) & un semigruppo,
e vale la proprieta distributiva della somma rispetto al prodotto:
Ve,y,z€ A((z+y) - z2=z-2+y-2)
Ve,y,z€ A(z-(x+y)=z2-c+2-y)
Secé¢un e € A tale che a-e = e-a = a, per tutti gli a € A, diremo che

I'anello & unitario e 'elemento e viene denotato con 1. Un anello si dice
commutativo se l'operazione - é¢ commutativa. Un dominio di integrita

247
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¢ un anello commutativo in cui non ci sono divisori dello 0, cio¢ x -y =0 =
z=0Vy=0. Un corp(ﬂé un anello unitario R in cui 0 # 1 e ogni elemento
non nullo ha un inverso, cioé

Vee R\ {0}y e R\ {0} (z-y=y-z=1).

Un corpo commutativo si dice campo. Il tipico esempio di corpo non com-
mutativo sono i quaternioni H, mentre, per un teorema di Wedderburn, ogni
corpo finito & un campo [Wei95|. Un campo k si dice algebricamente
chiuso se ogni polinomio non nullo a coefficienti in k ha una soluzione in k.

Uno spazio vettoriale su un campo k ¢ un gruppo abeliano (V, +, 0)con
una funzione kx V' — V' (r,v) — rv detta prodotto per scalare, che soddisfa
le seguenti identita, per ogni r,s € k e ogni u,v € V:

rla+v)=ru+rv
(r+s)u=ru+su
(r-s)u=r(su)
11ku = u.
Gli elementi di V si dicono vettori, gli elementi di k si dicono scalari.

Un insieme X C V si dice linearmente dipendente se esistono vy,...,v, €
X ed esistono scalari rq,...,7, € k tali che

° (7’1,...,T‘n) 75 (Ok,...,()k) €
n

o> ' rv;=0.
Se X non é linearmente dipendente, diremo che é linearmente indipendente.
Un X C V é un insieme di generatori di V', se ogni v € V puo essere espresso
come combinazione lineare v = Z?Zl r;v;, per qualche vi,...,v,, € X e
r1,...,n € k. Uno spazio vettoriale si dice finitamente generato se ha
un insieme finito di generatori. Una base di uno spazio vettoriale V' & un
insieme linearmente indipendente di generatori di V. Spesso nel caso degli
spazi non finitamente generati si parla di basi di Hamel.

2. Topologia
Uno spazio topologico ¢ un insieme X dotato di una famiglia T C Z(X)

tale che

(1) 0, X €7,
(2) se A,B € T allora ANB €T,
(3) se {A;|iel} CTalloralJ;c;Ai €7,

n inglese skew-field o division ring
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La famiglia T si dice topologia e i suoi elementi si dicono aperti. Quando
la topologia T é chiara dal contesto diremo, con abuso di linguaggio, che X
& uno spazio topologico.

Sex € V C X e se esiste U aperto tale che x € U C V diremo che
V ¢ un intorno del punto x. Se possiamo prendere U = V, cioé se V &
aperto, parleremo di intorno aperto. Uno spazio si dice primo-numerabile
ovvero che soddisfa al primo assioma di numerabilita se per ogni z € X
esiste un insieme {V,, | n € w} di intorni di x tale che ogni intorno di x
contiene uno dei V,,. Un x € X si dice punto isolato Un insieme che sia
simultaneamente chiuso ed aperto si dice chiuso-aperto. Gli spazi X in
cui gli unici insiemi chiusi-aperti sono () e X si dicono connessi. In caso
contrario si dicono sconnessi.

Il complementare di un insieme aperto di dice chiuso. Se ¥ C X
I'interno di Y e la chiusura di Y sono, rispettivamente, il pitt grande
aperto contenuto in Y e il piu piccolo chiuso contenente Y, cioé

mt(Y) = J{UCY |UeT}
CY)=[|{C2Y |X\CeT}.
Se Y C X, la topologia indotta da X su Y é
{(YNU|UecT}

e diremo che Y, con questa topologia, & un sottospazio di X. Una funzione
tra due spazi topologici si dice continua se la controimmagine di un aperto ¢
un aperto—la funzione di inclusione tra un sottospazio e lo spazio ambiente
¢ continua.

Un sottoinsieme Y si dice denso in X se Cl(Y) = X. Uno spazio che
abbia un sotto-insieme denso e numerabile si dice separabile.

2.A. Basi. Una base per una topologia su X ¢ una B C Z(X) chiusa
per intersezioni finite e tale che Vo € X 3B € B(x € B). La topologia
generata da B ¢

@:{UB”{B”@'EI}QB}.
el

Diremo che B é una base per la topologia T se B =7. Se uno spazio topolo-
gico ha una base numerabile diremo che ¢ secondo-numerabile ovvero che

soddisfa al secondo assioma di numerabilita. Per I'assioma delle scel-
te numerabili, uno spazio secondo-numerabile & anche separabile (Esercizio

16.31)). Per ogni § C Z(X) la famiglia
{Ain---NA, | A,...,A4,€8}U{d X}
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& una base per una topologia T su X e diremo che 8 ¢ una sotto-base per
questa topologia.

Data una famiglia di spazi topologici (Y;,T;) (i € I), un insieme X e delle
funzioni F;: X — Yj;, la topologia indotta su X dalle F; & quella generata
dagli insiemi F; '[U;], con U € T; e i € I. Una base per questa topologia T
suX é

{F7'U)| | Ui € Ti,i € J,J C I finito } .

Questa topologia rende ogni F; continua ed é la minima topologia siffatta, nel
senso che ogni topologia su X che rende tutte le F; continue deve contenere 7.
Se prendiamo come X = X;¢;Y; il prodotto cartesiano degli Y; e F;: X — Y]
¢ la funzione valutazione f +— f(i), si ottiene la topologia prodotto o
topologia di Tychonoff i cui aperti di base sono della forma

N(Uiy, ..., Ui,) ={f €XictYs | flix) €Us,, k=0,...,n}
= Xjefio,...in}Ui X Xie\{io,....in} Yi

dove {ig,...,in} C I e U;, & apertoinYj,.

2.B. Assiomi di separazione. Gli spazi topologici possono essere classifi-
cati in base alla loro abilita di distinguere punti mediante aperti. Uno spazio
topologico (X, T) si dice

Ty se punti distinti hanno famiglie degli intorni distinte,

x#y = WeT((xcUNy¢U)V(yeUAx¢U))
T, se punti distinti sono distinguibili mediante aperti,

x#y = ALVeT(xeUNygUNnyeV AxgV).

Equivalentemente: X & T; se {«} & un chiuso, per ogni = € X.

Ty o di Hausdorff se punti distinti sono separabili mediante aperti,
r#y = AUVeT(xeUAyeVAUNV =)

T3 o regolare se ¢ possibile separare un punto x da un chiuso C' mediante
aperti, cioe

2¢C=W,VeT(@eUNCCVAUNV =0).

Equivalentemente: X ¢é T3 se per ogni aperto U e ogni « € U, é possibile
trovare un aperto V tale che x € V. C CI(V) C U. Se X & T, allora
T3 implica Ts.
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2.C. Compattezza. Sia X uno spazio topologico e sia K un suo sottospa-
zio. Un ricoprimento aperto di K ¢ una famiglia { A; | i € I} di aperti
che ricoprono K, cio¢ K C |J;c; Ai. Diremo che K ¢ compatto se da ogni
ricoprimento aperto { A; | @ € I } possiamo estrarre un sotto-ricoprimento fi-
nito, cioé se esiste Iy C I finito tale che K C Uie Io A;. In generale diremo che
uno spazio topologico é compatto se lo &€ come sottospazio di sé stesso. Uno
spazio € compatto se ogni famiglia C di chiusi ha la proprieta dell’inter-
sezione finita: se VC1,...,C, € €(C1N---NCy, #0), allora (e C # 0.
Un chiuso di un compatto é compatto. Uno spazio compatto ¢ Ts3: se z ¢ C
e C ¢ chiuso (e quindi compatto), scegliamo aperti U, e V,, disgiunti con
z € Uy ey €V, Poiché {V,|ye C} ricopre C possiamo estrarre un
sotto-ricoprimento finito {V,,...,V,,}. Allora z € U, N---NU,, = U,
CCV,U---UV, =VeUNV =0.

Uno spazio topologico si dice localmente compatto se ¢ Ty e ogni
punto ha un intorno la cui chiusura é compatta. Equivalentemente: se U &
aperto e € U allora 3V aperto tale che x € V C CI(V) C U e CI(V) &
compatto.

2.D. Spazi metrici. Uno spazio metrico ¢ un insieme X dotato di una
metrica d: X x X — [0;+00) che soddisfa alle tre proprieta:

e d(x,y) =0 se e solosez =y,

e d(z,y) =d(y,x), per ogni x,y € X,

o d(z,y) <d(z,z) 4+ d(z,y), per ogni z,y,z € X.
La palla aperta di centro x € X e raggio r > 0 é l'insieme

B(x;r) = Bix,a)(2;7) d:Ef{y € X |dz,y)<r}

mentre la palla chiusa B(x;7)®" ha la medesima definizione, con < al posto
di <. Il diamtero di un insieme A C X ¢é

diam(A) =sup{d(z,y) | z,y € A}.

Un insieme si dice limitato se il suo diametro é < oo.

Uno spazio metrico ¢ anche uno spazio topologico, prendendo come sotto-
base la famiglia delle palle aperte. Inoltre la topologia cosi ottenuta & Ty e Tg
e soddisfa al primo assioma di numerabilita. Uno spazio metrico separabile é
anche secondo-numerabile: se D ¢é un sottoinsieme denso e numerabile basta
prendere come base { B(z;q) |z € D A ¢€ Qt }.

Una successione (), in uno spazio metrico (X, d) converge ad un x € X
se Ve > 03IN Vn > N (d(xy,z) < €). Una successione si dice di Cauchy se

Ve > 03dNVYn,m > N d(z,, zp) < €.
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Uno spazio metrico si dice completo se ogni successione di Cauchy converge
in X. In questo caso la metrica si dira completa
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