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Approccio computazionale: alcune
sorgenti di errore

1.1 Fonti di errore nella risoluzione di un problema

mediante calcolatore

Uno dei problemi fondamentali della Matematica Numerica è quello di valutare l’accu-
ratezza del risultato di un calcolo e dunque l’affidabilità1 del risultato stesso.
Dati due numeri x e x̃ e supposto che x̃ sia un’approssimazione di x, il primo problema
che si pone è quello di stimare la “bontà” di x̃ come approssimazione di x.
La maniera più intuitiva per fare ciò si basa sul concetto di errore assoluto.

Definizione 1.1. (Errore assoluto)
Dati un numero x ed una sua approssimazione x̃, si dice errore assoluto in x̃ la quantità

E = |x − x̃| .

Si può ritenere che x̃ sia una buona approssimazione di x se E è “sufficientemente
piccolo”. La difficoltà consiste ora nel chiarire che cosa si intenda per “sufficientemente
piccolo”.

♣ Esempio 1.1. Si considerino x = 10.1294 e x̃ = 10.1253. Le loro parti intere e le loro prime due
cifre decimali sono uguali e risulta E = 0.0041 < 10−2.

♣

In generale vale la seguente:

1Per ora basta intuire il significato del termine affidabile, basandoci su considerazioni empiriche o
sull’esperienza che ciascuno di noi ha.
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Proprietà 1.1. (dell’errore assoluto)
Se due numeri x e x̃ hanno la stessa parte intera e le stesse prime m cifre decimali
allora risulta

E = |x − x̃| < 10−m .

Tale proprietà fornisce un’interpretazione quantitativa dell’errore assoluto e quindi chia-
risce, in qualche modo, il significato dell’espressione “sufficientemente piccolo”. 2

L’errore assoluto non sempre basta a valutare la bontà di un’approssimazione.

♣ Esempio 1.2. Se si considerano x1 = 10.12 e x̃1 = 10.05, si ha E1 = |x1 − x̃1| = 0.07, ma anche se
si considerano x2 = 10000.14 e x̃2 = 10000.07 risulta E2 = |x2 − x̃2| = 0.07. L’errore assoluto è dunque
lo stesso in entrambi i casi, benché, intuitivamente, nel secondo caso l’approssimazione appaia essere
migliore.
Analogamente, un errore di 50 mila euro nelle previsioni di spesa annua di un’industria con un fatturato
annuo di 2500 milioni di euro è praticamente irrilevante, mentre lo stesso errore ha certamente effetti
notevoli sul bilancio di una piccola impresa familiare, con un fatturato annuo di 200 mila euro.

♣

Infatti, per come è definito, l’errore assoluto non tiene conto della grandezza del
valore da approssimare. Un modo per fare questo è rapportare l’errore assoluto a |x|,
ovvero “scalare” l’errore considerando |x| come unità di misura. A tal fine si introduce
il concetto di errore relativo.

Definizione 1.2. (Errore relativo)
Dati un numero x ed una sua approssimazione x̃, si dice errore relativo in x̃ la quantità

E ′ =
|x − x̃|
|x| (x 6= 0) .

2 Si noti che tale proprietà non può essere invertita, nel senso che non è vero che se due numeri
differiscono in modulo per meno di 10−m allora hanno la stessa parte intera e le stesse prime m cifre
decimali; un esempio significativo è costituito da x = 3.000000 e x̃ = 2.999999. Questa restrizione,
comunque, è dovuta unicamente al criterio di rappresentazione posizionale, cioè al significato che hanno
le cifre della rappresentazione posizionale di un numero, e quindi è una restrizione formale. Pertanto,
in seguito si assumerà che x e x̃ hanno le stesse cifre fino alla m-ma cifra decimale ogni qualvolta risulti
|x − x̃| < 10−m.
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♣ Esempio 1.3. Consideriamo nuovamente x1 = 10.12, x̃1 = 10.05, x2 = 10000.14 e x̃2 = 10000.07
e calcoliamo gli errori relativi corrispondenti. Otteniamo cos̀ı E′

1 ≃ 0.0069 = 0.69 × 10−2 ed E′
2 ≃

0.0000069 = 0.69×10−5, cioè, come era prevedibile, l’errore relativo è nel secondo caso molto più piccolo
che nel primo. Si osservi che x1 e x̃1 hanno le prime due cifre significative3 uguali ed è E′

1 < 10−1,
mentre x2 e x̃2 hanno le prime cinque cifre significative uguali ed è E′

2 < 10−4.
♣

In generale vale la seguente:

Proprietà 1.2. (dell’errore relativo)
Se due numeri x e x̃ hanno le stesse prime m cifre significative, allora risulta

E ′ =
|x − x̃|
|x| < 10−m+1 .

Pertanto l’errore relativo misura la distanza tra due numeri in termini di cifre significa-
tive corrette, piuttosto che di cifre decimali corrette. Si noti che la relazione

E ′ =
|x − x̃|
|x| < 10−m+1 (1.1)

non implica che x e x̃ abbiano le stesse prime m cifre significative.

♣ Esempio 1.4. Considerati x = 57.27 e x̃ = 57.3, si ha:

E′ =
|57.27− 57.3|

57.27
≃ 0.52 × 10−3 < 10−3 = 10−4+1 ,

ma x e x̃ non hanno le prime quattro cifre significative uguali, hanno uguali soltanto le prime due.
♣

La proprietà 1.2 non individua il massimo valore di m per cui vale la relazione (1.1)
e non può pertanto essere invertita. Si può invece dimostrare che se

E ′ =
|x − x̃|
|x| < 10−m ,

3Con l’espressione cifre significative si indicano tutte le cifre comprese tra la prima e l’ultima cifra non
nulla del numero considerato, incluse la prima e l’ultima. Ad esempio, considerati x1 = 4000000, x2 =
0.000000200 e x3 = 0.04501010, si ha che x1 e x2 hanno una sola cifra significativa (rispettimamente la
cifra 4 e la cifra 2) e x3 ha sei cifre significative (le cifre 450101).
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allora risulta che x e x̃ hanno almeno le prime m cifre significative uguali, a patto di
trascurare la restrizione formale di cui si è parlato nella nota (2). In seguito tale restri-
zione sarà trascurata.

Non è possibile affermare che, in generale, l’errore relativo sia più efficace dell’er-
rore assoluto; infatti la scelta dell’uno o dell’altro dipende dal particolare problema in
esame. Per esempio, quando si progetta il controllo di un missile a lunga gittata, si de-
sidera che l’obiettivo prefissato sia raggiunto con un errore indipendente dalla distanza
dell’obiettivo stesso dal punto di lancio. In questo caso, infatti, interessa proprio che
l’errore assoluto tra le coordinate del punto di impatto e quelle dell’obiettivo sia tale da
consentire la distruzione dell’obiettivo stesso.

Si osservi infine che in molti casi non si ha interesse a conoscere esattamente il va-
lore numerico dell’errore (assoluto o relativo), ma si cerca di avere informazioni sul suo
ordine di grandezza4.

In generale, nella risoluzione di un problema mediante calcolatore (risoluzione com-
putazionale), non ci si aspetta di calcolare la soluzione “esatta”, in quanto il processo di
risoluzione comporta sempre l’introduzione di errori. Tali errori sono intrinsecamente le-
gati a questo processo; ciò implica che essi non possono essere evitati, ma solo controllati
e stimati, se possibile quantitativamente, per esempio attraverso maggiorazioni. A tale
proposito è doveroso citare la frase del Prof. B.Parlett, professore emerito all’università
della California, Berkeley, apparsa nel SIAM NEWS, vol. 36, N. 9, del Novembre 2003.
B.Parlett, riferendosi ad alcune questioni di calcolo numerico a precisione finita, afferma
che le difficoltà sono spesso subdole, piuttosto che profonde ([...] My suggestion is that
the difficulties in matrix computations may not be deep but they are subtle. ). Si sud-
divida il processo di risoluzione computazionale di un problema nelle fasi fondamentali
seguenti (Figura 1.1):

1. descrizione del problema mediante un modello (problema) matematico;

2. approssimazione del modello matematico mediante un modello (problema) nume-
rico;

4

Definizione 1.3. (Ordine di grandezza)
Un numero reale x ha ordine di grandezza βm se

|x| = µ × βm β−1 ≤ µ < 1 , (1.2)

dove β è la base di numerazione del sistema aritmetico considerato; in particolare, se m = 0, ovvero
βm = 1, si dirà che x è dell’ordine dell’unità. Se vale la (1.2) si dirà anche che x è di ordine m,
sottintendendo la base di numerazione.

Con tale definizione, se si considera ad esempio β = 10, risulta che r = 0.0000000000529 (raggio di Bohr
dell’atomo di idrogeno, in cm) ha ordine di grandezza 10−10, ovvero è di ordine −10, e c = 300000000
(velocità della luce in m/sec) ha ordine di grandezza 109, ovvero è di ordine 9.
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Figura 1.1: Schema del processo di risoluzione computazionale di un problema.

3. descrizione del modello numerico mediante un algoritmo;

4. implementazione dell’algoritmo in uno specifico ambiente di elaborazione (soft-
ware).

Tale processo presuppone che il problema in esame sia stato già formulato correttamente
ed analizzato, individuando chiaramente le informazioni a disposizione per ottenerne la
soluzione.

La fase 1 consiste nel passaggio dal problema reale (fisico, chimico, ingegneristico,
economico, . . . ) ad un problema matematico, mediante l’individuazione di relazioni
logico-matematiche (equazioni algebriche, equazioni differenziali, disequazioni, . . . ) che
colleghino tra loro le informazioni note, relative al problema in esame, e la soluzione.
Si noti che in questa fase devono essere individuate le quantità che si ritiene descrivano
esaustivamente il problema (i dati del problema) e quelle che sono assunte come soluzione
del problema stesso.

♣ Esempio 1.5. Si consideri una sbarra cilindrica in posizione orizzontale, con un’estremità fissa e
l’altra libera. Si vuole determinare la forma assunta dalla sbarra quando all’estremità libera è applicata
una forza (deflessione elastica della sbarra), avendo a disposizione le seguenti informazioni: lunghezza
e sezione della sbarra, materiale di cui è costituita la sbarra, forza applicata all’estremità libera.

Si vuole costruire un modello matematico per tale problema. Se si suppone che la sezione della
sbarra sia piccola rispetto alla sua lunghezza, ci si riconduce ad un problema bidimensionale. Scelto un
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Figura 1.2: Deflessione elastica di una sbarra. Rappresentazione della sbarra prima della
flessione, in un riferimento cartesiano.

sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oxy, con l’origine coincidente con l’estremità fissa, l’asse x
tale che la sbarra giaccia su di esso e l’asse y orientato nella direzione della forza applicata all’estremità
libera (Figura 1.2), si ha che la deflessione elastica è la soluzione del seguente problema differenziale
(modello A):

y′′(x)

(1 + y′(x)2)3/2
=

F (L − x)

CI

y(0) = 0

y′(0) = 0

dove C è una costante dipendente dal materiale (modulo di trazione o di Young), I il momento di inerzia
della sezione trasversale della sbarra, L la lunghezza della sbarra, F la forza applicata all’estremità
libera. Le condizioni y(0) = 0 e y′(0) = 0 indicano che lo spostamento e la pendenza dell’estremità fissa
della sbarra sono nulli. Si noti che C, I, L, F e x sono grandezze note e sono dette dati di input del
modello matematico; la quantità y, da determinare, è la soluzione del modello ed è denominata dato di
output.

Si osservi che nella costruzione di tale modello sono stati introdotti degli errori dovuti al fatto che
si trascura non solo la sezione della sbarra, ma anche la torsione, la forza di gravità, etc. Un’ulteriore
semplificazione del problema si può ottenere supponendo che il peso applicato sia “piccolo e quindi la
pendenza y′(x) sia tale che y′(x)2 << 1. In tal caso si ha il seguente problema differenziale (modello
B):

y′′(x) =
F (L − x)

CI
y(0) = 0

y′(0) = 0 .

Quest’ultima semplificazione facilita il calcolo della soluzione, ma, ovviamente, introduce in essa ulteriori
errori. In Figura 1.3 sono riportati i grafici delle soluzioni relative ai modelli A e B per una sbarra di
acciaio (C = 200GN/m2 = 200 × 106kg/(mm · s2)) 5 di lunghezza L = 100 mm e sezione di raggio

51GN = 109N = 109kg · m/s2
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R = 1.5 mm, al variare della forza F (F = 104N, 5 · 104N, 10 · 104N, 15 · 104N)6 Si noti che per
F = 104N i grafici relativi alle due soluzioni sono praticamente coincidenti, per F = 5 · 104N essi
differiscono leggermente, per F = 10 · 104N tale differenza diventa sensibile (le posizioni dell’estremo
libero della sbarra secondo il modello A ed il modello B distano circa 10 mm), per F = 15 · 104N le
due soluzioni si discostano significativamente.

♣

In generale, anche se si riesce a determinare un’espressione analitica della soluzione
di un problema matematico, spesso non è possibile utilizzarla per calcolare il valore della
soluzione in un insieme assegnato di punti. Ciò accade, ad esempio, per il modello A
della deflessione elastica di una sbarra7, o, più semplicemente, per la serie

∑∞
n=0(1/n

3), la
funzione integrale

∫ x

0
(sin t/t)dt, la funzione log x, etc. La fase 2 consiste nel passare dal

modello matematico al modello numerico, cioè ad un particolare modello matematico che
coinvolge un numero finito di numeri reali e relazioni matematiche tra questi, calcolabili
con un numero finito di operazioni aritmetiche.

♣ Esempio 1.6. Si consideri lo sviluppo in serie di Mac Laurin della funzione ex:

ex =

∞∑

n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+ . . . . (1.3)

Se si sostituisce alla serie la somma dei primi n termini si ottiene un’espressione valutabile con un
numero finito di operazioni aritmetiche. Naturalmente tale sostituzione comporta l’introduzione di un
errore, detto errore di troncamento analitico, che dipende dalla scelta di n. Più precisamente, dato che

ex = 1 + x +
x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ Rn(x) , (1.4)

dove Rn(x) è il resto di indice n della serie considerata, si ha che Rn(x) rappresenta l’errore di tron-
camento analitico. A questo punto bisogna affrontare il problema di stimare l’errore di troncamento
analitico. In questo caso si ha:

Rn(x) = eξ xn+1

(n + 1)!
,

6Se la sezione trasversale della sbarra è circolare di raggio R, il centro di massa è al centro della
circonferenza ed il momento di inerzia lungo ciascun asse che giace nella sezione trasversale e passante
per il centro, è I = π

4 R4.
7In questo caso la soluzione (e, quindi, la forma della sbarra) ha l’espressione parametrica:

x =

√
2IC

F
(
√

cos θ0 −
√

cos θ0 − cos θ)

y =

√
IC

2F

∫ π/2

0

cos θdθ√
cos θ0 − cos θ

dove θ = θ(l) è l’angolo formato dalla tangente alla sbarra nel generico punto a distanza l dall’estremo
fissato, e dall’asse y. All’estremo fissato (l = 0), θ(0) = π

2 , mentre all’estremo libero (l = L, lunghezza
della sbarra) si pone θ(L) = θ0.
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Figura 1.3: Deflessione elastica di una sbarra. Soluzioni relative ai modelli A e B.
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dove ξ appartiene ad un opportuno intervallo del tipo [−a, a]; dunque, una stima calcolabile dell’errore
di troncamento analitico è la seguente:

|Rn(x)| ≤ ea |x|n+1

(n + 1)!
. (1.5)

Si osservi comunque che la maggiorazione (1.5) risolve solo apparentemente il problema della stima di

Rn(x); infatti il problema si sposta alla determinazione di a, o meglio di un valore di a per cui ea |x|n+1

(n+1)!

non sia “eccessivamente grande”.
♣

♣ Esempio 1.7. Sia f(x) una funzione reale di variabile reale, derivabile. Se si sostituisce alla derivata
di f(x) il rapporto incrementale:

df

dx
(x) ≃ f(x + h) − f(x)

h
,

dove h è scelto opportunamente8, si ottiene un’espressione valutabile con un numero finito di operazioni
aritmetiche, supposto, ovviamente, che il calcolo di f(x) in un punto possa essere effettuato con un
numero finito di operazioni aritmetiche. Chiaramente l’errore di troncamento analitico, o errore di
discretizzazione 9, dipende da h e, poiché

lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
=

df

dx
(x) ,

l’errore di troncamento analitico tende a 0 al tendere di h a 0.
♣

La fase 3 consiste nell’individuare un algoritmo risolutivo per il modello numeri-
co, cioè una sequenza finita di operazioni aritmetiche che, se eseguite, consentono di
calcolare, a partire dai dati di input, i dati di output.

Il concetto di algoritmo è indissolubilmente legato al suo esecutore, nel senso che
le operazioni che vi compaiono devono essere chiaramente specificate ed eseguibili in
relazione alle possibilità dell’esecutore. Nel nostro caso l’esecutore di algoritmi è un
calcolatore con un sistema aritmetico a precisione finita, cioè che opera solo su numeri
rappresentati mediante un numero finito di cifre significative.

8A tale proposito si veda il quesito 16, del §1.10.2
9Nella nostra accezione un problema matematico è caratterizzato dal concetto di infinito ed un

problema numerico dalla finitezza; un problema matematico può essere inoltre continuo o numerabile.
Talvolta il passaggio dal modello matematico al modello numerico richiede prima il passaggio da un
processo continuo ad uno numerabile e poi da questo ad un processo finito; in tal caso, spesso l’errore
associato al primo passaggio è detto di discretizzazione e quello associato al secondo è detto di tronca-
mento analitico. Qui si userà la denominazione troncamento analitico per indicare l’errore complessivo
dovuto alla sostituzione del modello matematico col modello numerico.
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Questa fase del processo risolutivo comporta l’introduzione di un errore, detto errore
di roundoff, dovuto proprio all’utilizzo di un sistema aritmetico a precisione finita. E’ a
questo tipo di errore che sarà dedicato ampio spazio in seguito.

La fase 4 consiste nell’implementazione dell’algoritmo in uno specifico ambiente di
calcolo (software o programma).

I dati di output del programma dipendono quindi non solo dall’algoritmo, ma anche
dalle caratteristiche specifiche dell’ambiente di calcolo, come, ad esempio, i compilatori,
il particolare sistema aritmetico, etc. I dati di output del programma sono assunti come
la “soluzione” del problema reale nell’approccio computazionale.

1.2 I sistemi aritmetici a precisione finita

Il termine sistema aritmetico a precisione finita si riferisce in generale ai criteri di rappre-
sentazione in memoria dei dati di tipo numerico ed alle operazioni elementari (dell’unità
aritmetica) definite su di essi.10

I tipi di dati11 numerici elementari qui considerati sono il tipo intero ed il tipo reale
floating-point (reale f.p.)12, poiché, come si vedrà in seguito, sono quelli che possono
generare situazioni computazionali che riducono o annullano l’affidabilità di un algoritmo
numerico.

1.2.1 Il sistema aritmetico intero

Il criterio di rappresentazione dei dati di tipo intero è quello posizionale in base β
(β ∈ N , β > 1) 13. Usualmente β = 2, cioè si utilizza la rappresentazione binaria; ad
esempio:

110 = 12 ,
310 = 112 ,
1610 = 100002 ,
73410 = 10110111102 ,

e la memorizzazione avviene ponendo in una locazione la stringa di bit, da destra verso
sinistra. Il bit più a sinistra è riservato all’informazione (binaria) del segno.

La lunghezza finita l di una locazione di memoria comporta l’esistenza di un massimo
(e di un minimo) intero rappresentabile. Si consideri, ad esempio, un sistema aritmetico
intero con l = 8 14; si ha allora che il numero 6410 = 10000002 è rappresentabile e viene

10Si prenderà in considerazione solo la rappresentazione dei numeri in memoria (rappresentazione
interna). La rappresentazione dei numeri sui dispositivi di I/O (video, stampante, etc.) è la nor-
male rappresentazione decimale; allo stesso modo si prenderanno in considerazione solo le operazioni
aritmetiche eseguibili dall’unità aritmetica.

11Si definisce tipo di dato l’insieme dei valori che un dato può assumere.
12Il tipo di dato complesso f.p. è essenzialmente riconducibile a quello reale f.p., a cui appartengono

la parte reale ed il coefficiente dell’immaginario.
13N indica l’insieme dei numeri naturali.
14Nella maggior parte degli calcolatori l = 32, 64, 128.
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15 Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli

memorizzato nel modo seguente:15

+ 1 0 0 0 0 0 0

In tale sistema il più grande numero rappresentabile, che sarà detto imax, è 12710, poi-
chè la sua memorizzazione è

+ 1 1 1 1 1 1 1

mentre la rappresentazione binaria di 12810 = 100000002 è costituita da 8 cifre e non può
essere memorizzata. Si può concludere che un intero n ∈ Z 16 è un intero rappresentabile
se e solo se

|n| ≤ imax

e che l’insieme I degli interi rappresentabili è l’insieme finito

{−imax,−imax + 1, ...,−1, 0, 1, ..., imax− 1, imax}

dove
imax = 2l−1 − 1 .

Se n ∈ Z, ma n 6∈ I, allora n non è rappresentabile ed un eventuale tentativo di
memorizzazione provoca la situazione eccezionale detta overflow degli interi. In generale
l’insieme I è individuato univocamente dalla sola lunghezza l. 17

Sui dati di tipo intero sono definite le operazioni: addizione, sottrazione, moltipli-
cazione e divisione18, denotate qui in modo diverso dalle corrispondenti operazioni in

Z: + , − , × , / . Il risultato r di un’operazione # (dove # sta per +,−,×, /) si

dice definito se r ∈ I, altrimenti si dice che esso è indefinito e che si è verificata una
situazione eccezionale di overflow degli interi.

15Per maggiore chiarezza, per rappresentare il bit del segno sono usati i simboli + e − al posto delle
cifre binarie 0 e 1.

16Z indica l’insieme degli interi relativi.
17Oltre alla rappresentazione per segno e modulo, qui utilizzata, esistono altre rappresentazioni degli

interi relativi. In particolare, si ricorda quella del complemento a due [6]: il primo bit di sinistra ha
ancora il ruolo di bit di segno, ed i numeri non negativi hanno la stessa forma fornita dalla rappre-
sentazione in segno e modulo, mentre il valore, in modulo, di un numero negativo rappresentato in
complemento a due si ottiene invertendo il valore di ogni singolo bit (complemento a uno), valutando
la rappresentazione come intero senza segno, ed aggiungendo uno al risultato; in essa pertanto, il tipo
intero non è simmetrico rispetto allo zero, essendo imin = −imax − 1 (imin = minimo intero rappre-
sentabile). Ad esempio nella rapprestazione in complemento a due il numero 10102 = −610, infatti:
1010 = −(0101 + 1) = −(5 + 1) = −6.

18Il risultato della divisione intera è la parte intera del quoziente.
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♣ Esempio 1.8. Siano imax = 100, n = 50, m = 60. Si ha:

|n + m| = 110 > imax

e quindi il risultato dell’operazione 50 + 60 è indefinito.
♣

In generale, se n e m sono interi tali che

|n| < imax, |m| < imax ,

allora

n # m =

{
n#m se |n#m| ≤ imax
indefinito se |n#m| > imax .

(1.6)

♣ Esempio 1.9. In un sistema aritmetico intero con β = 2 e l = 32 si vuole calcolare n!. Per n > 13
tale calcolo provoca overflow in quanto

13! > 231 − 1 = imax

(si ricordi che uno dei 32 bit a disposizione per la rappresentazione del numero è riservato al segno).
♣

♣ Esempio 1.10. Siano imax = 100, n = 60, m = 50 e p = −40 e si voglia calcolare

n + m + p .

Il risultato dell’operazione
(n + m) + p = (60 + 50) + (−40)

è indefinito, essendo
|60 + 50| > 100 = imax ,

mentre si ha che
n + (m + p) = 60 + (50 + (−40)) = 60 + 10 = 70 .

Non vale dunque la proprietà associativa dell’addizione.
♣

In generale, la (1.6) comporta che alcune proprietà dell’aritmetica tradizionale (pro-
prietà associativa dell’addizione e proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto
all’addizione) non siano più valide.

In conclusione, ricapitolando quanto detto precedentemente, un sistema aritmetico
intero è costituito da:

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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• un insieme finito I ⊂ Z, i cui elementi (gli elementi del tipo intero), sono detti gli
interi rappresentabili ;

• un criterio di rappresentazione degli elementi di I, su cui è basata la memorizza-
zione degli elementi del tipo;

• un insieme di operazioni, dette operazioni aritmetiche sul tipo intero, in cui sia gli
operandi sia i risultati sono elementi del tipo;

• un insieme di algoritmi (cablati nell’unità aritmetica), che consentono l’esecuzione
delle operazioni aritmetiche sul tipo intero.

1.2.2 Il sistema aritmetico floating-point

Il criterio di rappresentazione degli elementi di tipo reale è quello della rappresentazione
floating-point normalizzata (f.p.n.) in base β 19. Tale criterio si basa sull’idea di utilizzare
solo le cifre significative di un numero reale, in modo che questo sia rappresentato come
prodotto di un numero f , con β−1 ≤ |f | < 1, per una potenza intera della base β. Per
esempio, il numero x = 22.334 ha la rappresentazione f.p.n. in base 10:

x = 0.22334 × 102 , con f = 0.22334, 10−1 ≤ 0.22334 < 1 .

Si noti che la limitazione β−1 ≤ |f | < 1 (normalizzazione) implica che la prima cifra
della parte frazionaria di f (nella base β) sia diversa da zero 20 e rende unica la rappre-
sentazione. Qualsiasi numero reale x 6= 0 può essere rappresentato in forma f.p.n. e si
ha

x = f × βe, e ∈ Z , β−1 ≤ |f | < 1 .

Detto m il numero intero formato dalle cifre della parte frazionaria di f ed avente lo
stesso segno di f , il numero x = f × βe è individuato dalla coppia (m, e); m è detto
mantissa ed e è detto esponente della rappresentazione f.p.n.

♣ Esempio 1.11. Considerato β = 10, si ha:

x = 35.16904
f.p.n.
=⇒ x = 0.3516904× 102 =⇒ (m, e) = (+3516904, +2)

x = 0.00012
f.p.n.
=⇒ x = 0.12 × 10−3 =⇒ (m, e) = (+12,−3)

x = −300000000
f.p.n.
=⇒ x = −0.3 × 109 =⇒ (m, e) = (−3, +9)

x = −0.00000479
f.p.n.
=⇒ x = −0.479× 10−5 =⇒ (m, e) = (−479,−5)

♣
19La scelta di β è fatta sulla base di considerazioni di efficienza e semplicità di implementazione

hardware. L’unico requisito teorico è che β sia un numero intero maggiore dell’unità.
20Infatti si ha:

|f | = 0.d1d2 . . . ,
1 ≤ d1 ≤ β − 1 ,
0 ≤ dk ≤ β − 1 , k > 1 .
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La memorizzazione di un numero reale rappresentato mediante il criterio f.p.n. ri-
chiede quindi la memorizzazione delle informazioni seguenti: il segno di m, le cifre di m,
il segno di e e le cifre di e. 21 A causa della lunghezza finita di una locazione di memoria
si ha un numero finito di cifre per la rappresentazione di m ed un numero finito di cifre
per la rappresentazione di e.

Il criterio di rappresentazione f.p.n. è quindi univocamente caratterizzato dalle
quantità:

1. la base β;

2. il massimo numero t di cifre (nella base β) della mantissa m;

3. il massimo numero di cifre (nella base β) per l’esponente e, ovvero un minimo ed
un massimo esponente rappresentabile.

Il numero t è detto precisione del sistema aritmetico f.p.n.. Si denoteranno inoltre con
emin ed emax rispettivamente il minimo ed il massimo esponente rappresentabile.22

In termini di mantissa ed esponente, l’unicità della rappresentazione ±m × βe, risulta
legata all’essere emin ≤ e ≤ emax ed alla condizione di normalizzazione per la mantissa,
βt−1 ≤ m ≤ βt − 1. Negli esempi seguenti β sarà rappresentata in base 10, mentre m
ed e saranno in genere rappresentati in base β.

♣ Esempio 1.12. Si consideri il criterio f.p.n. a precisione finita caratterizzato da β = 2, t = 7,
emin = −7 ed emax = 7, a cui corrisponde una locazione di memoria (fissata di lunghezza 12) suddi-
visa come segue:

± ±

� -esponente � -mantissa

Si considerino i numeri, per semplicità già in forma binaria,

a = 1011.11 , b = −101.100111 , c = 101110101.1 ,

21 Si noti che se β = 2 la prima cifra di m è necessariamente 1 e quindi è inutile memorizzarla
esplicitamente (memorizzazione con il primo bit implicito).

22Si noti che, poiché lo zero ha mantissa nulla, la sua rappresentazione f.p.n. è anomala; si assumerà
quindi

0
f.p.n.
=⇒ 0.00 . . .× βemin .
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che in notazione f.p.n. sono rappresentati come segue:

a = 0.101111× 2100 cioè m = +101111 , e = +100,
b = −0.101100111× 211 cioè m = −101100111 , e = +11,
c = 0.1011101011× 21001 cioè m = +1011101011 , e = +1001.

Solo a può essere rappresentato secondo il criterio f.p.n. a precisione finita fissato e quindi memorizzato
nella corrispondente locazione di memoria. Infatti, b ha l’esponente rappresentabile (emin ≤ 3 ≤
emax), ma il numero di cifre della sua mantissa è 9, mentre per c non sono rappresentabili nè l’esponente
(9 > emax), nè la mantissa (10 > t).23

♣

Il fatto che le locazioni di memoria abbiano lunghezza finita comporta conseguenze
notevoli:

1. esistono un massimo numero reale rappresentabile rmax (come per il tipo inte-
ro) ed un minimo numero reale positivo rappresentabile rmin (ciò discende dalla
necessaria finitezza della rappresentazione di e);

2. non tutti i numeri reali appartenenti all’intervallo [rmin, rmax] sono rappresen-
tabili secondo il criterio f.p.n. a precisione finita (ciò discende dalla necessaria
finitezza della rappresentazione di m).

Fissato un particolare criterio f.p.n. a precisione finita, consegue che risulta univoca-
mente determinato l’insieme F = F (β, t, emin, emax) degli elementi del tipo reale che
gode delle seguenti proprietà:

• F ha un elemento di massimo modulo, rmax, ed un elemento di minimo modulo,
rmin;

• F contiene lo zero;

• F è costituito da un numero finito di elementi;

• gli elementi di F sono i numeri reali che appartengono all’insieme

[−rmax,−rmin] ∪ {0} ∪ [rmin, rmax] (1.7)

ed in notazione f.p.n. hanno la mantissa con un numero di cifre minore o uguale
a t.

Gli elementi di F si dicono numeri rappresentabili esattamente o numeri macchina e
l’insieme (1.7) si dice insieme di rappresentabilità (Figura 1.4)

23 La rappresentazione dell’esponente e, qui considerata, è detta rappresentazione segno/modulo.
Spesso, però, l’esponente e non è rappresentato in tale forma, ma nella forma e + eb, dove eb è un
numero intero (detto bias) tale che e+ eb ≥ 0. Ad esempio, se β = 2 e il numero di cifre per l’esponente
(segno incluso) è 8, si considera solitamente eb = 127 e 0 ≤ e + eb ≤ 255 (si noti che l’insieme degli
esponenti rappresentabili non è simmetrico rispetto allo zero, in quanto emin = −127 ed emax = 128).
Tale rappresentazione è detta eccesso 127.
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0
1
4

1
2 1 1.75
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Figura 1.4: Rappresentazione grafica dell’insieme F (β, t, emin, emax), e del
corrispondente insieme di rappresentabilità (cfr. esempio 1.13)

♣ Esempio 1.13. Si consideri F (2, 3,−1, 1). F è il sottoinsieme finito di ℜ:

F = {0, ±0.100 × 2−1, ±0.101× 2−1, . . . , ±0.110× 21, ±0.111 × 21} =
= {0, ±0.2510, ±0.312510, . . . , ±1.510, ±1.7510} ,

costituito da 25 elementi (Figura 1.4). In questo caso rmax = 0.111 × 21 = 1.7510 e rmin = 0.100 ×
2−1 = 0.2510.

♣

In generale, dato F (β, t, emin, emax), il numero di elementi di F è24

2(β − 1)βt−1(emax − emin + 1) + 1

e risulta
rmax = 0.dd . . . d × βemax = βemax(1 − β−t) (d = β − 1);
rmin = 0.10 . . . 0 × βemin = βemin−1

Gli elementi di F non sono uniformemente spaziati fra loro, ma solo fra potenze della
base successive. Dunque la spaziatura assoluta non è uniforme, ma quella relativa lo è;
infatti ogni elemento di F differisce dagli adiacenti per una sola unità sull’ultima cifra
della mantissa.

Per ogni numero reale x = f × βe si verifica una ed una sola delle tre situazioni:

1. x ∈ F ed è quindi esattamente rappresentabile;

2. x non è rappresentabile in F ;

3. x è rappresentabile, ma non esattamente, in F .

24Fissato un valore dell’esponente, la prima cifra della mantissa di un numero diverso da zero può
assumere β − 1 valori distinti e ciascuna delle rimanenti t − 1 cifre può assumere β valori distinti, per
un totale di βt−1(β − 1) possibili combinazioni delle cifre della mantissa. Se si osserva che gli esponenti
rappresentabili sono emax− emin + 1 e che per ogni numero rappresentabile positivo il suo opposto è
rappresentabile, e si considera anche lo zero, si trova che il numero di elementi di F è quello specificato.
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Il caso 2 si presenta se |x| < rmin, ed allora si dice che si è verificato un underflow,
oppure se |x| > rmax, ed allora si dice che si è verificato un overflow (rmin e rmax
sono chiamati rispettivamente soglia di underflow e soglia di overflow); tale situazione
in pratica si ha quando e < emin oppure e > emax. Per la gestione delle cosiddette
situazioni eccezionali si rimanda al paragrafo 1.7 sul sistema aritmetico standard IEEE.

♣ Esempio 1.14. Dato l’insieme F (2, 3,−1, 1) (cfr. esempio 1.13), si ha underflow per ogni x ∈ ℜ
tale che x < 0.25 ed overflow per ogni x > 1.75.

♣

Il caso 3 si verifica quando emin ≤ e ≤ emax e il numero di cifre binarie di m
è maggiore di t. Si pone dunque il problema di come rappresentare x mediante un
elemento di F .

♣ Esempio 1.15. Si consideri F (10, 2,−9, 9). Un numero x̃ ∈ F è del tipo

x̃ = ±0.d1d2 × 10e , e = −9,−8, . . . , 8, 9 .

Il numero x = 1.26 non appartiene a F , ma può essere rappresentato mediante un elemento di F .
Infatti x è strettamente compreso tra due numeri di F , cioè

1.2 < x < 1.3

ed uno dei due si può scegliere come approssimazione di x mediante un elemento di F .
♣

Per approssimare un numero reale x = 0.d1d1 . . . dtdt+1 . . . × βe appartenente all’in-
sieme di rappresentabilità di F , ma non rappresentabile esattamente, con un numero
fl(x) ∈ F , si può utilizzare una delle due tecniche seguenti:

• troncamento: fl(x) si ottiene troncando le cifre della mantissa seguenti la t-ma,
cioè

fl(x) = 0.d1d2 . . . dt × βe ;

• arrotondamento: fl(x) si ottiene da x sommando 1
2
β alla (t + 1)-esima cifra della

sua mantissa e poi troncando le cifre seguenti la t-ma, ovvero incrementando di 1
dt se è dt+1 ≥ 1

2
β e poi troncando le cifre della mantissa successive alla t-ma, cioè:

fl(x) =

{
0.d1d2 . . . dt × βe dt+1 < 1

2
β

0.d1d2 . . . (dt + 1) × βe dt+1 ≥ 1
2
β

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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In relazione all’esempio 1.15 si ha:

troncamento : fl(1.26) = 1.2 ;
arrotondamento : fl(1.26) = 1.3 .

Se invece di x = 1.26 si considera x = 1.24, si ha:

troncamento : fl(1.24) = 1.2 ;
arrotondamento : fl(1.24) = 1.2 .

In un sistema aritmetico reale f.p., le caratteristiche legate alla rappresentazione, cioè
l’insieme F e le funzioni di troncamento ed arrotondamento, sono dette le caratteri-
stiche statiche del sistema. Si definiscono caratteristiche dinamiche le proprietà legate
alle operazioni f.p. definite in F ed agli algoritmi utilizzati dall’unità aritmetica per
implementarle.

Le operazioni f.p. sono: addizione f.p. ⊕, sottrazione f.p. ⊖, moltiplicazione f.p. ⊗,
divisione f.p. ⊘, qui denotate in modo diverso dalle corrispondenti usuali operazioni in
ℜ. 25

Il risultato r̃ = x ©# y (dove # sta per +,−,×, /), con x, y ∈ F , si dice definito se
r = x#y appartiene all’insieme di rappresentabilità, altrimenti il risultato è indefinito
e si dice che si è verificata una situazione eccezionale di overflow se |r| > rmax, o di
underflow se |r| < rmin. E’ opportuno sottolineare che anche nel caso di risultato r
rappresentabile si ha in generale r̃ 6= r, in quanto r̃ appartiene sempre a F , mentre r
può non appartenere a F .

♣ Esempio 1.16. Si considerino F (10, 2,−2, 2) e la moltiplicazione f.p. tra x = 2.8 e y = 7.7. E’
immediato verificare che x, y ∈ F ; infatti in rappresentazione f.p.n. si ha x = 0.28×101 e y = 0.77×101

e quindi x e y sono rappresentabili esattamente. Il risultato r = x × y = 21.56 = 0.2156 × 102 della
moltiplicazione usuale in ℜ appartiene all’insieme di rappresentabilità, ma, avendo una mantissa di 4
cifre, non è rappresentabile esattamente, cioè non appartiene a F .

♣

Il risultato r̃ di una operazione f.p. dipende dall’algoritmo utilizzato dal sistema
aritmetico f.p., cioè, in definitiva, dall’organizzazione e dal progetto (a livello hardware)
dell’unità aritmetica. Si considererà ottimale, da un punto di vista dinamico, un sistema
aritmetico f.p. per il quale si abbia

r̃ = x ©# y = fl(r) = fl(x#y) . (1.8)

25Non ci si occuperà dell’operazione di conversione dalla rappresentazione in base β alla rappresen-
tazione decimale e da quella decimale a quella in base β, cioè dalla rappresentazione interna a quella
esterna e viceversa.
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

23 Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli

La (1.8) implica che il risultato r̃ dell’operazione f.p., che è un numero macchina, è
esattamente la rappresentazione f.p.n. a precisione finita del risultato r della corrispon-
dente operazione in ℜ. Un tale sistema aritmetico garantisce dunque che il risultato di
qualsiasi operazione f.p. differisca dal risultato dell’operazione in ℜ corrispondente (il
risultato esatto), di una quantità che è il solo errore di rappresentazione di r, e viene
perciò detto sistema a massima accuratezza dinamica.

Si consideri, ad esempio, l’addizione f.p.. La sua esecuzione consta essenzialmente di
quattro fasi:

1. confronto tra gli esponenti della rappresentazione f.p.n. degli addendi per indivi-
duare l’addendo con esponente più piccolo;

2. “shift” delle cifre della mantissa di tale addendo in modo che il relativo esponente
risulti uguale a quello dell’altro addendo;

3. addizione delle mantisse degli addendi;

4. normalizzazione ed arrotondamento del risultato.

Usualmente l’unità aritmetica memorizza gli operandi f.p., ed anche i dati intermedi
generati durante l’esecuzione dell’operazione f.p., in locazioni dette registri (fisicamente
all’interno dell’unità) con precisione treg > t. Quindi i passi 2 e 3 sono eseguiti avendo
a disposizione per la mantissa un numero di cifre maggiore della precisione del sistema
aritmetico considerato.

Se si suppone che β = 10 e t = 4 e che i passi 2 e 3 siano eseguiti facendo uso
di un registro a doppia precisione, il calcolo di c̃ = a ⊕ b, con a = 0.9983 × 102 e
b = 0.4652 × 10−1, avviene nel modo seguente:

1. confronto degli esponenti: ovviamente 2 > −1;

2. shift della mantissa di b: 0.4652 −→ 0.00046520;

3. somma delle mantisse: 0.99830000 + 0.00046520 = 0.99876520;

4. arrotondamento e normalizzazione del risultato: c = 0.9988 × 102.

Si noti che durante il passo 4 sono state perse tre cifre significative del risultato e
quindi c non è il risultato esatto dell’addizione di a e b, anche se a e b sono numeri
macchina; tuttavia c = fl(0.99876520× 102) e dunque, in questo caso, si ha la massima
accuratezza26.
Al contrario, se i registri hanno treg = t si ottiene:

1. confronto degli esponenti: 2 > −1;

2. shift della mantissa di b: 0.4652 −→ 0.0004;

26E’ possibile dimostrare che treg = t + 3, insieme con accorgimenti detti sticky bit e rounding bit, è
tale da garantire la massima accuratezza in qualsiasi operazione f.p. [11].
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3. somma delle mantisse: 0.9983 + 0.0004 = 0.9987;

4. arrotondamento e normalizzazione del risultato: c = 0.9987 × 102;

quindi non si ha la massima accuratezza.

1.3 L’errore di roundoff

L’errore che si commette approssimando un numero reale x mediante fl(x) si dice errore
di roundoff ; più precisamente, si ha:

Definizione 1.4. (Errore di roundoff)
Considerato un sistema aritmetico f.p. a precisione finita, con F (β, t, emin, emax), sia
x un numero reale appartenente all’insieme di rappresentabilità di F e sia fl(x) la sua
rappresentazione in F . Si dice errore assoluto di roundoff il numero

|fl(x) − x| ,

e si dice errore relativo di roundoff il numero

|fl(x) − x|
|x| .

L’errore di roundoff si genera sia quando un numero reale, dato nella usuale rappresen-
tazione decimale, viene rappresentato in F , cioè nel passaggio dalla rappresentazione
esterna a quella interna (errore di roundoff di rappresentazione), sia nell’esecuzione di
ogni operazione f.p. (errore di roundoff delle operazioni f.p.).

1.3.1 L’errore di roundoff di rappresentazione

Siano β = 10 e t = 5 e si indichino con flT (x) = mT × βe e flA(x) = mA × βe le
rappresentazioni f.p.n. di un numero reale x ottenute, rispettivamente, per troncamento
e per arrotondamento, e con m̂ la mantissa normalizzata di x in aritmetica ordinaria
(cioè ad infinite cifre).27 Si considerino i numeri riportati in Tabella 1.1.

E’ immediato osservare che m̂ e mT differiscono di una quantità inferiore a 10−5,
mentre m̂ e mA differiscono di una quantità non superiore a 0.5× 10−5; l’errore relativo
di roundoff è minore di 10−4 nel primo caso e di 0.5 × 10−4 nel secondo (Tabella 1.2).

27Da ora in poi il termine mantissa è utilizzato sia per indicare la mantissa di un numero in
rappresentazione f.p.n., sia per indicare la parte frazionaria del numero in tale rappresentazione.
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

25 Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli

x = m̂ × βe flT (x) = mT × βe flA(x) = mA × βe

−0.115237 × 10−1 −0.11523 × 10−1 −0.11524 × 10−1

0.1111248 × 104 0.11112 × 104 0.11112 × 104

0.5723378 × 102 0.57233 × 102 0.57234 × 102

−0.461775 × 101 −0.46177 × 101 −0.46178 × 101

Tabella 1.1: Rappresentazione floating-point normalizzata: troncamento ed
arrotondamento della mantissa

x |m̂ − mT | |m̂ − mA| |flT (x) − x|/|x| |flA(x) − x|/|x|
−0.115237 × 10−1 0.70 × 10−5 0.30 × 10−5 0.61 × 10−4 0.26 × 10−4

0.1111248 × 104 0.48 × 10−5 0.48 × 10−5 0.43 × 10−4 0.43 × 10−4

0.5723378 × 102 0.78 × 10−5 0.22 × 10−5 0.14 × 10−4 0.38 × 10−5

−0.461775 × 101 0.50 × 10−5 0.50 × 10−5 0.11 × 10−4 0.11 × 10−4

Tabella 1.2: Rappresentazione floating-point normalizzata: errore di round-
off assoluto e relativo
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Si vuole ora stabilire in generale il massimo errore relativo che si commette approssi-
mando un numero reale x 6= 0 con fl(x) in un sistema aritmetico con F (β, t, emin, emax).

Si consideri, ad esempio, il caso dell’arrotondamento; siano

x = m̂ × βe ,
f l(x) = mA × βe

rispettivamente la rappresentazione f.p.n. di x (in aritmetica ordinaria) e la rappresen-
tazione f.p.n. a precisione finita (in F ) corrispondente. Dunque

|m̂| ≥ β−1

e m̂ e mA differiscono per una quantità non superiore a 0.5 × β−t, cioè

|m̂ − mA| ≤
1

2
β−t .

Si ha:
|fl(x) − x|

|x| =
|mA − m̂|

|m̂| ≤
1
2
β−t

β−1
=

1

2
β1−t ,

da cui risulta che 1
2
β1−t è il massimo errore relativo che si commette approssimando x

con fl(x). Analogo risultato sussiste per il troncamento:

|fl(x) − x|
|x| ≤ β1−t .

Definizione 1.5. (Massima accuratezza relativa)
Si dice massima accuratezza relativa di un sistema aritmetico f.p. a precisione finita con
F (β, t, emin, emax) il massimo errore che si commette nel rappresentare un numero x
nel sistema F

u = max
|fl(x) − x|

|x| =
1

2
β1−t , nel caso dell′arrotondamento .

u′ = max
|fl(x) − x|

|x| = β1−t , nel caso del troncamento .

Come si vedrà in seguito, la massima accuratezza relativa è una delle costanti fonda-
mentali di un sistema aritmetico f.p. a precisione finita.

♣ Esempio 1.17. Siano β = 10 e t = 5. La massima accuratezza relativa è

u = 0.5 × 10−4 (arrotondamento) ,
u′ = 10−4 (troncamento) .

♣
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Si osservi che, posto δ = (fl(x) − x)/x, sussiste la relazione:

fl(x) = x(1 + δ) , |δ| ≤ u (|δ| ≤ u′) . (1.9)

Da ora in poi si prenderà in considerazione solo l’arrotondamento, perché è lo schema
usato nella maggior parte degli calcolatori.

1.3.2 L’errore di roundoff delle operazioni floating-point

In un sistema aritmetico f.p. a precisione finita si introduce un errore nel risultato di
ogni operazione aritmetica. Come sarà chiarito in seguito, anche la risoluzione di un
problema apparentemente semplice, quale ad esempio un’equazione algebrica di secondo
grado, può risultare tutt’altro che banale, in quanto nel progetto di un algoritmo è
essenziale tenere conto della presenza dell’errore di roundoff, che altrimenti può condurre
ad una soluzione completamente errata.

Si supponga che il sistema aritmetico garantisca la massima accuratezza dinamica;
allora, indicata con # una qualsiasi delle quattro operazioni elementari e con ©# la
corrispondente operazione f.p. , se a e b sono due numeri macchina si ha:

a ©# b = fl(a#b) = (a#b)(1 + δ) , (1.10)

con |δ| ≤ u.

♣ Esempio 1.18. Si considerino β = 10 e t = 4 e si sommino i numeri a = 0.5496×102, b = 0.8714×101

e c = 0.1493× 10−1.
Eseguendo le addizioni secondo l’ordine (a ⊕ b) ⊕ c, con un registro a doppia precisione, si ha:

(0.5496× 102 ⊕ 0.8714× 101) ⊕ 0.1493× 10−1 =

= 0.6367× 102 ⊕ 0.1493× 10−1 = 0.6368× 102 ,

calcolando invece a ⊕ (b ⊕ c) si ha:

0.5496× 102 ⊕ (0.8714× 101 ⊕ 0.1493× 10−1) =

= 0.5496× 102 ⊕ 0.8729× 101 = 0.6369× 102 .

I risultati ottenuti nei due casi differiscono di 1 unità sull’ultima cifra significativa e quindi non vale la
proprietà associativa dell’addizione.

♣
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♣ Esempio 1.19. Siano β = 10 e t = 4 e si considerino i numeri a = 0.2240× 102, b = 0.7953× 101 e
c = 0.3329× 102.
Utilizzando un registro a doppia precisione, si ha:

(a ⊕ b) ⊗ c =

= (0.2240 × 102 ⊕ 0.7953 × 101) ⊗ 0.3329× 102 =

= 0.3035× 102 ⊗ 0.3329× 102 = 0.1010× 104

e

(a ⊗ c) ⊕ (b ⊗ c) =

= (0.2240× 102 ⊗ 0.3329× 102) ⊕ (0.7953 × 101 ⊗ 0.3329 × 102) =

= 0.7457× 103 ⊕ 0.2648× 103 = 0.1011× 104 .

Le due sequenze di operazioni non conducono allo stesso risultato e quindi non è valida la proprietà
distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione.

♣

1.4 L’epsilon macchina

Supponiamo di eseguire, in un sistema aritmetico f.p. con β = 10 e t = 3, dotato di
massima accuratezza dinamica, l’addizione:

0.994 × 100 ⊕ 0.177 × 10−3 = 0.994 × 100 ⊕ 0.000177 × 100 = 0.994 × 100 .

In generale, quando si effettua un’addizione f.p. tra numeri aventi ordini di grandezza
differenti può accadere che il risultato sia uguale all’addendo maggiore (in valore asso-
luto). Questo fenomeno è dovuto alla precisione finita del sistema aritmetico utilizzato
ed esiste anche se il sistema garantisce la massima accuratezza dinamica.
In particolare, è interessante studiare il caso in cui l’addendo maggiore in valore assoluto
è il numero 1.

Definizione 1.6. (Epsilon macchina)
In un sistema aritmetico f.p. con F (β, t, emin, emax), si dice epsilon macchina il più
piccolo numero ǫ ∈ F tale che

1 ⊕ ǫ = fl(1 + ǫ) > 1 . (1.11)

Si supponga, ad esempio, β = 10 e t = 3 e si calcoli il più grande numero η ∈ F tale
che28

1 ⊕ η = 1 . (1.12)

28E’ facile convincersi che la limitatezza del sistema f.p. a precisione finita implica l’esistenza di
elementi diversi dallo zero che si comportano come lo zero nella somma f.p. con 1. In realtà esiste un
insieme di numeri macchina che godono di questa proprietà.
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

29 Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli

Chiaramente 0 < η = 0.α1α2α3 × 10p, con p < 0. Si supponga inoltre che l’addizione
f.p. sia eseguita con un registro a doppia precisione.

Affinché sia valida (1.12), l’operazione 1 ⊕ η deve essere effettuata come segue:

0. 1 0 0 0 0 0 × 101 +
0. 0 0 0 α1 α2 α3 × 101 =
0. 1 0 0 α1 α2 α3 × 101

(1.13)

e la terza cifra significativa del risultato non deve essere modificata quando si effettua
l’arrotondamento a 3 cifre. Quest’ultima condizione equivale a imporre che α1 < 5,
mentre da (1.13), avendo effettuato uno shift della mantissa di η di tre cifre verso
destra, si ricava

p + 3 = 1, da cui p = 1 − 3 = −2.

Pertanto η = 0.499 × 10−2 e quindi ǫ = 0.500 × 10−2.

In generale, in un sistema aritmetico f.p. con F (β, t, emin, emax), si ha:

ǫ =
1

2
β1−t ,

nel caso dell’arrotondamento, mentre,

ǫ = β1−t

nel caso del troncamento.
L’epsilon macchina coincide con la massima accuratezza relativa u. Pertanto, nel

seguito, i termini epsilon macchina e massima accuratezza relativa saranno considerati
sinonimi.

Nota la base di numerazione, conoscere l’epsilon macchina equivale a conoscere la
precisione del sistema aritmetico; d’altra parte la definizione stessa di epsilon macchina
suggerisce un modo per calcolare tale quantità nel sistema aritmetico di un calcolatore,
quando non è nota la precisione. L’algoritmo per il calcolo dell’epsilon macchina è infatti
basato sulla definizione 1.6; il valore finale di u è, appunto, l’epsilon macchina.
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procedure precrel(out: u)

/# SCOPO: calcolo dell’epsilon macchina

/# SPECIFICHE PARAMETRI:

var: u : reale {epsilon macchina}

/# VARIABILI LOCALI:

var: u1 : reale {variabile di appoggio}
var: u2 : reale {variabile di appoggio}

/# INIZIO ISTRUZIONI:

u1 := 1.;

repeat

u := u1;

u1 := u1/β;

u2 := u1 + 1.;

until(u2 = 1.)

end precrel

Procedura 1.1: Algoritmo per il calcolo dell’epsilon macchina

Implementando l’algoritmo in Fortran su un processore Pentium IV29 in singola ed

29Da questo momento in poi, a meno che non specificato diversamente, tutti gli esperimenti numerici
saranno eseguiti in Fortran 77, utilizzando la singola o la doppia precisione, e faranno riferimento ad
processore Pentium IV, con le seguenti caratteristiche hardware:

• Aritmetica Standard IEEE-754

• 1500 MHz clock

• 256 KB cache

• 512 MB RAM memory

• 40 GB disk

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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in doppia precisione, si ha rispettivamente: 30

u = 2−23 ≃ 0.1192093 × 10−6 ,
u = 2−52 ≃ 0.2220446 × 10−15 .

(1.14)

Con un ragionamento analogo al precedente si verifica che, se x, y ∈ F e x = m×βp,
risulta:

x ⊕ y 6= x ⇐⇒ |y| ≥ ǫx =
1

2
βp−t ,

cioè, se |y| < ǫx, y non dà contributo alla somma. Quindi, dato un qualunque numero
macchina x, esiste un insieme di numeri macchina che si comportano come lo zero nel-
l’addizione f.p. con x. Questa osservazione è di importanza fondamentale nel progetto
di algoritmi numerici.

Si noti che

ǫx =
1

2
βp−t = βp−1 × 1

2
β1−t = βp−1 × u ≤ |x| × u ;

in generale, quindi, si assume
ǫx = |x| × u ,

in quanto tale numero si calcola immediatamente a partire da x e da u.

Si supponga di voler calcolare ex, con x > 0. Questo problema matematico può essere
approssimato dal problema numerico “calcolo di una somma” del tipo:

SN =
N∑

n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2
+

x3

3!
+ . . . +

xN

N !
. (1.15)

SN è un’approssimazione di ex, la cui “bontà” dipende da N ed è tanto migliore quanto
maggiore è N 31.

Da un punto di vista algoritmico il calcolo di SN è basato sullo schema:

S0 = 1
Sn = Sn−1 + xn/n! , n = 1, 2, . . . , N .

(1.16)

Una formula del tipo della (1.16) sarà detta formula ricorrente e la computazione
basata su di essa sarà detta processo iterativo.

L’aspetto centrale dal punto di vista numerico consiste nella determinazione del nu-
mero N degli addendi da sommare. In Tabella 1.3 sono riportati i valori di xn/n! e di
Sn per x = 5 e n = 1, 2, ..., 23, calcolati utilizzando 7 cifre decimali significative.32

30E’ interessante notare che l’implementazione diretta dell’algoritmo descritto nella Procedura 1.1,
può portare a risultati diversi sullo stesso calcolatore se si usano compilatori diversi. Alcuni compilatori
(ad es. Microsoft Fortran 6.0) ottimizzano infatti il programma eseguibile mantenendo i valori di u1 ed
u2 sempre nei registri. In tal caso l’algoritmo deve essere implementato “costringendo” il compilatore
a conservare u2 in memoria centrale; si vuole calcolare l’epsilon macchina relativo alla precisione delle
locazioni di memoria, non a quella dei registri!

31In questo caso si ha limN→∞ SN = ex

32Implementazione utilizzando la singola precisione.
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n xn/n! Sn

0 0.1000000 × 101 0.1000000× 101

1 0.5000000 × 101 0.6000000× 101

2 0.1250000 × 102 0.1850000× 102

3 0.2083333 × 102 0.3933334× 102

4 0.2604167 × 102 0.6537500× 102

5 0.2604166 × 102 0.9141666× 102

6 0.2170139 × 102 0.1131180× 103

7 0.1550099 × 102 0.1286190× 103

8 0.9688119 × 101 0.1383072× 103

9 0.5382288 × 101 0.1436895× 103

...
...

...
18 0.5958255× 10−3 0.1484129× 103

19 0.1567962× 10−3 0.1484131× 103

20 0.3919905× 10−4 0.1484132× 103

21 0.9333107× 10−5 0.1484132× 103

22 0.2121161× 10−5 0.1484132× 103

23 0.4611219× 10−6 0.1484132× 103

Tabella 1.3: Valori di xn/n! e di Sn

Si noti che a partire da n = 21, Sn non varia, ovvero il termine xn/n! non dà
contributo alla somma Sn−1 +xn/n!; i calcoli effettuati a partire da n = 21 sono dunque
inutili.

Sulla base dell’osservazione precedente, si può affermare che piuttosto che fissare a
priori N , è più conveniente che sia l’algoritmo stesso a determinare dinamicamente, cioè
nel corso della sua esecuzione, il valore più opportuno di N . Nel caso non sia nota alcuna
informazione sull’errore di troncamento analitico, la scelta più naturale è che l’algoritmo
continui il processo iterativo (1.16) arrestandosi al più piccolo valore n per cui si abbia

|x|n
n!

< ǫSn−1
= |Sn−1| × u , (1.17)

cioè quando l’addendo xn/n! si comporta come lo zero nella somma f.p. con Sn−1. Inoltre
la (1.17) vale per n > n e quindi se n > n il processo iterativo non modifica alcuna cifra
significativa della soluzione calcolata dall’algoritmo. L’algoritmo ha dunque determina-
to dinamicamente il miglior valore di N (N = n). La (1.17) rappresenta un esempio di
condizione che, se verificata, comporta la fine del processo iterativo (cfr. Procedura 1.2).

Si dirà criterio di arresto di un algoritmo basato su un processo iterativo l’insieme delle
condizioni che, se verificate, determinano l’arresto del processo iterativo. L’individua-
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zione di un criterio di arresto efficiente (cioè che non comporti iterazioni inutili) ed
affidabile (cioè che non arresti prematuramente le iterazioni) è uno degli aspetti princi-
pali del progetto degli algoritmi basati su processi iterativi.
L’ algoritmo descritto nella Procedura 1.2 usa il criterio di arresto precedente, che si
dirà criterio di arresto naturale:
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procedure espo(in: x, u ; out: sum)

/# SCOPO: calcolo del valore della funzione esponenziale

/# SPECIFICHE PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: x : reale {argomento della funzione}
{esponenziale}

var: u : reale {epsilon macchina}

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: sum : reale {valore assunto dalla funzione}
{esponenziale in x}

/# VARIABILI LOCALI:

var: n : intero {numero di termini della serie}
var: add : reale {termine generale della serie}

/# INIZIO ISTRUZIONI:

sum := 0.;

n := 0;

add := 1.;

repeat

sum := sum + add;

n := n + 1;

add := add × (x/n); {calcolo di xn/n!}
until(|add| < |sum| × u) {criterio di arresto naturale}

end espo

Procedura 1.2: Algoritmo per il calcolo di ex

Le considerazioni precedenti si applicano in generale ad un processo iterativo basato
su una formula ricorrente del tipo

Sn+1 = Sn + an . (1.18)

Il criterio di arresto naturale è
|an| < ǫSn

,
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dove

ǫSn
= |Sn| × u .

E’ opportuno notare che anche il calcolo di ǫSn
è sottoposto alle limitazioni del

sistema aritmetico f.p. a precisione finita.

♣ Esempio 1.20. Si consideri un sistema aritmetico f.p. con F (10, 7,−9, 9) e si calcolino i valori
di ǫSn

in relazione ai numeri y = −0.1238452 × 102 e z = 0.2356112 × 10−8. Si ricordi che l’epsilon
macchina ed il minimo numero reale positivo rappresentabile in F sono, rispettivamente, u = 0.5×10−6

e rmin = 0.1 × 10−9. Si ha:

ǫy = (0.1238452× 102) × (0.5 × 10−6) = 0.6192260× 10−5 ,
ǫz = (0.2356112× 10−8) × (0.5 × 10−6) = 0.1178056× 10−14 < rmin

e quindi il calcolo di fl(ǫz) provoca underflow. ♣

L’algoritmo descritto nella Procedura 1.3 calcola ǫx per un valore generico x ∈ F in
modo accurato.
Inoltre, l’algoritmo richiede che sia noto il valore di rmin, che può essere calcolato con
l’algoritmo descritto nella Procedura 1.4. 33

Si supponga di voler utilizzare la (1.16) per calcolare un’approssimazione di ex con
p cifre decimali corrette. Bisogna dunque arrestare il procedimento iterativo quando

E = |ex − Sn| < 10−p = tol .

Il valore di E non è noto e bisogna quindi calcolarne una stima.34 A tal fine si ricordi
che

ex − Sn = Rn(x) ,

e che al divergere di n il resto della formula di Taylor è infinitesimo

lim
x→0

Rn(x)

xn
= 0 ;

33Tale algoritmo si basa sull’ipotesi, generalmente verificata, che, in caso di underflow, ad r venga
assegnato il valore 0.

34Una stima di E è fornita dalla (1.5) (cfr. esempio 1.6):

E = |ex − Sn| = |Rn(x)| ≤ ea |x|n+1

(n + 1)!
,

con a opportunamente scelto. Come già osservato nell’esempio 1.6, il calcolo effettivo di tale stima
richiede però la determinazione di a, o meglio di un valore di a per cui ea|x|n+1/(n + 1)! non sia
“eccessivamente grande”. Tale problema non è di facile risoluzione e quindi in generale non si ricorre
alla stima suddetta.
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procedure epsrel(in: x, rmin, u ; out: ǫx)

/# SCOPO: calcolo dell’epsilon macchina relativo a x

/# SPECIFICHE PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: x : reale {numero macchina di cui calcolare}
{l’epsilon macchina relativo}

var: rmin : reale {minimo numero reale positivo}
{rappresentabile }

var: u : reale {epsilon macchina}

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: ǫx : reale {epsilon macchina relativo a x}

/# INIZIO ISTRUZIONI:

if |x| > rmin/u then

ǫx := |x| × u;

else

ǫx := rmin;

endif

end epsrel

Procedura 1.3: Algoritmo per il calcolo di ǫ
x

concludendo, a meno del fattore costante ea (o eξ con ξ ∈ [−a, a]), vale l’approssimazione:

E = |ex − Sn| ≃
|x|n+1

(n + 1)!
= |Sn+1 − Sn| .

La quantità
|Sn+1 − Sn|

si assume pertanto come stima dell’errore assoluto E al passo n e si utilizza il criterio
d’arresto

|Sn+1 − Sn| < tol . (1.19)

Per quanto detto sul criterio d’arresto naturale, non ha senso richiedere che

tol < εSn
= |Sn| × u . (1.20)
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procedure rmin(in: β ; out: rmim)

/# SCOPO: calcolo del minimo numero reale positivo

rappresentabile

/# SPECIFICHE PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: β : intero {base del sistema aritmetico}

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: rmin : reale {minimo num. reale positivo rappr.}

/# VARIABILI LOCALI:

var: r : reale {variabile di appoggio}

/# INIZIO ISTRUZIONI:

r := 1.;

repeat

rmin := r;

r := r/β;

until (r = 0.)

end rmin

Procedura 1.4: Algoritmo per il calcolo di rmin

Analogamente, se si vuole calcolare un’approssimazione di ex con p cifre significative
corrette, si utilizza il criterio d’arresto

|Sn+1 − Sn|
|Sn|

< 10−p = tol (1.21)

e in questo caso non ha senso richiedere che

tol < u . (1.22)

In Tabella 1.4 sono riportati i valori di e5, calcolati utilizzando la Procedura 1.2 con il
criterio d’arresto (1.21) 35, per valori di tol differenti, e sono indicati gli errori relativi,

35Implementazione utilizzando la singola precisione.

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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e5 tol E ′

0.1483096× 103 10−3 0.70 × 10−3

0.1484029× 103 10−4 0.69 × 10−4

0.1484124× 103 10−5 0.51 × 10−5

0.1484131× 103 10−6 0.40 × 10−6

0.1484132× 103 10−7 0.26 × 10−6

0.1484132× 103 10−8 0.26 × 10−6

0.1484132× 103 10−9 0.26 × 10−6

0.1484132× 103 10−10 0.26 × 10−6

0.1484132× 103 10−20 0.26 × 10−6

0.1484132× 103 10−30 0.26 × 10−6

Tabella 1.4: Valori di e5 ottenuti utilizzando diversi valori di tolleranza

E ′, corrispondenti. Si osservi che per 10−6 ≤ tol ≤ 10−3 l’errore relativo è dell’ordine di
tol, mentre per tol ≤ 10−7 tale errore è sempre 0.26 × 10−6, in accordo col valore di u
riportato in (1.14).36

Pertanto, i criteri d’arresto (1.19) e (1.21) devono essere modificati, per evitare che
sia richiesta un’accuratezza che non può essere ottenuta:

|Sn+1 − Sn| < tol + |Sn| × u ,

|Sn+1 − Sn|
|Sn|

< tol + u .

Quanto detto sul criterio di arresto naturale per il calcolo di ex si estende in generale
al progetto dei criteri di arresto di algoritmi basati su processi iterativi, che approssimano
un valore x come limite di una successione {xn}n∈N . In tal caso, si assumono come stime
dell’errore assoluto e dell’errore relativo rispettivamente le quantità

|xn+1 − xn|
e

|xn+1 − xn|
|xn|

e si utilizzano i criteri d’arresto37

|xn+1 − xn| < tol + |xn| × u (1.23)

36Gli errori relativi sono stati calcolati utilizzando un’approssimazione di e5 con 9 cifre significative
corrette (e5 ≃ 0.148413159× 103).

37Si osservi che i criteri d’arresto (1.23) e (1.24) garantiscono che il processo iterativo si arresti quando
due approssimazioni successive sono uguali a meno di una tolleranza prefissata, ma non assicurano che
l’errore sia minore di tale tolleranza. Per tale motivo essi generalmente si utilizzano in combinazione con
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e
|x+1 − xn|

|xn|
< tol + u . (1.24)

1.5 Il condizionamento di un problema matematico

Nella risoluzione computazionale di un problema, i dati sono affetti dall’errore di roun-
doff. In generale, essi sono affetti anche da errori sperimentali, cioè dovuti ai procedi-
menti di misurazione utilizzati per la loro rilevazione; tali errori, inevitabili, non saranno
esplicitamente considerati, in quanto assimilabili agli errori di roundoff.
In base a quanto detto, ci si augura che, in un problema matematico, un errore relativo
(assoluto) nei dati di un certo ordine di grandezza si traduca in un errore relativo
(assoluto) dello stesso ordine nella soluzione.

Definizione 1.7. (Buon condizionamento di un problema)
Un problema si dice ben condizionato se l’errore relativo (assoluto) nella soluzione ha al
più lo stesso ordine di grandezza dell’errore relativo (assoluto) nei dati.

In accordo con la definizione precedente, un problema per il quale l’errore relativo nella
soluzione ha ordine di grandezza maggiore rispetto all’errore relativo nei dati si dice mal
condizionato.

♣ Esempio 1.21. Il sistema di equazioni lineari:

{
2.1 x + 3.5 y = 8
4.19 x + 7 y = 15

(1.25)

ammette come soluzione (100,−57.714 . . .). La risoluzione di (1.25) è un problema i cui dati sono i
coefficienti della matrice del sistema ed il vettore dei termini noti.
Si consideri ora il sistema: {

2.1 x + 3.5 y = 8
4.192 x + 7 y = 15

(1.26)

che ammette come soluzione (125,−72.714 . . .). Il sistema (1.26) può essere visto come una perturbazio-
ne del sistema (1.25) (nel coefficiente di x nella seconda equazione è stato introdotto un errore relativo
dell’ordine di 10−3) e la risoluzione di (1.26) come la risoluzione di un problema perturbato rispetto al
problema di riferimento (la risoluzione di (1.25)). La perturbazione introdotta, corrispondente, da un
punto di vista geometrico, ad una modifica nell’inclinazione della seconda delle due rette rappresentate

altri criteri, che tengono conto, ad esempio, di caratteristiche particolari del processo iterativo in esame.
Si osservi inoltre che se xn = 0 i criteri suddetti risultano inadeguati (il criterio (1.24) è addirittura
inutilizzabile!). Un modo per superare tale problema può essere quello di utilizzare un criterio d’arresto
del tipo

|xn+1 − xn|
|xn| + 1

< tol + u .
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dalle equazioni, comporta un’amplificazione dell’errore notevole, dovuta al fatto che le due rette sono
“quasi parallele” e quindi una lieve pertubazione del coefficiente angolare di una delle due provoca uno
spostamento del punto di intersezione. Tale situazione è illustrata in Figura 1.5.

♣

2.1x+3.5y=8 r

4.19x+7y=15 s

4.192x+7y=15 t

Figura 1.5: Interpretazione geometrica del condizionamento: mal condizionamento di
un sistema lineare.

♣ Esempio 1.22. Consideriamo ora il sistema di equazioni lineari:
{

−3.5 x + 2.1 y = 15
2.1 x + 3.5 y = 8

(1.27)

che ammette come soluzione (−0.6723, 2.6891), ed il sistema:
{

−3.502 x + 2.1 y = 15
2.1 x + 3.5 y = 8

(1.28)

che ammette come soluzione (−0.6720, 2.6889). Come nell’esempio precedente, il sistema (1.28) può
essere visto come una perturbazione del sistema (1.27) (anche in questo esempio, nel coefficiente di
x nella seconda equazione è stato introdotto un errore relativo dell’ordine di 10−3) e la risoluzione di
(1.28) come la risoluzione di un problema perturbato rispetto al problema di riferimento (la risoluzio-
ne di (1.27)). La perturbazione introdotta non comporta questa volta un’amplificazione dell’errore,
dovuta al fatto che in questo caso le due rette sono “quasi ortogonali” 38 e quindi una lieve pertuba-
zione del coefficiente angolare di una delle due non provoca uno spostamento significativo del punto di
intersezione. Tale situazione è illustrata in Figura 1.6.

♣

38Per due rette ortogonali di coefficiente angolare, rispettivamente, m e m′ sussiste la relazione:
m · m′ = −1.

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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2.1x+3.5y =8

−3.5x+2.1y =15

−3.502x+2.1y =15

r 

s 

t 

Figura 1.6: Interpretazione geometrica del condizionamento: ben condizionamento di
un sistema lineare.

♣ Esempio 1.23. Si consideri l’equazione:

(x − 2)4 = 0 , (1.29)

che ha quattro radici coincidenti uguali a 2. Si consideri poi l’equazione:

(x − 2)4 = 10−8 , (1.30)

che può essere vista come una perturbazione della precedente, in quanto è ottenuta sommando 10−8 al
secondo membro di (1.29); è immediato osservare che (1.30) ha due soluzioni reali (1.99 e 2.01) e due
soluzioni complesse (2 − 0.01i e 2 + 0.01i). La perturbazione introdotta ha quindi modificato il campo
di appartenenza delle soluzioni ed ha introdotto nelle radici reali una perturbazione di un ordine di
grandezza 4 volte superiore.

♣

♣ Esempio 1.24. Si consideri il problema del calcolo della differenza tra due numeri.
Siano x = 12345678.0 e y = 12345677.0 e sia z la differenza

z = x − y = 1.00000000 ;

si consideri ora il problema, che si ottiene perturbando il precedente,

z′ = x′ − y′ , x′ = 12345678.1, y′ = 12345676.9 ,
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la cui soluzione è

z′ = 1.20000000 .

Si osservi che una perturbazione nella nona cifra significativa dei dati ha provocato una perturbazione
nella seconda cifra significativa della soluzione, dunque l’errore relativo nei dati

|x − x′|
|x| = 0.81 × 10−8,

|y − y′|
|y| = 0.81 × 10−8

si è amplificato in
|z − z′|

|z| = 0.2.

Se si considera il numero delle cifre significative corrette degli addendi e del risultato, si ha che si
passa da otto cifre, in x′ e y′, ad una cifra, in z′, cioè sono “cancellate”39 sette cifre significative. Tale
fenomeno è detto, appunto, cancellazione ed una giustificazione di esso è data nell’esempio 1.27.

♣

Dagli esempi precedenti si deduce che nei problemi mal condizionati “piccoli errori”
nei dati possono risultare amplificati nella soluzione, rendendola talvolta inaccettabile.

Detto δ l’errore nei dati e σ l’errore corrispondente nella soluzione, e posto

σ = µ · δ,

µ è detto indice di condizionamento del problema; risulta, quindi, che:

se µ ≤ 1 il problema è ben condizionato;
se µ > 1 il problema è mal condizionato 40.

Si ricordi che, essendo interessati alla risoluzione di problemi mediante calcolatore,
l’analisi del condizionamento deve essere fatta sempre, perché i dati sono affetti alme-
no dall’errore di roundoff. Ad esempio, il problema (1.30) può essere visto come una
versione di (1.29) perturbata dal solo errore di roundoff nel secondo membro.

È quindi importante riuscire a dare una stima quantitativa dell’indice di condiziona-
mento.

Si supponga di valutare una funzione f , reale di variabile reale, in un punto x. In
generale, nell’approccio computazionale, f non sarà valutata in x, ma in x+∆x a causa
dell’errore di roundoff. L’errore ∆x induce quindi un errore nel risultato. Si noti che la

39La cancellazione delle cifre significative è dovuta al fatto che nell’effettuare la sottrazione in cor-
rispondenza delle cifre uguali (rispettivamente in x e in y) si ottiene una cifra nulla. A seguito della
normalizzazione le cifre nulle vengono traslate verso sinistra e pertanto corrispondono a posizioni che
vengono perse.

40La maggior parte dei problemi dell’Analisi Numerica risulta, più o meno, mal condizionata ed è
sempre δ > 0.
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funzione f rappresenta il problema matematico, x i suoi dati (∆x è la loro perturbazione
assoluta) e f(x) la soluzione. Posto

∆f = f(x + ∆x) − f(x) , (1.31)

se f è derivabile in x, si ha:

∆f = f ′(x)∆x + R(∆x) , lim
∆x→0

R(∆x)

∆x
= 0

e quindi

|∆f | ≃ |f ′(x)∆x| ;
|f ′(x)| è, allora, il fattore di amplificazione nella soluzione dell’errore assoluto presente
nei dati ed è, quindi, l’indice di condizionamento assoluto. In molti casi è più interessante
considerare l’errore relativo, per il quale vale la relazione

∣∣∣∣
∆f

f

∣∣∣∣ ≃
∣∣∣∣
f ′(x)x

f(x)

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
∆x

x

∣∣∣∣ . (1.32)

La quantità

C(f, x) = |f ′(x)x|/|f(x)| (1.33)

è il fattore di amplificazione nella soluzione dell’errore relativo nei dati ed è, quin-
di, l’indice di condizionamento relativo. C(f, x) quantifica appunto la sensibilità del
problema agli errori nei dati.

E’ utile ricordare la seguente regola operativa facilmente deducibile dalla (1.32): se i
dati del problema hanno p cifre significative corrette (p ≤ t, con t precisione del sistema
aritimetico f.p.), allora un indice di condizionamento relativo C = 10q indica che la
soluzione non può essere ottenuta con più di p − q cifre significative corrette. Si può
concludere allora che un problema mal condizionato è completamente intrattabile se
q ≃ p; altrimenti esso è trattabile a patto che si sia disposti a sopportare una perdita di
q cifre significative nella soluzione.

♣ Esempio 1.25. Sia f(x) = x2. Risulta

C(f, x) = 2 ∀x ∈ ℜ .

Più in generale, ∀n ∈ N , C(xn, x) = n e quindi il condizionamento del problema della valutazione della
funzione xn non dipende da x; inoltre il mal condizionamento della funzione cresce al crescere di n.

♣
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli 44

♣ Esempio 1.26. Sia f(x) =
√

1 − x, x ≤ 1. In questo caso

C(f, x) =
|x|

2(1 − x)
;

per x = 0.9999, C(f, x) = 4999.5 e quindi il problema è mal condizionato per x ≃ 1.
♣

Per problemi più complessi della semplice valutazione di una funzione scalare di
una sola variabile41 si può cercare di valutare il fattore di amplificazione dell’errore
generalizzando l’approccio qui presentato. Un caso semplice da analizzare è quello della
sottrazione tra due numeri.

41Assegnata una funzione vettoriale ad m componenti, di n variabili:

f = (f1, . . . , fm)

fi = fi(x) i = 1, . . . , m

x = (x1, . . . , xn)

dallo sviluppo in serie di Taylor ed adottando, inoltre, per due vettori assegnati

w = (w1, . . . , wk)

v = (v1, . . . , vk)

la notazione
w

v
=

(
w1

v1
, . . . ,

wk

vk

)

si ha
∆f

f
∼=
(

δfi

δxj
· xj

fi

)
∆x

x
(1.34)

dove con ∆x e ∆f si indicano, rispettivamente:

∆x = (∆x1, . . . , ∆xn)

∆f = (∆f1, . . . , ∆fm)

da cui segue

∆fi = fi(x + ∆x) − fi(x) i = 1, . . . , m.

Passando alle norme infinito nella (1.34), si ottiene

∥∥∥∥
∆f

f

∥∥∥∥
∞

≤
∥∥∥∥
(

δfi

δxj
· xj

fi

)∥∥∥∥
∞

·
∥∥∥∥

∆x

x

∥∥∥∥
∞

La quantità

C(f, x) =

∥∥∥∥
(

δfi

δxj
· xj

fi

)∥∥∥∥
∞

è detta indice di condizionamento relativo della funzione f nel punto x.
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

45 Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli

♣ Esempio 1.27. Sia f(x, y) = x − y. Posto ∆f = f(x + ∆x, y + ∆y) − f(x, y), si ha:

∆f = x + ∆x − y − ∆y − x + y = ∆x − ∆y ,

e quindi

|∆f |
|f | ≤ |∆x| + |∆y|

|x − y| =
|x| + |y|
|x − y| · |∆x| + |∆y|

|x| + |y| =

=
|xfx| + |yfy|
|f(x, y)| · ||(∆x, ∆y)||

||(x, y)|| ,

dove || · || = || · ||1 in ℜ2, fx = ∂f
∂x e fy = ∂f

∂y . In questo caso l’indice di condizionamento relativo è

C(f, x, y) = (|x| + |y|)/|x − y| .
E’ evidente che C(f, x, y) cresce al diminuire della distanza tra x e y; dunque il calcolo della differenza
tra due numeri è un problema mal condizionato quando i due numeri sono “vicini”. Ciò spiega il
fenomeno della cancellazione illustrato nell’esempio 1.24.

♣

♣ Esempio 1.28. Sia f(x) = M ·x, con M ∈ ℜm×n ed x ∈ ℜn. Approssimando la derivata di f con il
rapporto incrementale, l’indice di condizionamento assoluto del problema del prodotto tra una matrice
ed un vettore è:

CA(f, x) =

∣∣∣∣
∆f

∆x

∣∣∣∣ =
∥∥∥∥

M(x + ∆x) − Mx

∆x

∥∥∥∥ =

≤ ‖M(x + ∆x) − Mx‖
‖∆x‖ =

‖M∆x‖
‖∆x‖ ≤

≤ ‖M‖‖∆x‖
‖∆x‖ = ‖M‖

L’indice di condizionamento relativo è:

CR(f, x) =

∣∣∣∣
∆f

∆x
· x

f(x)

∣∣∣∣ =

=

∥∥∥∥
M(x + ∆x) − Mx

∆x
· x

Mx

∥∥∥∥ ≤

≤ ‖M∆x‖
‖∆x‖ · ‖x‖

‖Mx‖ ≤

≤ ‖M‖ · ‖∆x‖
‖∆x‖ · ‖x‖

‖Mx‖ =
‖M‖ · ‖x‖
‖Mx‖

Si osserva che, essendo
‖Mx‖α ≤ ‖M‖β · ‖x‖α,

dove ‖ · ‖β è una qualsiasi norma matriciale, compatibile con la norma vettoriale ‖ · ‖α (cfr. §B.3),
segue:

‖M‖ · ‖x‖
‖Mx‖ ≥ 1

ovvero l’indice di condizionamento relativo del problema del prodotto tra una matrice ed un vettore è
almeno 1. ♣
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1.6 La stabilità di un algoritmo

Anche se il problema da risolvere è ben condizionato, la bontà del risultato computa-
zionale dipende dal “comportamento” dell’algoritmo utilizzato.

♣ Esempio 1.29. {
0.0001 x + y = 1

x + y = 2

Si può dimostrare che questo problema è ben condizionato; la sua soluzione è il vettore (1.0001000...,
0.99989999...).

Sostituendo alla seconda equazione la prima equazione moltiplicata per 104 e sottratta dalla secon-
da, si ha il sistema equivalente

{
0.0001 x + y = 1

−9999 y = −9998

da cui

{
y = −9998

−9999 = 1.0001000 . . .

x = 1
0.0001 (1 − 9998

9999 ) = 0.99989998 . . .

Eseguendo questo algoritmo in un sistema aritmetico f.p. con precisione t = 3 si ottiene:

{
y = −0.100×105

−0.100×105 = 0.100× 101 = 1

x = 0.100×101

0.100×10−3 (0.100 × 101 − 0.100× 101) = 0

cioè il vettore soluzione calcolato dall’algoritmo ha la seconda componente senza alcuna cifra significa-
tiva corretta rispetto alla soluzione esatta del problema.

Invertendo l’ordine delle equazioni e moltiplicando per 10−4 la prima equazione, si ottiene, nello
stesso sistema f.p., la soluzione x = 1, y = 1, che è un’approssimazione accettabile della soluzione.

Questo fenomeno è dovuto al modo in cui si è propagato l’errore di roundoff durante l’esecu-
zione dell’algoritmo. Infatti, nel primo caso la divisione per il coefficiente 0.0001 ha prodotto come
fattore moltiplicativo 104 amplificando l’errore di roundoff. Invertendo l’ordine delle equazioni, il fat-
tore moltiplicativo diventa 10−4 che, al contrario del primo caso, riduce notevolmente la propagazione
dell’errore.

♣

In generale, due algoritmi per la risoluzione di uno stesso problema possono produrre
risultati differenti, in quanto gli errori complessivi di roundoff sono diversi. Il concetto di
stabilità (e quindi di instabilità) si riferisce alla sensibilità di un algoritmo alla precisione
finita, cioè agli errori di roundoff dei dati e delle operazioni f.p..
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Definizione 1.8. (Instabilità di un algoritmo)
Un algoritmo si dice instabile, se gli errori di roundoff introdotti nei dati si propagano
amplificandosi in maniera tale che i risultati siano inaccettabili.

In altri termini, un algoritmo è instabile se, a causa della propagazione dell’errore di
roundoff, il risultato dell’algoritmo differisce sostanzialmente dalla soluzione del proble-
ma numerico.

Un altro esempio di algoritmo instabile è illustrato qui di seguito.

♣ Esempio 1.30. Si consideri l’integrale

In =

∫ 1

0

xnex−1dx , n ≥ 0 .

Integrando per parti si ha:
∫ 1

0

xnex−1dx =
[
xnex−1

]1
0
− n

∫ 1

0

xn−1ex−1dx = 1 − n

∫ 1

0

xn−1ex−1dx ,

cioè:
In = 1 − nIn−1 , n ≥ 1 . (1.35)

Dato che

I0 =

∫ 1

0

ex−1dx = 1 − 1

e
,

si può calcolare In mediante un algoritmo basato sulla formula ricorrente

I0 = 1 − 1/e ,
In = 1 − nIn−1, n ≥ 1 .

(1.36)

Si consideri, ad esempio, il calcolo di I14. Implementando il procedimento utilizzando la singola preci-
sione, si ottengono i risultati riportati in Tabella 1.5.

Il valore calcolato di I14 è completamente errato; infatti I14 deve essere positivo. Più in generale,
i valori ottenuti per n > 9 sono completamente errati.42 Perché si verifica questa situazione? Per dare
una risposta al quesito occorre analizzare la propagazione dell’errore di roundoff dell’unico dato di input
dell’algoritmo, I0, supponendo, per semplicità, di effettuare le operazioni in aritmetica esatta. L’errore
ǫ0 introdotto in 1/e, e quindi in I0, è tale che:

I0 = I0 + ǫ0 , |ǫ0| ≃ 10−6 ,

dove I0 denota il valore calcolato di I0. Quindi, per i termini successivi si ha:

I1 = 1 − 1 × I0 = (1 − I0) − ǫ0 = I1 − ǫ0 ,
I2 = 1 − 2 × I1 = (1 − 2 × I1) + 2 × ǫ0 = I2 + 2 × ǫ0
...
In = 1 − n × In−1 = In + (−1)nn! × ǫ0 .
...

42Ciò è evidente per n > 10, in quanto, per ogni n, In deve essere positivo e tale che In+1 < In.
Nella seguente tabella sono riportati i valori corretti di In, per n = 0, 1, 2, . . . , 14, arrotondati a 7 cifre
sigificative:
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n In

0 +0.6321206× 100

1 +0.3678795× 100

2 +0.2642411× 100

3 +0.2072767× 100

4 +0.1708932× 100

5 +0.1455340× 100

6 +0.1267958× 100

7 +0.1124296× 100

8 +0.1005630× 100

9 +0.9493256× 10−1

10 +0.5067444× 10−1

11 +0.4425812× 100

12 −0.4310974 × 101

13 +0.5704266× 102

14 −0.7975973 × 103

Tabella 1.5: Calcolo di un integrale per ricorrenza: risultati ottenuti
implementando la formula (1.36) con n = 14

Indicato con ǫn l’errore assoluto al passo n, per n = 10 risulta ǫn ≃ 1 e, a partire da n = 10, ǫn cresce
“enormemente”, vanificando i calcoli successivi. In particolare, per n = 14 ǫn ≃ 14! × 10−6 ≃ 87000.
L’algoritmo basato sulla formula (1.36) è dunque instabile e non può essere utilizzato.43 Si deve quindi

n In

0 .6321206 ×100

1 .3678794 ×100

2 .2642411 ×100

3 .2072766 ×100

4 .1708934 ×100

5 .1455329 ×100

6 .1268024 ×100

7 .1123835 ×100

8 .1009320 ×100

9 .9161229 ×10−1

10 .8387707 ×10−1

11 .7735223 ×10−1

12 .7177325 ×10−1

13 .6694770 ×10−1

14 .6273216 ×10−1

43Il valore di n a partire dal quale i risultati non sono più attendibili dipende dal sistema f.p. utilizzato.
Infatti, in un sistema aritmetico a precisione più elevata il valore di n aumenta; si osservi però che
qualunque sia la precisione finita esiste sempre un valore di n per cui il risultato è inaccettabile.
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n In

20 0.0000000
19 0.5000000 × 10−1

18 0.5000000 × 10−1

17 0.5277778 × 10−1

16 0.5571895 × 10−1

15 0.5901757 × 10−1

14 0.6273216 × 10−1

Tabella 1.6: Calcolo di un integrale per ricorrenza: risultati ottenuti
implementando la formula (1.37) con n = 14

progettare un algoritmo diverso basato su una formula che non amplifichi l’errore di roundoff.
Si osservi che la relazione di ricorrenza (1.35) può essere riscritta nel modo seguente:

In−1 = (1 − In)/n n ≥ 1 . (1.37)

Dato che la successione {In} è decrescente e tende a 0, si può porre I20 = 0 e calcolare poi I19, I18, . . . , I14

utilizzando la (1.37). L’implementazione di questo algoritmo calcola una buona approssimazione di I14

e, più in generale, fornisce risultati accettabili per n ≤ 17 (Tabella 1.6).44

L’algoritmo è infatti stabile; l’errore ǫ20 introdotto in I20 si propaga nel modo seguente:

I20 = I20 + ǫ20 ,
I19 = (1 − I20)/20 = I19 − ǫ20/20 ,
I18 = (1 − I19)/19 = I18 + ǫ20/(20 × 19) ,
...
In−1 = (1 − In)/n = In−1 + (−1)n−1ǫ20/(20 × 19 × · · ·n) ,
...

44I valori corretti di In, per n = 20, 19, . . . , 14, arrotondati a 7 cifre significative, sono riportati nella
tabella seguente:

n In

20 .4554488 ×10−1

19 .4772276 ×10−1

18 .5011985 ×10−1

17 .5277112 ×10−1

16 .5571935 ×10−1

15 .5901754 ×10−1

14 .6273216 ×10−1

Si noti che i valori calcolati con la (1.37) per n = 20, 19 sono inattendibili solo perché il valore iniziale I20

è arbitrario; a differenza dell’algoritmo precedente, si può calcolare con la massima accuratezza possibile
il valore di qualunque In, a patto di considerare come dato iniziale In = 0 con n sufficientemente
maggiore di n.

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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n xn/n! Sn

0 +0.1000000× 101 +0.1000000× 101

1 −0.1000000 × 102 −0.9000000 × 101

2 +0.5000000× 102 +0.4100000× 102

3 −0.1666667 × 103 −0.1256667 × 103

4 +0.4166666× 103 +0.2910000× 103

...
...

...
32 +0.3800392× 10−3 +0.3651343× 10−4

33 −0.1151634 × 10−3 −0.7864997 × 10−4

34 +0.3387159× 10−4 −0.4477838 × 10−4

35 −0.9677598 × 10−5 −0.5445597 × 10−4

...
...

...
41 −0.2989313 × 10−8 −0.5234286 × 10−4

42 +0.7117412× 10−9 −0.5234215 × 10−4

43 −0.1655212 × 10−9 −0.5234231 × 10−4

44 +0.3761846× 10−10 −0.5234228 × 10−4

Tabella 1.7: Valori di xn/n! e di Sn

L’errore iniziale ǫ20 al generico passo n è diviso per 20 × 19 × · · · × (n + 1) e quindi non è amplificato,
anzi è ridotto.

♣

Un altro esempio di algoritmo instabile è l’algoritmo per il calcolo di un’appros-
simazione di ex, con x < 0, basato sullo sviluppo in serie di Mac Laurin.

♣ Esempio 1.31. Si supponga t = 7 e x = −10 e si approssimi ex con la somma

SN (x) =

N∑

n=0

xn

n!
=

N∑

n=0

(−1)n|x|n
n!

. (1.38)

Un algoritmo basato sul calcolo diretto della (1.38) con il criterio d’arresto naturale (cfr. Procedura
1.2) fornisce il risultato −0.5234228 × 10−4, mentre il valore corretto di e−10, arrotondato a 7 cifre
significative, è 0.4539993 × 10−4. L’errore relativo è dunque circa 0.2152915 × 10 ed il risultato del-
l’algoritmo non è sicuramente una buona approssimazione di e−10. Il problema risiede nel fatto che i
termini dello sviluppo in serie di e−10 hanno segni alterni e la sequenza di somme effettuate non è altro
che una sequenza di sottrazioni tra numeri “abbastanza vicini”(Tabella 1.7).

La causa dell’instabilità di questo algoritmo sta nella progressiva perdita di cifre significative e quindi
nel conseguente aumento dell’errore relativo; si verificano cioè successivamente vari fenomeni di can-
cellazione nelle sottrazioni. Si ricordi che la cancellazione è la manifestazione di una caratteristica

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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intrinseca dell’operazione aritmetica di sottrazione, che è mal condizionata quando gli operandi sono
“vicini” (cfr. esempi 1.24 e 1.27). Il fatto che si usi un sistema aritmetico a precisione finita implica
solo che vi è certamente un errore (quello di roundoff) negli addendi e quindi il mal condizionamen-
to della sottrazione si manifesta effettivamente. Sono proprio gli errori negli addendi le cause della
cancellazione, mentre l’operazione sottrazione, nell’unità aritmetica, è completamente incolpevole.
Un algoritmo stabile per il calcolo di un’approssimazione di ex per x < 0, utilizzando sempre lo sviluppo
in serie di Mac Laurin, è basato sull’osservazione che ex = 1/e−x ed il problema è trasformato in quello
del calcolo di ex per x > 0. L’algoritmo descritto dalla Procedura 1.2 del §1.4, che è stabile se x > 0
(gli addendi sono tutti positivi e quindi non c’è fenomeno di cancellazione), è usato per il calcolo
dell’esponenziale positivo ed il reciproco del risultato è il risultato del nuovo algoritmo stabile per ex

con x < 0.
♣

E’ importante osservare che, a differenza del condizionamento, l’instabilità è una carat-
teristica dell’algoritmo e non del problema e quindi l’instabilità può essere evitata con
opportune modifiche dell’algoritmo, come, appunto, nell’esempio 1.31.

1.7 L’Aritmetica Standard IEEE

Nel 1982 il Floating - point Working Group dell’IEEE 45 Computer Society’s Micro-
processor Standard Committee propose uno standard di sistema aritmetico floating
point binario, per il progetto delle unità aritmetiche dei calcolatori46.

L’aritmetica Standard IEEE descrive un modello di sistema aritmetico floating point
(cioè definisce la rappresentazione dei dati numerici e le operazioni aritmetiche esegui-
te su tali dati) le cui caratterististiche fondamentali si possono sintetizzare nel modo
seguente:

• massima accuratezza statica, per la rappresentazione dei numeri floating point;

• massima accuratezza dinamica, per le operazioni aritmetiche;

• gestione delle eccezioni;

• gestione del gradual underflow;

• quattro schemi per l’arrotondamento.

Nel seguito si descrive, brevemente, lo standard IEEE, riassumendo le proprietà della
rappresentazione dei numeri floating point, la gestione delle situazioni eccezionali, il
gradual underflow e gli schemi dell’arrotondamento.

45Institute of Electrical and Electronic Engineering
46L’aritmetica standard IEEE è anche nota come aritmetica KCS dalle iniziali di W. Kahan, J.

Coonen, studente di W. Kahan presso l’Università della California di Berkeley, e del prof. H. Stone.
W. Kahan ha ricevuto per questo motivo il premio TURING dall’ACM, nel 1989.
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1. Rappresentazione dei numeri floating point: l’aritmetica IEEE definisce tre
formati:

• singola precisione,

• doppia precisione,

• precisione estesa.

Mentre i primi due sono strettamente obbligatori, il terzo formato è facoltativo
in quanto viene utilizzato al più nei registri all’interno dell’unità aritmetico-logica
per la rappresentazione dei risultati intermedi in una successione di operazioni
floating point.

Nella tabella seguente riportiamo le caratteristiche del formato esteso della singola
e della doppia precisione:

Tipo Lunghezza parola precisione esponente min esponente max
singola ≥ 43 ≥ 32 ≤ -1021 ≥ 1024
doppia ≥ 79 ≥ 64 ≤ −16381 ≥ 16384

La locazione di memoria per i formati in singola e doppia precisione è suddivisa
nel modo seguente:

Tipo Segno Esponente Mantissa
singola ± 8 23
doppia ± 11 52

Organizzazione della locazione di memoria

per la rappresentazione dei numeri floating point nello standard IEEE

Tenendo conto dell’organizzazione della locazione di memoria, il numero di bit
riservati per l’esponente è 8 per la singola precisione e 11 per la doppia; pertanto
l’intervallo di rappresentabilità è delimitato dagli esponenti −127 e +128, in base
2, per la singola precisione e da −1023 a +1024 per la doppia precisione. Questo
corrisponde, in base 10, ad una fascia esponenziale che varia da −38 a +38 per
la singola precisione e da −308 a +308 per la doppia precisione. Inoltre, un
solo bit viene riservato per il segno della mantissa. Per l’esponente si usa la
notazione ad eccesso 127 nella singola precisione e ad eccesso 1023 nella doppia
precisione47. Ciò significa che invece di rappresentare l’esponente e con −127 ≤

47Questo concetto è già stato introdotto nella nota (23) del paragrafo 1.2.2.
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e ≤ 128, il valore che viene memorizzato è un intero senza segno e
′

con 0 ≤ e
′ ≤

255, per la singola precisione. Per quanto riguarda la doppia precisione, invece di
rappresentare l’esponente e con −1023 ≤ e ≤ 1024 viene memorizzato un numero
positivo, e

′

, con 0 ≤ e
′ ≤ 2047. Questo significa considerare anche il bit dedicato

al segno come un bit per il campo dell’esponente e calcolare il numero decimale
ottenuto dall’intera sequenza di bit, considerato come intero senza segno.

♣ Esempio 1.32. Considerati 3 bit, di cui il primo per il segno ed i restanti due per il numero
stesso, si ottengono i seguenti numeri naturali:

segno + rapp.bin rapp. dec.

0 00 -0
0 01 -1
0 10 -2
0 11 -3
1 00 +0
1 01 +1
1 10 +2
1 11 +3

Utilizzando invece la notazione senza segno, la stessa sequenza di bit rappresenta un diverso
intervallo di numeri naturali (positivi):

segno + rapp.bin rapp. dec. senza segno

0 00 0
0 01 1
0 10 2
0 11 3
1 00 4
1 01 5
1 10 6
1 11 7

In questo caso l’intervallo di rappresentabilità viene slittato da [−3, +3] a [0, 7].

♣

L’aritmetica IEEE si avvale della rappresentazione floating point normalizzata, in
cui, per la rappresentazione della mantissa, si fa uso del bit implicito:48 il bit

48Questo concetto è già stato introdotto nella nota (21) del paragrafo 1.2.2 nell’ambito della
descrizione di un qualsiasi sistema aritmetico floating point.
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iniziale ha sempre valore 1 e non è esplicitamente rappresentato. Questo comporta
la possibilità di rappresentare effettivamente 24 bit per la singola precisione e 53
per la doppia precisione.

Relativamente all’esecuzione delle operazioni aritmetiche floating point, l’a-
ritmetica IEEE utilizza, per la rappresentazione delle mantisse degli operandi,
registri aritmetici con 2 guard digits più uno sticky-bit per garantire la massima
accuratezza dinamica. I due bit aggiuntivi (i guard digits) sono utilizzati per rap-
presentare i primi due bit significativi della parte di mantissa (degli operandi e del
risultato) che viene rimossa a causa dell’arrotondamento. Il terzo bit, detto stichy
bit, è ottenuto come OR logico di tutti i bit rimanenti. Come anche già detto
si può dimostrare che tre bit sono sufficienti a garantire la massima accuratezza
dinamica.

2. Gestione delle situazioni eccezionali:
Tali situazioni sono classificate in:

• operazione non valida (INVALID),

• divisione per zero,

• overflow,

• underflow.

Ad ogni eccezione sono associati un flag ed un trap. Il flag indica quale eccezione
si è verificata. Il trap attiva la scelta tra due possibilità: chiamata ad una pro-
cedura di gestione dell’eccezione con interruzione dell’esecuzione oppure nessuna
interruzione dell’esecuzione.

Un’operazione INVALID produce un NaN (Not a Number), la cui rappresenta-
zione in memoria è la seguente:

Segno Esponente Mantissa
± 1. . .1 qualsiasi combinazione di bit

Rappresentazione di NaN nell’aritmetica IEEE

Un risultato NaN è ottento effetuando operazioni non definite come ad esempio
0 ×∞, 0/0, ∞/∞, +∞−∞.

La divisione per zero produce come risultato Inf, la cui rappresentazione in me-
moria è la seguente:
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Segno Esponente Mantissa
± 1. . .1 0· · · · · · 0

Rappresentazione di Inf nell’aritmetica IEEE

Il segno di Inf è l’usuale segno di un quoziente pertanto la divisione per zero è
l’unica operazione algebrica che rivela il segno di zero.

Lo standard IEEE introduce alcune funzioni di ambiente per la gestione delle ecce-
zioni; tra queste particolarmente utili sono FINITE(x) che restituisce il valore vero
se l’argomento è rappresentabile, falso in caso contrario, e la funzione ISNAN(x)

che ritorna il valore vero se l’argomento è un NaN, falso altrimenti.

Sia NaN che Inf possono essere utilizzati nell’esecuzione delle usuali operazioni
aritmetiche. Tipicamente il risultato di un’operazione che coinvolge un NaN conti-
nua ad essere NaN, lo stesso vale per Inf con le dovute eccezioni quali, ad esempio,
nella divisione. In tal caso se il numeratore è diverso da zero ed il denominatore è
Inf, il quoziente è zero.

3. Gradual underflow:
Lo standard IEEE introduce i cosiddetti numeri denormalizzati, aventi, come espo-
nente, l’esponente minimo consentito ed una mantissa non normalizzata. Questo
significa che dopo rmin = 0.1 × βemin sono ancora rappresentabili i numeri del
tipo49:

0.01 ×βemin = 0.1 × βemin−1

0.001 ×βemin = 0.1 × βemin−2

0.0001 ×βemin = 0.1 × βemin−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0.00 . . . 1 ×βemin = 0.1 × βemin−t

Come si può notare in questo caso la soglia di underflow viene ridotta: in partico-
lare, per la singola precisione, essendo t = 7, essa risulta pari a 10−38−7 = 10−45,
mentre per la doppia precisione (t = 16), si ha il valore 10−308−16 = 10−324.
I numeri denormalizzati sono particolarmente utili nell’esecuzione di sommatorie
in cui uno degli addendi può andare in underflow. In tal caso l’underflow graduale
consente di non perdere completamente il contributo di un tale addendo, fornendo
quindi un risultato più accurato.

4. Schemi di arrotondamento
Nella rappresentazione dei numeri floating point, usualmente, si utilizza lo sche-
ma dell’arrotondamento. Esso è utilizzato per default nello standard IEEE, ed

49Si osservi che, nel caso particolare in cui β = 2,

rmin = 1.0 × βemin+1,

in quanto gli esponenti emin ed emax sono riservati, ovvero sono utilizzati esclusivamente per lo 0, i
numeri denormalizzati, per Inf e NaN.
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è indicato anche come Round to the Nearest (RN)50. Lo standard IEEE prevede
la possibilità di utilizzare tre ulteriori schemi di arrotondamento, indicati, ri-
spettivamente, come Round towards Zero (RZ), Round towards Plus ∞ (RP) e
Round towards Minus ∞ (RM). Il primo dei tre, RZ, è l’usuale troncamento51,
mentre gli altri due scelgono come approssimazione floating point rispettivamente
il numero più grande52 ed il più piccolo53.

♣ Esempio 1.33. Sia F=(10,6,-9,9) e x = .123456789, si ha

fl(x) =

{
.123457 per RN e RP
.123456 per RZ e RM

Se consideriamo x = −.123456789, si ha :

fl(x) =

{
- .123457 per RN e RM
- .123456 per RZ e RP

♣

Nella tabella seguente riportiamo le caratteristiche dei numeri floating point nello
standard IEEE e la loro tipica rappresentazione:

50Round to Nearest (RN) significa Approssimazione al più vicino, principio sul quale si basa la tecnica
di arrotondamento per la rappresentazione di un qualsiasi numero reale (appartenente all’insieme di
rappresentabilità) mediante il numero macchina ad esso più vicino.

51Round towards Zero (RZ) significa Approssimazione verso lo zero, principio sul quale si basa la
tecnica del troncamento, in base alla quale un numero reale rappresentabile viene approssimato con il
numero macchina più vicino che, in valore assoluto, risulta più piccolo.

52Round towards Plus ∞ (RP) significa Approssimazione verso più infinito, e consiste nell’approssi-
mare un numero reale rappresentabile con il più vicino numero macchina situato nella direzione positiva
dell’asse reale.

53Round towards Minus ∞ (RM) significa Approssimazione verso meno infinito, e consiste nell’ap-
prossimare un numero reale rappresentabile con il più vicino numero macchina situato nella direzione
negativa dell’asse reale.
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Argomento Singola precisione Doppia precisione

Bit di segno 1 1
Bit per l’esponente 8 11
Bit per la mantissa 23 52
Bit totali 32 64
Rappr. esponente Eccesso 127 Eccesso 1023
Fascia esponenziale da -127 a +128 da -1023 a + 1024
Minimo normalizzato −2−126 −2−1022

Max normalizzato (2 − 2−23)2127 (2 − 2−52)21023

Fascia decimale da 10−38 a 10+38 da 10−308 a 10+308

Minimo denormalizzato 10−45 10−324

Lo standard IEEE

1.8 Analisi della propagazione dell’errore di roun-

doff

L’analisi della propagazione dell’errore di roundoff, cioè lo studio dell’errore globale di
roundoff inteso come somma (algebrica) di tutti gli errori di roundoff generati dall’algo-
ritmo, riveste un ruolo fondamentale nella progettazione e sviluppo di un algoritmo. E’
dunque importante avere a disposizione strumenti che consentano di valutare gli effetti
di tale errore sulla soluzione calcolata dall’algoritmo (eseguito in aritmetica a precisione
finita).

Nel seguito sono presentati due metodi di analisi della propagazione dell’errore di roun-
doff:

• la forward error analysis;

• la backward error analysis.

♣ Esempio 1.34. Sia assegnato un sistema aritmetico f. p.

F : (β = 10, t = 3, treg = 2 · t︸ ︷︷ ︸
max.acc.din.

= 6),

in cui u = 0.5β1−t = 0.5 × 10−2. Se x = 3.453 risulta

x∗ = fl(x) = 0.345× 101 = 3.45,

Si desidera calcolare il quadrato di x. In aritmetica esatta s = x2 = 11.923209. In F , invece,

s∗ = x∗ ⊗ x∗ = 0.345 × 10 ⊗ 0.345 × 10 = 0.119× 102 = 11.9

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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L’errore relativo di roundoff su s∗ è, dunque,

E′
s∗ =

|s − s∗|
s

= 0.195 × 10−2 ≤ 3 × (0.5 × 10−2)︸ ︷︷ ︸
u

= 3u = 1.5 × 10−2 .

Segue, allora, che
E′

s∗ ≃ ku con k = 3

cioè la stima dell’errore relativo è dello stesso ordine di grandezza dell’errore di roundoff sul dato, per
cui la soluzione si ritiene accettabile. ♣

Effettuiamo l’analisi della propagazione dell’errore di roundoff, ovvero stu-
diamo in che modo gli errori introdotti dal sistema aritmetico a precisione finita si
propagano sulla soluzione. Nel calcolo di

s∗ = x∗ ©# y∗

siano:

1. δ1,δ2: errori di rappresentazione dei dati:

x∗ = fl(x) = x(1 + δ1) con |δ1| ≤ u

y∗ = fl(y) = y(1 + δ2) con |δ2| ≤ u

2. ρ1: errore sulle operazioni floating-point in F :

x∗ = fl(x) ∈ F

y∗ = fl(y) ∈ F

per cui si ricava:

fl(x) ©# fl(y) = fl(fl(x) # fl(y)) = (fl(x) # fl(y))(1 + ρ1)

con |ρ1| ≤ u

supponendo di essere in presenza di un sistema che realizza la massima accuratezza
dinamica. In particolare, volendo eseguire il calcolo del quadrato di un dato x:

x∗ = fl(x) = x(1 + δ1)

eseguendo la moltiplicazione

s∗ = x∗ ⊗ x∗ = fl(x∗ × x∗) = fl(fl(x) × fl(x))

si ottiene

fl(fl(x) × fl(x)) = (x(1 + δ1)︸ ︷︷ ︸
err. di rappr.

· x(1 + δ1)︸ ︷︷ ︸
err. di rappr.

) · (1 + ρ1)︸ ︷︷ ︸
err. sulla moltipl.

=

= x2(1 + δ1)
2(1 + ρ1)
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con |δ1|, |ρ1| ≤ u, da cui:

s∗ = x∗ ⊗ x∗ = x2(1 + δ1)
2(1 + ρ1).

L’errore relativo risulta:

E ′
s∗ =

|s∗ − s|
|s| =

|x2(1 + δ1)
2(1 + ρ1) − x2|
x2

=

= |1 + ρ1 + δ2
1 + ρ1δ

2
1 + 2δ1 + 2δ1ρ1 − 1| ≤

≤ 3u + 3u2 + u3 = 3u + O(u2) ≃ 3u

ovvero E ′
s∗ è dello stesso ordine di grandezza della massima accuratezza relativa; la

soluzione può, dunque, ritenersi accettabile.

♣ Esempio 1.35. Assegnato un sistema aritmetico f.p.

F : (β = 10, t = 4, treg = 2 · t︸ ︷︷ ︸ = 8),

in cui u = 0.5β1−t = 0.5 × 10−3, ed i dati:

x = 7.41330 ⇒ x∗ = fl(x) = 0.7413× 101

y = 3.453749 ⇒ y∗ = fl(y) = 0.3454× 101

calcolare la differenza
z∗ = x∗ − y∗

In aritmetica a precisione infinita z = x − y = 3.959551; nel sistema f.p. considerato:

z∗ = x∗ − y∗ =

= 0.7413 × 101 − 0.3454× 101

= 0.3959 × 101

L’errore relativo di roundoff su z∗ risulta:

E′
z∗ =

|z∗ − z|
|z| =

|0.3959× 101 − 3.959551|
3.959551

=

= 0.1392× 10−3 ≃ 0.3 × 0.5 × 10−3

︸ ︷︷ ︸
u

ovvero
E′

z∗ ≃ ku con k = 0.3

La stima ottenuta è, dunque, dello stesso ordine di grandezza dell’errore di roundoff sul dato, per cui
la soluzione può ritenersi accettabile. ♣
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♣ Esempio 1.36. Assegnato un sistema aritmetico f.p.

F : (β = 10, t = 4, treg = 2 · t︸ ︷︷ ︸ = 8),

in cui u = 0.5β1−t = 0.5 × 10−3, ed i dati:

x = 3.453749 ⇒ x∗ = fl(x) = 0.3454× 101

y = 3.453432 ⇒ y∗ = fl(y) = 0.3453× 101

calcolare la differenza
z∗ = x∗ − y∗

In aritmetica a precisione infinita z = x − y = 0.000317; nel sistema f.p. considerato:

z∗ = x∗ − y∗ =

= 0.3454× 101 − 0.3453× 101

= 0.1 × 10−2

L’errore relativo di roundoff su z∗ risulta:

E′
z∗ =

|z∗ − z|
|z| =

|0.1 × 10−2 − 0.000317|
0.000317

=

= 0.2155× 101 = 4.31 × 103 × 0.5 × 10−3

︸ ︷︷ ︸
u

ovvero
E′

z∗ ≃ ku con k = 4310

La stima ottenuta è, dunque, molto più grande dell’errore di roundoff sul dato (è circa di tre ordini di
grandezza più grande), per cui la soluzione può ritenersi non accettabile. ♣

Riguardando i due esempi precedenti si può dedurre che, nello stesso sistema aritme-
tico a precisione finita, l’algoritmo per il calcolo di x−y produce un risultato accettabile
in corrispondenza di

x = 7.41330

y = 3.453749

ed un risultato NON accettabile per

x = 3.453749

y = 3.453432

Ha senso, allora, chiedersi se l’algoritmo per il calcolo della differenza sia stabile o non lo
sia. Effettuiamo, quindi, l’analisi della propagazione dell’errore di roundoff, nel calcolo
della differenza tra due numeri, x e y.
Siano:

x∗ = fl(x) = x(1 + δ1)

y∗ = fl(y) = y(1 + δ2)
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si ha:

z∗ = x∗ ⊖ y∗ =

= fl(x∗ − y∗) =

= fl(fl(x) − fl(y)) =

= (x(1 + δ1) − y(1 + δ2))(1 + ρ1)

con |δ1|, |δ2|, |ρ1| ≤ u. Dall’espressione dell’errore relativo si deduce in che modo, tali
errori, si propagano sulla soluzione z∗:

E ′
z∗ =

|z∗ − z|
|z| =

|(x(1 + δ1) − y(1 + δ2))(1 + ρ1) − (x − y)|
|x − y| =

=
|x(δ1 + ρ1 + δ1ρ1) − y(δ2 + ρ1 + δ2ρ1)|

|x − y| ≤

≤ |x|(2u + u2) + |y|(2u + u2)

|x − y| = (2u + O(u2))
|x| + |y|
|x − y|

ovvero

E ′
z∗ = (2u + O(u2))

|x| + |y|
|x − y|

Si osservi, dunque, che l’errore relativo nel calcolo della differenza tra due numeri,
dipende da x e y. In altre parole, non si può concludere se la soluzione sia accettabile o
no, indipendentemente dai valori di x e y. Posto

k =
|x| + |y|
|x − y| ,

in corrispondenza di

x = 7.41330

y = 3.453749

si ottiene k = 2.7445 e, quindi, il risultato della differenza x−y può ritenersi accettabile.
Al contrario, per

x = 3.453749

y = 3.453432

si ha k = 2.17 × 104, costante grande per cui il risultato della differenza può ritenersi
NON accettabile.

L’analisi della propagazione dell’errore introdotto dalla precisione finita, durante
l’esecuzione delle operazioni richieste dall’algoritmo, viene detta forward error ana-
lysis (f.e.a.) (analisi in avanti). Analizziamo, ora, quando un algoritmo si può dire
stabile nel senso della forward error analysis.
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Si indichino con S(d) e Sc(d), rispettivamente, la soluzione esatta e quella calcolata.
La f.e.a. si propone di fornire una stima dell’errore relativo (assoluto):

E ′
s =

||S(d) − Sc(d)||
||S(d)|| (||S(d) − Sc(d)||) , (1.39)

dove || · || è una norma fissata, seguendo, passo dopo passo, l’introduzione di errori nel
processo risolutivo, a partire dall’errore nei dati e la loro propagazione. In particolare,
se

E ′
s =

||S(d)− Sc(d)||
||S(d)|| ≤ k · u

qualora k sia una costante ”sufficientemente piccola”, l’algoritmo si dice stabile nel senso
della f.e.a.; se, invece, k è una costante ”grande”, l’algoritmo si dice instabile nel senso
della f.e.a. . Ad esempio, si osserva che l’algoritmo per il calcolo del quadrato di un
numero è stabile, essendo

E ′
s∗ = 3u.

Nel calcolo della sottrazione, invece, applicando la f.e.a. si è ottenuto:

E ′
z∗ = (2u + O(u2))

|x| + |y|
|x − y|︸ ︷︷ ︸

k

.

Lo stesso algoritmo ha prodotto un risultato accettabile nel primo caso, essendo

E ′
z∗ ≃ ku con k = 0.3

ovvero l’algoritmo è stabile nel senso della f.e.a., mentre, nel secondo caso, il risultato
NON è accettabile essendo

E ′
z∗ ≃ ku con k = 4310

ovvero l’algoritmo è instabile nel senso della f.e.a. . La f.e.a. fornisce, quindi, in rela-
zione al calcolo della differenza, un fattore di amplificazione dell’errore che dipende sia
dall’algoritmo che dai dati del problema.
Nasce, quindi, traendo spunto da questo caso, la necessità di isolare l’amplificazione
dell’errore introdotto dalle operazioni dell’algoritmo, indipendentemente dai dati del
problema. A tale scopo un’idea è quella di ricondurre tutti gli errori introdotti dalle
operazioni floating point a precisione finita, ad errori sui dati, assumendo, quindi, che
le operazioni dell’algoritmo siano, di fatto, eseguite in aritmetica a precisione infinita.
In tal modo, infatti, la perturbazione, oramai ricondotta sul dato iniziale, sarà quella
indotta dall’algoritmo ed una sua (eventuale) amplificazione sulla soluzione sarà quella
indotta dal problema, ovvero dal (mal) condizionamento del problema. L’analisi dell’er-
rore basata sull’idea di considerare la soluzione, calcolata dall’algoritmo in un sistema
aritmetico a precisione finita, come soluzione esatta (ovvero ottenuta in aritmetica a
precisione infinita) di un problema dello stesso tipo, con dati perturbati, viene detta
backward error analysis (b.e.a.) (analisi all’indietro).
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♣ Esempio 1.37. Assegnato un sistema aritmetico f.p.

F : (β = 10, t = 4, treg = 2 · t︸ ︷︷ ︸
max.acc.din.

= 8),

in cui u = 0.5β1−t = 0.5 × 10−3, ed i dati:

x = 3.453749 ⇒ x∗ = fl(x) = 0.3454× 101

y = 3.453432 ⇒ y∗ = fl(y) = 0.3453× 101

calcolare la differenza
x∗ ⊖ y∗

In aritmetica esatta z = x − y = 0.000317; nel sistema f.p. considerato:

z∗ = x∗ ⊖ y∗ =

= 0.1 × 10−2

Volendo analizzare gli errori introdotti nel calcolo di z∗ = x∗ ⊖ y∗, bisogna ricordare che l’errore sul
dato x risulta:

δ1 =

∣∣∣∣
x − fl(x)

x

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
0.3453749× 101 − 0.3454× 101

0.3453749× 101

∣∣∣∣ =

= 0.7 × 10−4

da cui, in particolare,

fl(x) = x(1 + δ1) ⇔ 0.3454× 101 = 3.453749(1 + 0.7 × 10−4)

Analogamente l’errore sul dato y risulta:

δ2 =

∣∣∣∣
y − fl(y)

y

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
0.3453432× 101 − 0.3453× 101

0.3453432× 101

∣∣∣∣ =

= 0.1 × 10−3

da cui, in particolare,

fl(y) = y(1 + δ2) ⇔ 0.3453× 101 = 3.453432(1 + 0.1 × 10−3)

Poiché

z∗ = fl(x) ⊖ fl(y) =

= 0.3454 × 101 ⊖ 0.3453× 101

= 0.1 × 10−2

si ha

ρ1 =
|z∗ − z|

|z| =

∣∣∣∣
0.1 × 10−2 − 0.000317

0.000317

∣∣∣∣ =

= 0.2 × 101
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e, quindi,
z∗ = z(1 + ρ1) ⇔ 0.1 × 10−2 = 0.000317(1 + 0.2 × 101)

Quindi:

fl(x) = x(1 + δ1) ⇒ 0.3454× 10 = (0.3453749× 10)(1 + 0.7 × 10−4)
fl(y) = y(1 + δ2) ⇒ 0.3453× 10 = (0.3453432× 10)(1 + 0.1 × 10−3)

z∗ = fl(fl(x)− fl(y)) = z(1 + ρ1) ⇒ 0.1 × 10−2 = 0.000317(1 + 0.2 × 10)
(1.40)

Effettuando le operazioni in aritmetica a precisione infinita, dalle (1.40) segue:

z∗ = (0.3453749× 10)(1 + 0.7 × 10−4) ⊖ (0.3453432× 10)(1 + 0.1 × 10−3) =

= [(0.3453749× 10)(1 + 0.7 × 10−4) − (0.3453432× 10)(1 + 0.1 × 10−3)] × (1 + 0.2 × 10)

≃ 0.000317(1 + 0.1 × 10−3)(1 + 0.7 × 10−4)︸ ︷︷ ︸
(x−y)(1+δ1)(1+δ2)

(1 + 0.2 × 10)︸ ︷︷ ︸
(1+ρ1)

da cui,

z∗ = x∗ ⊖ y∗ = (x − y)(1 + δ1)(1 + δ2)(1 + ρ1),

con |δ1| ≤ u, |δ2| ≤ u, |ρ1| ≤ u

Ovvero:
z∗ = [x(1 + δ1)(1 + δ2)(1 + ρ1)]︸ ︷︷ ︸

x

− [y(1 + δ1)(1 + δ2)(1 + ρ1)]︸ ︷︷ ︸
y

In questo modo gli errori introdotti dalla sottrazione eseguita a precisione finita sono stati ricondotti
ad errori su x e su y. Per stimare quanto è grande la perturbazione ricondotta sui dati iniziali x e y
calcoliamo la distanza relativa tra (x, y) e (x, y).

E′
(x,y) =

‖(x, y) − (x, y)‖
‖(x, y)‖ =

=
|x(δ1 + ρ1 + δ1ρ1) − y(δ2 + ρ1 + δ2ρ1)|

|x| + |y| ≤

≤ |x(2u + u2)| + |y(2u + u2)|
|x| + |y| = 2u + u2 = 2u + O(u2) ≃ 2u (1.41)

Essendo, dunque,
E′

(x,y) ≃ k′u con k′ = 2

la stima dell’errore relativo ottenuta è dello stesso ordine di grandezza della massima accuratezza
relativa e, quindi, (x, y) è un’approssimazione di (x, y) che dista da (x, y) di una quantità dello stesso
ordine di grandezza della massima accuratezza relativa. Sostanzialmente (x, y) è un’approssimazione
di (x, y) accettabile. In questo caso, la perturbazione introdotta dalle operazioni eseguite dall’algoritmo
e poi ricondotta sul dato iniziale, è dello stesso ordine di grandezza dell’errore di roundoff sul dato
iniziale per cui l’algoritmo della sottrazione è stabile nel senso della b.e.a.. ♣

In generale, considerato un algoritmo, che risolve un problema di dati iniziali d, se
si indicano con d∗ e d, rispettivamente il dato perturbato ed il dato iniziale, la b.e.a. si
propone di fornire una stima dell’errore relativo (assoluto):

‖d − d∗‖
‖d‖ (‖d − d∗‖) ,
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dove ‖ · ‖ è una norma fissata. In dettaglio, se

E ′
s =

‖d − d∗‖
‖d‖ ≤ k · u

qualora k sia una costante ”sufficientemente piccola”, l’algoritmo si dice stabile nel senso
della b.e.a.; se, invece, k è una costante ”grande”, l’algoritmo si dice instabile nel senso
della b.e.a. .
Nell’esempio relativo al calcolo della sottrazione:

E ′
z∗ ≃ 2u

|x| + |y|
|x − y|︸ ︷︷ ︸

k

Ricordiamo che, dall’analisi del condizionamento del problema della sottrazione, l’indice
di condizionamento della sottrazione è

k =
|x| + |y|
|x − y| ,

per cui, in corrispondenza dei dati

x = 7.41330

y = 3.453749

si deduce k = 2.7445 ed il problema risulta ben condizionato; al contrario, per

x = 3.453749

y = 3.453432

si ha k = 2.17× 104, costante ”grande” per cui il problema è mal condizionato. Quindi,
per l’algoritmo della sottrazione, dalla f.e.a. si deduce:

E ′
s ≃ 2

|x| + |y|
|x − y| u

ovvero l’errore si approssima con una costante che dipende dall’algoritmo e dal condi-
zionamento del problema; dalla b.e.a.:

E ′
d ≃ 2u

ovvero l’errore si approssima con una costante che dipende solo dall’algoritmo. In con-
clusione l’algoritmo della sottrazione è stabile nel senso della b.e.a. ma può fornire un
risultato inaccettabile se i numeri sono vicini, perché è mal condizionato.
In generale, la f.e.a. fornisce:

E ′
s ≃ ku
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ovvero l’errore si approssima con una costante k che dipende dall’algoritmo e dal con-
dizionamento del problema; per la b.e.a., invece,

E ′
d ≃ k′u

ovvero l’errore si approssima con una costante k′ che dipende solo dall’algoritmo.
Siano

d = dati iniziali

S(d) = soluzione esatta

d̃ = dati perturbati

S̃(d) = soluzione calcolata

Vale, dunque, lo schema seguente:

E ′
S̃(d)

= E ′
S(d̃)

⇒ Backward error analysis:

⇓ analisi dell’ algoritmo
E ′

S(d̃)
= µE ′

d̃
⇒ Stima del condizionamento:

⇓ analisi del problema
E ′

d̃
= ku ⇒ risultato della b.e.a.

︸ ︷︷ ︸
⇓
E ′

S̃(d)
= µku

con
µ dipendente dal problema (indice di cond. del probl.)
k dipendente dall’ algoritmo (fattore di amplif. dell’errore)
u dipendente dalla precisione del sistema (max acc. rel.)

Se il problema è ben condizionato (µ ≤ 1) l’errore sui dati non viene amplificato ed
un algoritmo stabile nel senso della b.e.a. (k < 1) fornisce un risultato accettabile; se
il problema è mal condizionato (µ > 1) l’errore sui dati viene amplificato ed anche un
algoritmo stabile nel senso della b.e.a. (k < 1) fornisce un risultato inaccettabile.

Una rappresentazione grafica degli errori stimati dalla f.e.a e dalla b.e.a e, più in
generale, delle relazioni che intercorrono tra i due metodi di analisi dell’errore, è fornita
in Figura 1.7.

♣ Esempio 1.38. Sia assegnato un sistema aritmetico f. p.

F : (β = 10, t = 3, treg = 2 · t︸ ︷︷ ︸
max.acc.din.

= 6),

in cui u = 0.5β1−t = 0.5 × 10−2. Se x = 3.453 risulta

x∗ = fl(x) = 0.345 × 101 = 3.45.
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d • - S(d)
precisione infinita

?

HHHHHHHHHHHHHHj

prec is ione
f inita

S̃(d)

•

?•

errore stimato
dalla f.e.a.

d̃
-

precisione infinita

•

errore stimato
dalla b.e.a.

Figura 1.7: Errori stimati con la forward error analysis e con la backward error analysis.

Calcolare il quadrato di x. In aritmetica esatta x2 = 3.453× 3.453 = 11.923209. In F , invece,

s∗ = x∗ ⊗ x∗ = 0.345 × 10 ⊗ 0.345 × 10 = 0.119× 102 = 11.9

Per studiare gli errori introdotti nel calcolo di x2 in F , si ricorda che, l’errore sul dato è il seguente:

δ1 =

∣∣∣∣
x − fl(x)

x

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
0.3453× 101 − 0.345× 101

0.3453× 101

∣∣∣∣ =

= 0.8 × 10−4

da cui,
fl(x) = x(1 + δ1) ⇔ 0.345 × 10 = 3.453(1 + 0.8 × 10−4) (1.42)

mentre, dall’essere

s∗ = fl(fl(x) × fl(x)) = 0.345 × 10 ⊗ 0.345 × 10 = 0.119× 102 (1.43)

l’errore sulla operazione risulta:

δ2 =

∣∣∣∣
s − s∗

s

∣∣∣∣ =

=
0.11923209× 102 − 0.119× 102

0.11923209× 102
= 0.2 × 10−2

da cui:
s∗ = s(1 + δ2) ⇔ 0.119 × 102 = (0.11923209× 102)(1 + 0.2 × 10−2) (1.44)

Dalla (1.43), tenendo presente le (1.42) e (1.44), eseguendo i calcoli in precisione infinita, si ottiene:

= 3.453(1 + 0.8 × 10−4) ⊗ 3.453(1 + 0.8 × 10−4) =

= [3.453(1 + 0.8 × 10−4) × 3.453(1 + 0.8 × 10−4)] × (1 + 0.2 × 10−2) =

= 11.923209(1 + 0.8 × 10−4)2︸ ︷︷ ︸
x2(1+δ1)2

(1 + 0.2 × 10−2)︸ ︷︷ ︸
(1+δ2)
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Sostanzialmente risulta:

s∗ = x∗ ⊗ x∗ = x2(1 + δ1)
2(1 + δ2) con |δ1| ≤ u, |δ2| ≤ u

Più in dettaglio:

s∗ = 11.923209(1 + 0.8 × 10−4)2(1 + 0.2 × 10−2) =

= (11.923209)
1
2 (1 + 0.8 × 10−4)(1 + 0.2 × 10−2)

1
2 ×

× (11.923209)
1
2 (1 + 0.8 × 10−4)(1 + 0.2 × 10−2)

1
2

e quest’ultimo è il risultato della moltiplicazione eseguita in aritmetica a precisione infinita:

s∗ = [x(1 + δ1)
√

1 + δ2]︸ ︷︷ ︸
x

× [x(1 + δ1)
√

1 + δ2]︸ ︷︷ ︸
x

Con il procedimento descritto, gli errori introdotti dalla moltiplicazione eseguita a precisione finita sono
ricondotti ad errori su x. Per eseguire una stima della perturbazione ricondotta sul dato iniziale x si
può calcolare la distanza relativa tra x e x, ovvero l’errore relativo su x:

E′
x =

|x − x|
|x| =

|x(1 + δ1)
√

1 + δ2 − x|
|x|

≤ |
√

1 + δ2 − 1| + |δ1

√
1 + δ2| ≤

≤ 2u + u2 = 2u + O(u2) ≃ 2u

da cui si deduce che l’errore relativo in x è maggiorato, a meno di O(u2), da 2u; sostanzialmente x è
un’approssimazione di x che dista da x di una quantità dello stesso ordine di grandezza della massima
accuratezza relativa, cioè:

E′
x ≃ k′u con k′ = 2

ovvero x è un’approssimazione di x accettabile. In questo caso la perturbazione introdotta dalle ope-
razioni eseguite dall’algoritmo, e poi ricondotta sul dato iniziale, è dello stesso ordine di grandezza
dell’errore di roundoff sul dato iniziale, per cui l’algoritmo per il calcolo del quadrato è stabile
nel senso della b.e.a.. ♣

♣ Esempio 1.39. Siano assegnati x, y, z ∈ F , dove F è un opportuno sistema aritmetico f.p., ovvero
siano

x = fl(x) = x(1 + δ1)

y = fl(y) = y(1 + δ2)

z = fl(z) = z(1 + δ3)

con δi = 0, i = 1, 2, 3. Calcolare, in F ,

ã = x ⊕ y ⊗ z

Nel sistema aritmetico F , si devono eseguire, dunque, una moltiplicazione f.p. ed un’addizione f.p..
Posto

w̃ = yz(1 + ρ1),
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il calcolo di ã si può ricondurre all’operazione f.p.

ã = x ⊕ w̃ = (x + w̃)(1 + ρ2)

e, quindi,

ã = (x + (yz(1 + ρ1)))(1 + ρ2)

Applicando la b.e.a. si ha

ã = (x + (yz(1 + ρ1)))(1 + ρ2) = (x + yz + yzρ1)(1 + ρ2) =

= x + yz + yzρ1 + xρ2 + yzρ2 + yzρ1ρ2 =

= x + xρ2 + yz + yzρ1 + yzρ2 + yzρ1ρ2 =

= x(1 + ρ2) + y(1 + ρ2)z(1 + ρ1) (1.45)

Allora ã si può considerare come il risultato esatto delle operazioni eseguite tra

x = x(1 + ρ2), y = y(1 + ρ2) e z = z(1 + ρ1).

♣

1.9 Esempio di studio: risoluzione di un’equazione

di secondo grado

Si consideri la generica equazione di secondo grado:

ax2 + bx + c = 0 , (1.46)

dove, per semplicità, si suppongono a, b e c reali. E’ noto che, se a 6= 0, le radici di
(1.46) hanno la seguente espressione:

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
, (1.47)

x2 =
−b −

√
b2 − 4ac

2a
. (1.48)

E’ naturale scrivere un algoritmo risolutivo che applichi direttamente (1.47) e (1.48):
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...
q := −b
y := b2

w := 4 × a
v := w × c
p := y − v
d :=

√
p

s1 := q + d
s2 := q − d
r := 2 × a
x1 := s1/r
x2 := s2/r
...

Procedura 1.5: Algoritmo per la risoluzione di un’equazione di secondo grado

Fissato il sistema aritmetico f.p. con F (10, 8, 50,−50), i quattro esempi seguenti
mostrano l’applicazione dell’algoritmo 5 alla risoluzione di alcune equazioni di secondo
grado.

1. 6x2 + 5x − 4 = 0.
Le radici sono:

x1 = 0.5 , x2 = −1.3333333 . . . ,

quelle ottenute come risultato dell’algoritmo 5 sono:

x1 = 0.50000000 , x2 = −1.3333333 ;

in questo caso l’algoritmo 5 fornisce la massima accuratezza del risultato.

2. x2 − 105x + 1 = 0.
L’equazione ha le seguenti radici, rappresentate con undici cifre significative:

x1 = 99999.999990 , x2 = 0.000010000000001 .

L’esecuzione dell’algoritmo 5 fornisce:

q = −b = 0.10000000× 106

y = b2 = 0.10000000× 1011

w = 4 × a = 0.40000000× 101

v = w × c = 0.40000000× 101

p = y − v = 0.10000000× 1011 − 0.40000000 × 101 =
= 0.10000000× 1011
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d =
√

p = 0.10000000× 106

s1 = q + d = 0.20000000 × 106; s2 = q − d = 0
r = 2 × a = 0.20000000× 101

x1 = s1/r = 0.10000000× 106 ; x2 = s2/r = 0

Gli errori relativi delle soluzioni calcolate dall’algoritmo sono:

E ′
1 =

|x1 − x1|
|x1|

≃ 10−7, E ′
2 =

|x2 − x2|
|x2|

= 1 .

Dunque l’algoritmo fornisce un’ottima approssimazione di x1 (massima accuratez-
za), ma fornisce un’approssimazione di x2 affetta da un errore relativo del 100%.
Ciò è dovuto al fatto che nel calcolo di p, in aritmetica a precisione finita, si perde
completamente il contributo di v e, quindi, il calcolo di s2 diventa una sottrazione
tra due numeri uguali (fenomeno di cancellazione).

3. x2 − 4x + 3.9999999 = 0.
Le radici, rappresentate con otto cifre significative, sono:

x1 = 2.0003162 , x2 = −1.9996838 .

Applicando l’algoritmo 5 si ha:

q = −b = 0.40000000× 101

y = b2 = 0.16000000 × 102

w = 4 × a = 0.40000000 × 101

v = w × c = (0.40000000× 101) × (0.39999999× 101) =
= 0.16000000× 102

p = y − v = 0
d =

√
p = 0

s1 = q + d = s2 = q − d = 0.40000000 × 101

r = 2 × a = 0.20000000× 101

x1 = s1/r = x2 = s2/r = 0.20000000× 101

L’algoritmo calcola una radice doppia, invece di due radici semplici, e tale radice
ha 4 cifre decimali in comune con x1, cioè solo metà della precisione di F . In
questo caso la difficoltà risiede nel fatto che per rappresentare la mantissa di v si
hanno a disposizione solo 8 cifre.

4. 1040x2 − 5 × 1040x + 6 × 1040 = 0.
Le radici esatte dell’equazione sono:

x1 = 3 , x2 = 2 ;
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applicando l’algoritmo 5 si ha:

q = −b = 0.50000000× 1041

y = b2 = 0.25000000 × 1082 > βemax = 1050

...

cioè si verifica un overflow. Anche se i cofficienti e le radici sono rappresentabili
in F , l’algoritmo produce la situazione eccezionale di overflow, non fornendo al-
cuna informazione sulla soluzione. In generale, dato che le formule (1.47) e (1.48)
richiedono il calcolo di b2 e 4ac, si può verificare overflow o underflow anche quan-
do i coefficienti e le radici sono, in modulo, “molto distanti” da βemax e βemin

rispettivamente.

Tranne che nel caso 1, l’applicazione diretta delle formule (1.47) e (1.48) non fornisce
risultati soddisfacenti.

I principali requisiti di un “buon” algoritmo, per il calcolo delle radici di un polinomio
di secondo grado ax2 + bx + c, sono i seguenti:

I. se a = b = c = 0,
l’algoritmo deve segnalare che l’equazione è soddisfatta da ogni numero complesso
x;

II. se a = b = 0 e c 6= 0,
deve segnalare che l’equazione non ammette soluzioni;

III. se a = 0 e b 6= 0,
deve segnalare che l’equazione è di primo grado e calcolarne la soluzione con la
formula x = −c/b;

IV. se a 6= 0,
deve calcolare le radici con un’accuratezza adeguata (evitando, quindi, cancella-
zioni e situazioni di overflow ed underflow nelle operazioni), se queste sono rap-
presentabili nel sistema aritmetico f.p. utilizzato e deve segnalare il verificarsi di
situazioni eccezionali in caso contrario54.

Lo sviluppo di un algoritmo che abbia tutti i requisiti I-IV non è affatto semplice.
Tralasciando il requisito dell’accuratezza in IV, è possibile tuttavia utilizzare “semplici”

54Una precisa specificazione di tale requisito è discussa in [4], dove si richiede ad esempio che, utiliz-
zando un sistema aritmetico f.p. con F (β, t, emin, emax), l’errore sulle ultime 2 cifre di ciascuna radice
calcolata x∗ non sia più grande di β + 1 unità, cioè

|x − x∗|
|x| ≤ 2u

β + 1

β
.
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accorgimenti per superare alcune difficoltà come quelle incontrate nei precedenti esempi
2-4.

Le formule (1.47) e (1.48) possono essere riscritte, razionalizzando i numeratori, nel
modo seguente:

x1 =
2c

−b −
√

b2 − 4ac
, (1.49)

x2 =
2c

−b +
√

b2 − 4ac
. (1.50)

Se nell’esempio 2 si utilizza (1.50) per calcolare x2 si ottiene:

x∗
2 =

0.20000000 × 101

0.10000000× 106 + 0.10000000× 106
= 0.10000000× 10−4 ,

cioè si calcola un valore di x2 con tutte le 8 cifre della mantissa corrette. In generale,
supposto b 6= 0 e b2 − 4ac > 0, se b < 0 le formule (1.50) e (1.47) evitano la sottrazione
−b−

√
b2 − 4ac, che può essere causa di un fenomeno di cancellazione; analogo discorso

vale per le formule (1.48) e (1.49) nel caso b > 0. Si osservi che questo significa calcolare
una delle radici con (1.47) o (1.48), a seconda che sia b < 0 o b > 0, e l’altra mediante
la relazione

x1x2 = c/a . (1.51)

Utilizzando (1.51) per calcolare x2, nell’esempio 2, si ha lo stesso valore ottenuto con la
formula (1.50):

x∗
2 =

0.10000000× 101

(0.10000000× 106) × (0.10000000× 101)
= 0.10000000× 10−4 .

La difficoltà che si presenta nell’esempio 3 può essere superata eseguendo in doppia
precisione le operazioni relative al calcolo di v:

q = −b = 0.40000000× 101

y = b2 = 0.1600000000000000× 102

w = 4 × a = 0.4000000000000000× 101

v = w × c = 0.1599999960000000× 102

p = y − v = 0.4000000000000000× 10−6

d =
√

p = 0.6325 × 10−3

s1 = q + d = 0.40006325 × 101; s2 = q − d = 0.39993675× 101

r = 2 × a = 0.20000000× 101

x1 = s1/r = 0.20003163 × 101 ; x2 = s2/r = 0.19996838× 101

Tale tecnica permette di calcolare due soluzioni distinte, commettendo al più un errore
sull’ultima cifra significativa.
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E’ da osservare che le difficoltà relative all’esempio 3 sono legate, più che all’algoritmo
5, all’equazione, ovvero al suo condizionamento. Secondo un approccio di tipo b.e.a., le
radici coincidenti x1 = x2 = 2 si possono vedere come soluzioni esatte dell’equazione

0.999999992x2 − 3.999999968x + 3.999999968 = 0 ,

i cui coefficienti differiscono dai coefficienti omologhi dell’altra equazione per meno di
1 unità sull’ottava cifra significativa; quindi, a piccole variazioni nei dati corrispondono
sensibili variazioni nei risultati.

Per finire, si consideri nuovamente l’esempio 4. Moltiplicando i coefficienti dell’equa-
zione per 10−40 si ha:

x2 − 5x + 6 = 0 ,

le cui soluzioni si possono calcolare esattamente con l’algoritmo 5. In questo caso si
dice che è stato effettuato uno scaling dei coefficienti. Per evitare gli errori di roundoff
connessi con la moltiplicazione f.p., si scelgono fattori di scaling che sono potenze della
base del sistema aritmetico utilizzato (10−40 nell’esempio). Si noti, tuttavia, che non
esiste una tecnica di scaling applicabile in generale.55

Altre tecniche sono utilizzabili per evitare l’overflow e l’underflow. Ad esempio, se il
calcolo di b2 provoca overflow, mentre a, b, c e 4ac sono rappresentabili, se b 6= 0, si può
calcolare

√
b2 − 4ac secondo la formula:

√
b2 − 4ac = |b|

√
1 − a

2

b

2

b
c ;

se, invece, b 6= 0, a, b, c sono rappresentabili e 4ac produce underflow, si può calcolare
una delle radici con la formula

xi = −b/a (1.52)

e l’altra sfruttando (1.51).56

55Lo scaling dei coefficienti non risolve sempre i problemi di overflow od underflow. Si consideri ad
esempio l’equazione

10−30x2 − 1030x + 1030 = 0 ,

le cui radici x1 e x2 sono “prossime” a 1060 e ad 1. Un buon algoritmo risolutivo deve essere in grado
di calcolare un’approssimazione di x2 conformemente alle richieste del punto IV; d’altra parte ogni
tentativo di scalare i coefficienti dell’equazione moltiplicandoli per uno stesso fattore non migliora la
situazione, anzi può provocare un overflow od un underflow. Questa equazione è infatti un difficile test
per un algoritmo risolutivo.

In generale, in casi come questo, si può cercare di effettuare uno scaling dei coefficienti e dell’incognita,
cioè di trasformare (1.46) in un’equazione

a′y2 + b′y + c′ = 0 ,

con
a′ = βha , b′ = βhb , c′ = βhc , x = βky ,

che sia di più facile risoluzione [11].
56In tal modo si trascura 4ac in (1.47) se b < 0 o in (1.48) se b > 0. D’altra parte, nel sistema

aritmetico di un elaboratore, un valore che provoca underflow viene posto, generalmente, uguale a 0
e, quindi, la (1.52) si può vedere come conseguenza immediata dell’applicazione della corrispondente
formula risolutiva.
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

75 Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli

A conclusione di questa discussione, si può, quindi, evidenziare come, anche la risolu-
zione di un problema matematico semplice, quale è la risoluzione di un’equazione di se-
condo grado, possa risultare estremamente complesso utilizzando un sistema aritmetico
f.p. a precisione finita.
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1.10 Esercizi sull’aritmetica Floating-Point

Nel seguito si indicherà con ℑ un sistema aritmetico floating-point a precisione finita

ℑ = (β, t, emin, emax)

con β=base, t= precisione, emin = esponente minimo, emax = esponente massimo; i
valori numerici dei parametri che lo caratterizzano saranno specificati, laddove occorre.

1.10.1 Alcuni esercizi numerici

Esercizio 1 Utilizzando il troncamento rappresentare:

• In ℑ: β = 10, t=5, emin = −50, emax = +50

a) 2.718218285
b) −1073741824
c) 0.577216
d) −123 × 10−45

• In ℑ: β = 10, t=4, emin = −9, emax = +9

a) 989273
b) 0.0000000000001
c) −0.34 × 105

d) −23 × 10−2

Esercizio 2 In ℑ: β = 10, t=3, emin = −2, emax = 2, si rappresentino i seguenti
numeri e si calcoli il minimo numero rappresentabile e la massima accuratezza
relativa:

x1 = 222.13
x2 = 0.2
x3 = 0.056
x4 = 3.467864

Esercizio 3 Sia ℑ:
ℑ : β = 10, t = 3, emin = −9, emax = 9

si calcolino:

(a) il massimo numero reale positivo rappresentabile;
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(b) il minimo numero reale positivo rappresentabile;

(c) l’ǫmac in ℑ;

(d) si esegua l’addizione seguente e si calcoli l’errore relativo introdotto nel risul-
tato:

57.46 + 1.8888

Esercizio 4 Sia

ℑ : β = 10, t = 3, emin = −3, emax = 3.

Si rappresentino in ℑ i numeri seguenti e si indichi l’errore relativo che si commette
nella loro rappresentazione.

a) x1 = 12.13
b) x2 = 1.2
c) x3 = 0.005678
d) x4 = 3467.864

Esercizio 5 Siano I ed ℑ rispettivamente un sistema aritmetico intero ed uno floating-
point a precisione finita, di parametri rispettivamente:

I : β = 10 t = 3 imin = −999 imax = 999

ℑ : β = 10 t = 3 emin = −9 emax = 9

Si eseguano le seguenti operazioni segnalando eventuali ”situazioni eccezionali”.

1.) In I :

(a) 2
4
;

(b) -96
55

;

(c) 50 × (-600).

2.) In ℑ:

(a) 2
4
;

(b) 0.0001 × 0.000000986;

(c) 2.568+355.66 .
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Esercizio 6 Sia:

ℑ : β = 10, t = 3, emin = −9, emax = 9.

Rappresentare x, y, z e w dove:

x = 1
2
, y = −78666666/0.0078949, z = −0.0001 × 0.000000789

w = 4.567 + 255.89

Esercizio 7 Siano ℑ1 e ℑ2 due sistemi aritmetici floating-point a precisione finita di
parametri:

ℑ1 : β1 = 2 t1 = 23
ℑ2 : β2 = 10 t2 =?

Determinare t2 in maniera che i due sistemi abbiano la stessa massima accuratezza
relativa.

Esercizio 8 Sia:

ℑ : β = 10, t = 2, emax = 3, emin = −3.

quanti numeri macchina contiene ℑ?

Esercizio 9 Sia:

ℑ : β = 10, t = 4, emax = 9, emin = −9.

dotato della massima accuratezza dinamica. Rappresentare i numeri:

x = 764.65 y = 0.0000000098701

e determinare gli epsilon macchina epsx e epsy relativi a ciascuno di essi (suppo-
nendo treg > t).

Esercizio 10 Sia:

ℑ : β = 10, t = 2, emax = 9, emin = −9.

determinare quanti sono i numeri macchina in ℑ e rappresentare il numero x = 2.12
in tale sistema aritmetico.
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Esercizio 11 Sia:

ℑ : β = 10, t = 6, emax = 20, emin = −20.

eseguire in ℑ le seguenti operazioni:

a) 1 + 107

b) 1 + 103

c) 1 + 10−7

Esercizio 12 Sia:

ℑ : β = 10, t = 4, emax = 9, emin = −9.

si supponga che in tale sistema aritmetico sia presente un registro per eseguire
i calcoli in doppia precisione con precisione treg = 8. Verificare che il sistema
aritmetico considerato non gode della proprietà associativa calcolando a + b + c,
con a, b, e c:

a = 0.6472 × 100

b = 0.4685 × 10−4

c = 0.3297 × 10−4

Esercizio 13 Sia:

ℑ : β = 2, t = 7, emax = 7, emin = −7.

dotato di massima accuratezza dinamica. Rappresentare x = 9.6 e z = 4.2 in ℑ.
Trovare due numeri y ∈ ℑ e t ∈ ℑ tali che x + y = x e z + t = z.

Esercizio 14 Dati x = 123.4578 e x = 123.4599 calcolare l’errore assoluto Ea e l’errore
relativo Er. Contare il numero di cifre significative e decimali.

Esercizio 15 Dati x = 0.000418 e x = 0.000412 calcolare l’errore assoluto Ea e l’errore
relativo Er. Contare il numero di cifre significative e decimali.

Esercizio 16 Sia:

ℑ : β = 10, t = 5, emin = −9 emax = 9.
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Si determini la massima accuratezza relativa µ. Rappresentare, mediante arro-
tondamento, i numeri x1 = 123.4578, x2 = 0.0215984, calcolare inoltre l’errore
relativo di round-off e verificare che esso è minore della massima accuratezza rela-
tiva.

Esercizio 17 Sommare le seguenti coppie di numeri in un sistema aritmetico a massima
accuratezza dinamica: 0.54321× 10−1 +0.76543× 102 e 0.49854× 103 +0.21485×
10−3.

Esercizio 18 Assumiamo un sistema f.p. con base β = 10, t = 4, precisione relativa
della macchina ǫmac = 10−5 ed esponente massimo e minimo emax = +20 ed
emin = −20, rispettivamente. Rappresentare il risultato delle operazioni f.p.
seguenti

(a) 1 + 10−7 (b) 1 + 103

(c) 1 + 107 (d) 1010 + 103

(e) 1010/1015 (f) 10−10 × 10−15

Esercizio 19 In un sistema aritmetico avente una soglia di UFL = 10−38 si eseguano
le operazioni:

(I) a =
√

y2 + z2 (II) a =
√

w2 + z2 (III) u = (v × y)/(w × z)

con y = 1,v = 10−15, w = 10−20 e z = 10−25
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Risposte

Esercizio 1

• In ℑ: β = 10, t=5, emin = −50, emax = +50

a) 0.27182 ×101

b) −0.10737 ×1010

c) 0.57722 ×100

d) −0.123 ×10−42

• In ℑ: β = 10, t=4, emin = −9, emax = +9

a) 0.9893 ×106

b) Underflow
c) −0.3400 ×105

d) −0.2300 ×100

Esercizio 2 In ℑ: β = 10, t=3, emin = −2, emax = 2:

x̃1 →Overflow Non Rappresentabile in ℑ
x̃2 = 0.200 ×100 Esattamente rappresentabile in ℑ
x̃3 = 0.560 ×10−1 Esattamente rappresentabile in ℑ
x̃4 = 0.346 ×101 Non esattamente rappresentabile in ℑ

Il minimo numero rappresentabile in ℑ (troncamento) è:

βemin−1 = 10−2−1 = 10−3

La massima accuratezza relativa è:

β1−t = 101−3 = 10−2

Esercizio 3

(a) il massimo numero rappresentabile è:

rmax = βemax(1 − β−t) = 0.999 × 109
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(b) il minimo numero rappresentabile è:

rmin = βemin−1 = 0.1 × 10−10

(c) l’ǫmac è:
β1−t = 101−3 = 10−2

(d) Eseguiamo l’addizione una volta rappresentati in ℑ i numeri:

x1 = 57.46 x̃1 = 0.574 × 102

x2 = 1.8888 x̃2 = 0.188 × 101

x̃1 + x̃2 = 0.574 × 102 + 0.018 × 102 = 0.592 × 102

L’errore relativo è:

Erel =
|0.593488× 102 − 0.592 × 102|

0.593488× 102
≃ 0.0025072 ≃ 0.250 × 10−2

Esercizio 4

a) x̃1 = 0.121 ×103 Non rappresentabile esattamente in ℑ
b) x̃2 = 0.120 ×102 Rappresentabile esattamente in ℑ
c) x̃3 = 0.567 ×10−2 Non rappresentabile esattamente in ℑ
d) Overflow

Per quanto riguarda gli errori relativi si ha:

E1rel =
∣∣∣0.1213×102−0.121×102

0.1213×102

∣∣∣ = 0.00003639 = 0.363 × 10−4

E2rel =
∣∣∣0.12×102−0.12×102

0.12×102

∣∣∣ = 0

E3rel =
∣∣∣0.5678×10−2−0.567×10−2

0.5678×10−2

∣∣∣ = 0.00045424 = 0.454 × 10−3

Esercizio 5

1.) In I si ha:

(a) 2
4
=0;

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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(b) -96
55

=-1;

(c) 50 × (-600)= -30000 (Overflow).

2.) In ℑ si ha:

(a) 2
4
=0.5 ×100;

(b) (0.1 × 10−3) × (0.986 × 10−6) =(Underflow ) = 0

(c) x1 = 2.568 x̃1 = 0.256 × 101

x2 = 355.66 x̃2 = 0.355 × 103

x̃1 + x̃2 = 0.355 × 103 + 0.00256 × 102 = 0.357 × 102

Esercizio 6

x̃ = 0.5 × 100

ỹ = 0.997 × 1010 (Overflow)
z = −0.789 × 10−10 (Underflow)
w̃ = 0.457 × 101 + 0.256 × 103 =
= 0.00457 × 103 + 0.256 × 103 =
= 0.260 × 103

Esercizio 7 Sia u1 la massima accuratezza relativa di ℑ1 ed u2 la massima accuratezza
relativa di ℑ2. Si ha:

u1 =
1

2
× β1−t1

1 ⇒ u1 =
1

2
× 21−23 = 2−23

Poiché:

u1 = u2 =
1

2
× 101−t2 ⇒ 101−t2 = 2u1 = 2−22

da cui,
t2 = 1 − log10 2u1 ⇒ t2 = 1 − log10 2−22 = 1 + 22 log10 2

quindi

t2 = 1 + 22 · log10 10

log10 2
≃ 1 + 6 = 7
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Esercizio 8 I numeri macchina presenti in ℑ sono:

2(β − 1)βt−1(emax − emin + 1) + 1

e dunque:
2 × 9 × 10 × 7 + 1 = 1261

Esercizio 9

x̃ = 0.7646 × 103; ỹ = 0.9870 × 10−8

εmac =
1

2
β1−t = 0.5 × 101−4 = 0.5 × 10−3

epsx = 0.7646 × 103 × 0.5 × 10−3 = 0.3823 × 100

epsy = 0.987 × 10−8 × 0.5 × 10−3 = UFL (Underflow)

Esercizio 10 I numeri macchina in ℑ sono:

2(β − 1)βt−1(emax − emin + 1) + 1

ovvero
2 × 9 × 10 × 18 + 1 = 3241

inoltre dato x = 2.12, la sua rappresentazione in ℑ è:

x̃ = 0.21 × 101

dunque x non è rappresentabile esattamente in ℑ e

Erel =
|0.212 × 101 − 0.21 × 101|

0.21 × 101
= 0.009433 ≈ 0.943 × 10−2

Esercizio 11 Eseguendo le operazioni, si ottiene:

a)0.1 × 101 + 0.1 × 108 = 0.00000001× 108 + 0.1 × 108 = 0.1 × 108

b)0.1 × 104 + 0.1 × 101 = 0.1000 × 104 + 0.0001 × 104 = 0.1001 × 104

c)0.1 × 101 + 0.1 × 10−6 = 0.1 × 101 + 0.00000001× 101 = 0.1 × 101

Esercizio 12 Sommiamo nell’ordine (a+b)+c:
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Dati Memoria Registro
a 0.6472 × 100

b 0.4685 × 10−4 0.00004685× 100

a + b 0.64724685× 100

fl(a + b) 0.6472 × 100

c 0.3297 × 10−4 0.00003297× 100

fl(a + b) + c 0.64723297× 100

fl(fl(a + b) + c) 0.6472 × 100

Il risultato è uguale ad a perché b e c sono entrambi molto più piccoli del primo.
Sommiamo adesso nell’ordine (b+c)+a:

Dati Memoria Registro
c 0.3297 × 10−4 0.00003297× 100

b + c 0.00007982× 100

fl(b + c) 0.7982 × 10−4 0.00007982× 100

a + fl(b + c) 0.64727982× 100

fl(a + fl(b + c)) 0.6473 × 100

Il risultato di (b + c) + a differisce da (a + b) + c. Resta dunque provato che il
sistema aritmetico considerato non è associativo.

Esercizio 13 Si ha:
9 = 10012 0.6 = 0.10012

4 = 1002 0.2 = 0.00112

per cui:
x = 0.1001100 × 2100

y = 0.125 = 0.1 × 2−011 x + y = 0.1001100 × 2100 + 0.00000001× 2100 = x

x = 0.1001100 × 2100

z = 0.0325 = 0.1 × 2−101
2 z + t = 0.1001100× 2011 + 0.000000001× 2011 = z
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Esercizio 14 Si ha Ea = |123.4599 − 123.4578| = 0.0021 = 0.21 × 10−2 da cui si
ha conferma che l’approssimazione è corretta a 2 cifre decimali, mentre Er =
Ea/123.4578 = 0.000017.. = 0.17... × 10−4, da cui si ricava che l’approssimazione
è corretta a 5 cifre significative.

Esercizio 15 Si ha Ea = |0.000418 − 0.000412| = 0.000006 = 0.6 × 10−5 da cui si
ha conferma che l’approssimazione è corretta a 5 cifre decimali, mentre Er =
Ea/0.000418 = 0.01435 = 0.1435... × 10−1, da cui si ricava che l’approssimazione
è corretta a 2 cifre significative.

Esercizio 16 Si ha ε = 0.5 × 10−4.

Inoltre è x1 = 0.1234578 × 103 e x1 = 0.12346 × 103.

L’errore relativo allora è

|0.1234578× 103 − 0.12346 × 103|
0.1234578 × 103

= 0.000017... = 0.17... × 10−4 < µ

Si ha poi x2 = 0.215984 × 10−1 e quindi x2 = 0.21598 × 10−1. L’errore relativo
allora è

|0.215984× 10−1 − 0.21598 × 10−1|
0.215984 × 10−1

= 0.000018.. = 0.18.. × 10−4 < µ

Esercizio 17 La prima somma è 0.76597 × 102, mentre la seconda è 0.49854 × 103.

Esercizio 18 Si ottiene

(a) 0.1000 × 101 (b)0.1001 × 104

(c) 0.1000 × 108 (d) 0.1000 × 1011

(e) 0.1 × 10−4 = ǫmac (f) 0.1 × 10−24 = 0

Esercizio 19 Si ottiene:

(I) a =
√

y2 + z2 =
√

1 + (10−25)2 =
√

1 + 10−50 =
√

1 + 0 = 1

(II) a =
√

w2 + z2 =
√

10−40 + 10−50 =
√

0 + 0 = 0

(III) u = 10−15

0
= INF
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

87 Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli

1.10.2 Alcuni quesiti

Quesito 1 Quando la soluzione calcolata di un dato problema può essere considerata
accurata nel senso della Backward Error Analysis?

• Risposta

Nella Backward Error Analysis si assume che la soluzione calcolata di un
dato problema sia accurata, se essa è la soluzione esatta (ottenuta in un
sistema aritmetico a precisione infinita) del medesimo problema perturbato,
ovvero dello stesso problema in cui sia stata introdotta una variazione nei
dati comparabile con l’errore di round-off di rappresentazione dei dati.
Indicata con f la funzione che descrive il problema da risolvere, x i dati esatti,
x̂ i dati affetti da errore, f̂ la funzione che descrive il problema perturbato
risulta: f̂(x) = f(x̂) = f(x+δ), con |δ| ≤ u, dove u è la precisione del sistema.
In figura è descritto il diagramma operativo della Backward Error Analysis,
confrontato con l’altra tecnica di analisi della propagazione dell’errore, cioé
la Forward Analysis.

d • - S(d)
precisione infinita

?

HHHHHHHHHHHHHHj

prec is ione
f inita

S̃(d)

•

?•

errore stimato
dalla f.e.a.

d̃
-

precisione infinita

•

errore stimato
dalla b.e.a.

Errori stimati con la forward error analysis e con la backward
error analysis.
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Quesito 2 In un sistema aritmetico a precisione finita cosa è più pericoloso durante
l’escuzione di un’operazione: un underflow o un overflow? E perché?

• Risposta

Un overflow è un evento più difficile da gestire; può comportare l’interruzio-
ne dell’esecuzione dei calcoli; in generale sono utilizzati opportuni indicatori
di situazioni eccezionali (l’IEEE utilizza il numero macchina INF) che con-
sentono la prosecuzione dei calcoli fino al termine dell’algoritmo, inficiando,
comunque, tutte le operazioni successive e rendendo, pertanto, complessa
l’individuazione di errori. Quando si realizza un underflow, la maggior parte
dei sistemi aritmetici assegna al risultato del calcolo il valore 0. Questo
valore può essere plausibile e quindi non inficiare l’esecuzione delle successive
operazioni. Tuttavia anche in tal caso va verificato se il numero che è andato
in underflow non sia poi utilizzato come divisore di una successiva operazione
e creare, dunque, un’ ulteriore situazione di overflow.

Quesito 3 In un sistema aritmetico f.p. a precisione finita, il prodotto di due numeri
macchina non è, di solito, rappresentabile esattamente. Perché?

• Risposta
Consideriamo il caso in cui non si verifichino situazioni eccezionali, cioé il
risultato, r, dell’operazione sia ancora rappresentabile in ℑ. Supponiamo
inoltre che il sistema aritmetico a precisone finita ℑ garantisca la massima
accuratezza dinamica, ovvero sia tale che r̃, il risultato dell’operazione f.p.,
differisca dal risultato calcolato in aritmetica a precisione infinita, di una
quantità che è il solo errore di rappresentazione di r in ℑ, cioé:

r̃ = x ⊗ y = fl(r) = fl(x × y)

con

x = fl(x)

y = fl(y)

In questo caso, il risultato di un prodotto tra due numeri esattamente rappre-
sentabili, generalmente non è esattamente rappresentabile. Se, ad esempio, si
moltiplicano due numeri di t cifre il risultato può essere (al più) composto da
2t cifre ed è dunque necessario un troncamento (o un arrotondamento) se t è
la precisione del sistema aritmetico.

Fissato un sistema aritmetico a precisione finita di base β = 10, precisione
t = 2 ed emin = −2, emax = 2, che utilizzi il troncamento, sia:

x = 0.25 × 102

y = 0.25 × 102
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allora

r̃ = fl((0.25 × 102) × (0.25 × 102)) = 0.62 × 103 6= r = 0.625 × 103

Quesito 4 Si dia un esempio di operazione f.p. che possa produrre i valori INF e NaN.

• Risposta

I valori indicati sono introdotti in un sistema aritmetico standard IEEE
quando si eseguono delle operazioni del tipo:

NaN =






0
0

0 ∗∞
∞ ∗∞

Inf =
k

0
, k ∈ ℑ − {0}

Se si considera un sistema aritmetico f.p. con soglia di UFL=10−12 ed una
costante reale α = 0.2 × 10−14, l’operazione seguente produce NaN:

α

α
=

0

0
= NaN

Mentre il valore INF si ottiene quando si effettua una divisione per zero nel
sistema aritmetico f.p. utilizzato:

INF =
k

0
, k ∈ ℑ − {0}.

Quesito 5 Si spieghi la differenza tra l’epsilon macchina ǫmac ed il livello di underflow
UFL in un sistema aritmetico f.p. Di queste due quantità:

(a) Quale delle due dipende solo dal numero di cifre della mantissa?

(b) Quale delle due dipende solo dall’esponente?

(c) Quale delle due non dipende dal tipo di arrotondamento utilizzato?

(d) Quale delle due non cambia quando si utilizzano dei numeri denormalizzati?

• Risposta

Il livello di underflow (UFL) è il più piccolo numero macchina positivo, ovvero:

UFL = 0.1 × βemin = βemin−1

L’epsilon macchina (ǫmac) è il più piccolo numero macchina positivo che dà
contributo alla somma f.p. con 1; ovvero:
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1 ⊕ ǫmac = fl(1 + ǫmac) > 1

Risulta:

ǫmac = β1−t con troncamento

(a) L’ǫmac.

(b) L’UFL.

(c) L’UFL.

(d) La precisione relativa della macchina non varia se si utilizzano numeri de-
normalizzati. Al contrario l’introduzione dei numeri denormalizzati permette
al sistema di avere un Underflow graduale, che è implementato riservando
valori speciali al campo dell’esponente.
Se si considera un sistema aritmetico a precisione finita

ℑ = (β, t, emin, emax)

che adoperi numeri denormalizzati allora è possibile rappresentare:

0. 01......0︸ ︷︷ ︸×βemin= 0.1 × βemin−1

t
0. 001...0︸ ︷︷ ︸×βemin= 0.1 × βemin−2

t
... ...

0. 00......1︸ ︷︷ ︸×βemin= 0.1 × βemin−t

t

dunque la soglia di UFL diventa 0.1 × βemin−t.

Quesito 6 Si spieghi il fenomeno della cancellazione.

• Risposta

La cancellazione è un fenomeno tipico dei sistemi a precisione finita. Esso si
verifica a causa del vincolo sul numero di cifre (finito) della mantissa riser-
vato per rappresentare un numero f.p. e può determinare la perdita di cifre
significative quando si esegue una sottrazione tra numeri “vicini”.

Ad esempio, considerato un sistema aritmetico a precisione finita con β = 10,
t = 4, emin = −12, emax = 12, eseguendo la sottrazione f.p. dei due numeri
seguenti:

0.1234 × 103 − 0.1233 × 103 = 0.0001 × 103 = 0.1000 × 100
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si ottiene un numero con una sola cifra significativa, in altre parole, si perdono
3 cifre significative nella rappresentazione del risultato.

In generale se

f : ℜ× ℜ → ℜ

è la funzione che alla coppia di numeri reali (x, y) associa il numero reale
z = x − y, è noto (cfr. cap.1) che l’indice di condizionamento del problema,
è dato da

C(f, x, y) =
|x| + |y|
|x − y|

Tale quantità cresce al diminuire della distanza tra x e y. Cioé la cancella-
zione è l’effetto del mal-condizionamento della sottrazione tra due numeri
f.p. “vicini”.

Quesito 7 Per calcolare il punto medio m di un intervallo [x,y], quale delle seguenti
due formule è preferibile utilizzare in un sistema aritmetico f.p. a precisione fini-
ta? Perché?

(a) m = f1(x, y) = (x + y)/2 , (b) m = f2(x, y) = x + (y − x)/2

• Risposta
In base alle considerazioni fatte nel quesito precedente, distinguiamo i casi
seguenti:

1. x e y di segno discorde;

2. x e y di segno concorde.

e, per entrambi,

* x e y ”vicini”;

* x e y ”lontani”.

Nel caso in cui x e y sono di segno discorde, conviene utilizzare la formula
(b); con essa, infatti, se x e y sono ”vicini”, si evitano gli effetti del mal-
condizionamento dell’operazione di sottrazione e, dunque, il verificarsi del
fenomeno della cancellazione; se, invece, x e y sono ”lontani”, si evita la
perdita di accuratezza dovuta alla fase di shift delle cifre delle mantisse dei
numeri da sottrarre ed alle successive fasi di normalizzazione ed arrotonda-
mento (o troncamento) del risultato.
Se, invece, x e y sono di segno concorde si può utilizzare la formula (a). In
effetti, come illustrato dagli esempi descritti di seguito, non mancano casi in
cui, in entrambe le circostanze, le due formule producono lo stesso risultato
numerico.
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Consideriamo un sistema aritmetico ℑ a precisione finita caratterizzato dai
seguenti parametri:

ℑ : β = 10, t = 4, emin = −9, emax = +9,

e supponiamo che in ℑ venga utilizzata, per la rappresentazione dei numeri,
la funzione di troncamento. Calcoliamo in ℑ il punto medio m per le seguenti
coppie di numeri (in parentesi è riportato il valore di m che si ottiene in
aritmetica a precisione infinita) e distinguiamo due casi:

* x e y “vicini” tra loro in modulo:

1.a) x = 3.7678, y = 3.7668, (m = 0.37673 × 101);

1.b) x = 3.7678, y = −3.7668, (m = 0.5 × 10−3);

* x e y ”lontani”:

2.a) x = 3.7678, y = 2.6211, (m = 0.319445 × 101);

2.b) x = 2.9768, y = −6.7678, (m = −0.18955 × 101);

2.c) x = 3.7678, y = 0.2611 × 10−2, (m = 0.18852055× 101);

2.d) x = 2.9775, y = −61.3267, (m = −0.291746 × 102);

2.e) x = −2.7502, y = −6.36852, (m = −0.455936 × 101).

Indichiamo con x̃ e ỹ, la rappresentazione di x e y in ℑ ed analizziamo le
soluzioni m̃a, m̃b ottenute in tale sistema rispettivamente con le formule (a)
e (b):

x̃ ỹ m̃a m̃b

1.a) 0.3767 × 101 0.3766 × 101 0.3766 × 101 0.3767 × 101

1.b) 0.3767 × 101 −0.3766 × 101 0.0 × 100 0.1 × 10−3

2.a) 0.3767 × 101 0.2621 × 101 0.3194 × 101 0.3194 × 101

2.b) 0.2976 × 101 −0.6767 × 101 −0.1895 × 101 −0.1895 × 101

2.c) 0.3767 × 101 0.2611 × 10−2 0.1884 × 101 0.1885 × 101

2.d) 0.2977 × 101 −0.6132 × 102 −0.2922 × 102 −0.2916 × 102

2.e) −0.2750 × 101 −0.6368 × 101 −0.4559 × 101 −0.4559 × 101

Di seguito sono riportati gli errori relativi Ea ed Eb, che si commettono
nell’approssimare m, rispettivamente con m̃a e m̃b:

Ea Eb

1.a) 0.345 × 10−3 0.769 × 10−4

1.b) 0.1 × 101 0.8 × 100

2.a) 0.1408 × 10−3 0.1408 × 10−3

2.b) 0.2637 × 10−3 0.2637 × 10−3

2.c) 0.6394 × 10−3 0.109 × 10−3

2.d) 0.1576 × 10−3 0.146 × 10−3

2.e) 0.789 × 10−4 0.789 × 10−4
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Osservando la tabella, entrambe le formule producono risultati accettabili, in
particolare per i casi che abbiamo distinto:

1. se x e y hanno segno discorde, siano essi “vicini”, come nell’esempio 1.b),
o ”lontani”, come nel 2.d), la formula (b) produce risultati piú accurati;
non mancano, comunque, casi in cui, come per l’esempio 2.b), le due
formule producono lo stesso risultato.

2. si osserva, però che anche quando x e y hanno segno concorde, la formula
(b) produce risultati piú accurati, sia se x e y sono “vicini”, come nell’e-
sempio 1.a) che ”lontani” come nell’esempio 2.c); in particolare, poi, le
due formule possono produrre lo stesso risultato, come si verifica nei casi
2.a) e 2.e).

Quesito 8 Si elenchino due situazioni in cui il calcolo della formula:

x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a

può dare luogo ad errori, in aritmetica floating-point.

• Risposta

(I) Se b è sufficientemente grande il calcolo di b2 potrebbe comportare un
overflow.

(II) Ci potrebbero essere errori di cancellazione distruttiva quando si effettua
il calcolo del discriminante.

Consideriamo, ad esempio, un sistema aritmetico a precisione finita con β =
10, t = 4, emin = −10, emax = 10; allora se:

(1) a = 0.1 × 101 b = 0.2 × 106 c = 0.3 × 10−1

(2) a = 0.1 × 101 b = 0.1 × 104 c = 0.3 × 101

si ha:

(1) b2 = 0.4 × 1011 (Overflow)
(2) ∆ = 0.1 × 107 − 0.12 × 102 = 0.1 × 107 (Cancellazione)

Quesito 9 Si supponga di risolvere un’equazione di secondo grado completa del tipo:

ax2 + bx + c = 0

utilizzando un sistema aritmetico f.p. (normalizzato) con β = 10 t = 3 e a = 1.22,
b = 3.34, c = 2.28.

(a) Qual è il valore calcolato del discriminante b2 − 4ac?

(b) Qual è il valore corretto del discriminante in aritmetica a precisione infinita?

(c) Qual è l’errore relativo nel valore calcolato del discriminante?
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• Risposta

Indicando con ∆̃ il discriminante calcolato e con ∆ quello in aritmetica a
precisione infinita si ottiene:

(a) ∆̃ = 0.111556 × 102 − 0.111164 × 102 = 0
(b) ∆ = 0.292 × 10−1

(c) Erel = |∆−∆̃|
|∆| = 1 = 100 %

Quesito 10 Si consideri l’espressione:

1

1 − x
− 1

1 + x
,

(a) Per quale intervallo di valori di x è difficile un calcolo accurato in aritmetica
f.p.?

(b) Si dia un’espressione equivalente della formula in modo che, per i valori di x
del punto (a), il calcolo sia più accurato in aritmetica f.p.

• Risposta

(a) Si possono avere problemi nel calcolo dell’espressione quando fl(x) non
dà contributo nella somma/differenza con 1. Infatti se |fl(x)| < ǫmacc:

1

1 − fl(x)
− 1

1 + fl(x)
≡ 0

Ad esempio, se consideriamo un sistema aritmetico a precisione finita di base
β = 10, t = 8 emin = −20, emax = 20, se x = 10−7 allora:

1

1 − 10−7
− 1

1 + 10−7
≡ 1 − 1 ≡ 0

(b) Se, invece, si considera l’espressione identica:

(
1

1 − x
− 1

1 + x

)
=

2x

1 − x2

in questo caso, nello stesso sistema aritmetico del punto (a) scegliendo ancora
x = 10−7:

2 · 10−7

1 − 10−14
=

2 · 10−7

1 − 0
= 2 · 10−7 6= 0.
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Quesito 11 Se x ≈ y ci si aspetta un errore di cancellazione nel calcolo di:

z = log(x) − log(y)

Tale problema si può risolvere osservando che:

z = log(x) − log(y) = log

(
x

y

)
.

Con questo accorgimento si può affermare che il calcolo di log(x/y) è più accurato?

• Risposta
Si, perché se

x = y · (1 + o(ǫ))

allora
log(x) = log(y) + log(1 + o(ǫ)︸ ︷︷ ︸

≃1

) = log(y) + δ,

e il calcolo di z = log(x) − log(y) può creare problemi di cancellazione
distruttiva. Ciò non accade se z viene valutato nel modo seguente:

1. Calcolo di x
y

2. Calcolo di z = log
(

x
y

)
.

Consideriamo il seguente sistema aritmetico a precisione finita, ℑ : β = 10,
t = 7, emin = −10, emax = 10, siano:

x = 0.2509999× 101, y = 0.2510001 × 101

Calcoliamo i logaritmi di x e y :

log(x) = 0.3996735× 100

log(y) = 0.3996739× 100

Nel calcolo della differenza fra questi valori, si perdono tutte le cifre signifi-
cative, a causa della cancellazione distruttiva; infatti si ha:

log(x) − log(y) = 0.3996735 × 100 − 0.3996739× 100 =

= −0.00000004 × 100 = −0.4 × 10−6

Calcoliamo ora il rapporto tra x e y:

x

y
= 0.9999992× 100

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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da cui:

log

(
x

y

)
= −0.3474357 × 10−8

il risultato ottenuto ha 7 cifre significative ed è più accurato del precedente,
in quanto il risultato, in aritmetica a precisione infinita, è:

log

(
x

y

)
= log(x) − log(y) = −0.3474357245069005...× 10−8

Quesito 12 Se y è un vettore di ℜn, la norma Euclidea è definita da:

‖y‖2 =

(
n∑

i=1

y2
i

)1/2

Come è possibile evitare un overflow nel calcolo di tale norma?

• Risposta

Calcolando la norma Euclidea nel modo seguente: posto ỹ = maxi=1,n yi,

‖y‖2 = ỹ ·

√√√√
n∑

i=1

(
yi

ỹ

)2

Dividendo per il più grande degli yi riduciamo l’ordine di grandezza delle
componenti di y e, quindi, evitiamo l’overflow.
Consideriamo il sistema aritmetico a precisione finita ℑ : β = 10, t = 5,
emin = −4, emax = +4, ed il vettore di ℜ3:

y = (0.1 × 102, 0.2 × 103, 0.6 × 101)

Consideriamo il quadrato delle sue componenti:

y2
1 = 0.1 × 103 , y2

2 = 0.4 × 105, y2
3 = 0.36 × 102

la componente y2 al quadrato genera un overflow.

Scaliamo adesso il vettore per la componente di valor massimo:

ỹ1 =
0.1 × 102

0.2 × 103
= 0.5 × 10−1, ỹ2 = 0.1 × 101, ỹ3 =

0.6 × 101

0.2 × 103
= 0.3 × 10−1

Calcoliamo il quadrato delle componenti, ỹi:

ỹ2
1 = 0.25 × 10−3, ỹ2

2 = 0.1 × 101, ỹ2
3 = 0.9 × 10−3
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in questo modo viene evitato l’overflow. Calcoliamo la norma, in aritmetica
a precisione infinita:

‖y‖2 = 0.20033971× 103

mentre con l’accorgimento proposto, si ottiene:

‖ỹ‖2 = 0.20034 × 103

come si può notare, l’errore che si commette è sulla quinta cifra significativa,
ed è trascurabile perché compatibile con la precisione del sistema.

Quesito 13 Assumiamo un sistema aritmetico f.p. normalizzato con β = 10, t = 3, e
emin = −98.

(a) Qual è la soglia di UFL per questo sistema?

(b) Se x = 6.87 × 10−97 e y = 6.81 × 10−97, qual è il risultato di x − y?

(c) Quale sarebbe il risultato di x - y se il sistema avesse un underflow graduale?

• Risposta

(a) UFL= 0.1 × 10−97

(b) x − y = 0.6 × 10−99 = INF = 0
(c) In un sistema che permette l’underflow graduale risulta:

x − y = 0.006 × 10−97 = 0.6 × 10−99

Quesito 14 Sia {xk} una successione monotona decrescente di numeri positivi (xk >
xk+1 per ogni k). In quale ordine gli elementi della successione devono essere
sommati per minimizzare l’errore di arrotondamento?

• Risposta
Sommando i numeri in ordine crescente, ovvero dal più piccolo al più grande,
si sommano numeri approssimativamente dello stesso ordine di grandezza. Si
riducono quindi eventuali errori di cancellazione dovuti all’arrotondamento.
Infatti sia ℑ un sistema aritmetico a precisione finita di parametri β = 10,
t = 7, emin = −10, emax = +10. Sommiamo i primi 1000 termini nell’ordine
naturale:

T nat
1000 =

1000∑

k=0

5

(2k + 1)3
= 5 +

5

33
+ · · ·+ 5

20013

T nat
1000 = 0.5258986 × 101

Se invece si sommano i primi 1000 termini in maniera decrescente si ha:

T dec
1000 = 0.525899× 101
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Si assume che il valore “esatto” sia:

T ∗
1000 = 0.525899 . . .× 101

dove tutte le cifre indicate sono esatte.

Quindi l’errore assoluto che si commette utilizzando la prima strategia ha un
ordine di grandezza di 10−5, ovvero:

E = |T nat
1000 − T ∗

1000| = 0.12 × 10−5

Mentre l’errore, nel sistema aritmetico ℑ, utilizzando la seconda strategia,
risulta dell’ordine della precisione del sistema aritmetico, ovvero

E = |T dec
1000 − T ∗

1000| < 10−7.

Quesito 15 Si spieghi perché la serie divergente:

∞∑

n=1

1

n

può avere una somma finita in aritmetica f.p. A partire da quale indice gli addendi
non danno più contributo alla sommatoria con i termini precedenti?

• Risposta
Volendo eseguire la somma in un sistema aritmetico a precisione finita, esiste
un indice n0 per cui il termine 1/n0 puó non dare contributo alla somma con:

n0−1∑

k=1

1

k

per due motivi:

– perché 1
n0

< underflow, e quindi ad esso viene assegnato il valore zero;

– perché: ∣∣∣∣
1

n0

∣∣∣∣ < ǫmac

∣∣∣∣∣

n0−1∑

k=1

1

k

∣∣∣∣∣

e dunque il temine n0-esimo della serie non dà contributo alla somma con
i termini precedenti.

Quesito 16 Se f è una funzione reale derivabile, di variabile reale, si ha:

f ′(x) =
f(x + h) − f(x)

h
+ E(x), E(x) = O(h2)
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dove l’errore E(x) tende a zero quando h → 0. Una sua approssimazione è, quindi,

f(x + h) − f(x)

h

Sotto quali condizioni, nel sistema aritmetico a precisione finita ℑ, tale espressione
ha significato?

• Risposta

In un sistema aritmetico ℑ a precisione finita i due numeri macchina x e x+h
sono distinti se

h ≥ ǫmac · |x|
cioé, risultano distinti se h è un numero macchina che dà contributo alla som-
ma con x. Consideriamo, ad esempio, un sistema aritmetico ℑ a precisione
finita caratterizzato dai parametri

ℑ : β = 10, t = 4, emin = −10, emax = +10,

e sia
f(x) = x2.

Calcoliamo il più piccolo numero h che dà contributo alla somma con

x = 0.3 × 101.

In ℑ risulta
ǫmac = 0.5 × 10−3,

eseguendo le operazioni in doppia precisione e cioé treg = 8; si ottiene, dunque:

h ≥ ǫmac · |x| = 0.5 × 10−4 × 0.3 × 101 = 0.15 × 10−3

per cui è sufficiente che sia

h = 0.15 × 10−3

e, di conseguenza,
x + h = 0.300015 × 101 6= x,

perché abbia significato la valutazione della funzione f in due valori distinti.

D’altra parte, risulta

|f(x + h)| ≥ ǫmac · |f(x)| ⇒ f(x + h) 6= f(x)

pertanto deve risultare che:

f(x + h) ≥ ǫmac · f(x)

perché abbia significato il numeratore del rapporto incrementale.
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Quesito 17 Illustrare un metodo per evitare il fenomeno della cancellazione distruttiva
nel calcolo di una somma finita del tipo:

N∑

k=0

(−1)k

2k + 1
(1)

• Risposta

Per evitare il fenomeno della cancellazione distruttiva occorre raggruppare
i termini dello stesso segno e sommarli in maniera decrescente.
Ciò significa:

1. raggruppare i termini dello stesso segno;

2. eseguire la somma parziale dei numeri in maniera decrescente;

3. eseguire la differenza tra le somme parziali.

Supponiamo di voler valutare la somma (1) per n = 20

20∑

k=0

(−1)k

2k + 1
= 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · − 1

41

Nei passi (a) e (b) si calcolano le somme parziali seguenti:

k=20...0∑

k=pari

(−1)k

2k + 1
=

1

39
+

1

35
+ · · ·+ 1

9
+

1

5
+ 1

−
k=19...1∑

k=dispari

(−1)k

2k + 1
=

1

41
+

1

37
+ · · · + 1

11
+

1

7
+

1

3

nel passo (c) si calcola la differenza delle somme parziali:

20∑

k=0

(−1)k

2k + 1
=

k=20...0∑

k=pari

(−1)k

2k + 1
+

k=19...1∑

k=dispari

(−1)k

2k + 1

=
10∑

h=0

(−1)2h

2(2h) + 1
+

10∑

h=1

(−1)(2h−1)

2(2h − 1) + 1

Quesito 18 Il condizionamento è un effetto della precisione aritmetica con cui si risolve
il problema.

• Risposta [Falso] . Il condizionamento è una caratteristica intrinseca del
problema e dipende solo dalla natura del problema. La precisione aritmetica
fa śı che si evidenzino gli effetti del mal condizionamento.
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Quesito 19 Il condizionamento di un problema dipende dall’algoritmo utilizzato per
risolverlo.

• Risposta [Falso]. Il condizionamento dipende solo dal problema.

Quesito 20 Utilizzando la massima precisione di un sistema aritmetico floating-point
a precisione finita, si puó migliorare il condizionamento di un problema mal-

condizionato.

• Risposta [Falso]. Il fattore di amplificazione degli errori sui dati dipende
dal problema e non dal sistema aritmetico utilizzato. Pertanto, anche uti-
lizzando una maggiore precisione aritmetica, l’amplificazione dell’errore sulla
soluzione non puó essere evitata.

Quesito 21 Un “buon” algoritmo produce una soluzione accurata indipendentemente
dal problema che si sta risolvendo.

• Risposta [Falso]. L’accuratezza della soluzione di un problema dipende ol-
tre che dall’algoritmo anche dal condizionamento del problema. Pertanto, un
”buon” algoritmo (cioè un algoritmo stabile), se viene utilizzato per risolvere
un problema mal-condizionato, può fornire una soluzione inaccurata.

Quesito 22 La scelta di un algoritmo per risolvere un problema ha effetto sulla propa-
gazione degli errori nei dati.

• Risposta [Vero]. In generale due algoritmi per la risoluzione di uno stesso
problema possono produrre risultati diversi in quanto gli errori di round-off,
dovuti al modo differente con cui vengono effettuate le operazioni, possono
propagarsi in maniera diversa.

Quesito 23 Se due numeri reali sono esattamente rappresentabili come numeri f.p.
in un sistema aritmetico a precisione finita, allora il risultato di un’operazione
aritmetica su di loro può non essere esattamente rappresentabile.

• Risposta [Vero]. Adoperando un sistema aritmetico a precisione finita
quanto affermato è sicuramente vero.

Ad esempio, fissata la base β = 10, la precisione t = 7 e gli esponenti minimo
e massimo rispettivamente emin = −2, emax = +2, considerati i due numeri
macchina

x1 = 0.3354110 × 10 e x2 = 0.7666607× 10

il prodotto risulta

x1 × x2 = 25.71464320477000 = 0.2571464320477× 102

e, quest’ultimo è, effettivamente un numero rappresentabile, essendo il suo
esponente emin ≤ 2 ≤ emax, ma non esattamente, avendo un numero di
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cifre significative maggiore di t; applicando uno schema di arrotondamento si
trova il risultato

fl(x1 × x2) = 0.2571464× 102.

Quesito 24 I numeri f.p. sono uniformemente distribuiti sulla retta reale ℜ.

• Risposta [Falso]. Essi non sono uniformemente distribuiti, ma lo sono
solo tra successive potenze della base di numerazione, β, del sistema. Se, ad
esempio, fissiamo un sistema aritmetico a precisione finita di base β = 10,
precisione t = 2 ed emin = −2 , emax = 2, allora tutti e soli i numeri
rappresentabili in questo sistema sono quelli appartenenti all’insieme ℑ:

ℑ := [−0.99 · 102,−0.1 · 10−2] ∪ {0} ∪ [0.1 · 10−2, 0.99 · 102]

Tali numeri, come si può osservare, sono uniformemente distribuiti sull’asse
reale ℜ, tra successive potenze di 10.

10
2

-rmax=-0.99 

10
2

10
0

10
-1

10
1

10
2

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10           -0.1 
-2

10
2

           0.1 10
-2

+rmin=

OverflowUnderflowOverflow

. =-rmin =+rmax. . .          0.99 

Rappresentazione grafica dell’insieme ℑ
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1.10.3 Alcuni problemi da risolvere con il calcolatore

Problema 1 Si scriva un programma in Fortran per il calcolo di un valore approssimato del
numero di Nepero e, utilizzando la definizione:

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.

(a) Calcolare la quantità
(
1 + 1

n

)n
al crescere di n per n = 10k con k = 1, 2, . . . , 20

(b) porre particolare attenzione (effettuando un opportuno controllo) al contri-
buto dato alla somma di 1

n
con 1;

(c) stampare, in corrispondenza di ogni approssimazione,

• l’indice del passo corrente,

• il valore stimato,

• l’errore relativo prodotto nel risultato.

confrontando, ad ogni passo, il valore dedotto con il valore e1 ottenuto uti-
lizzando la funzione built-in del Fortran exp();

(d) Dopo quanti passi conviene terminare l’esecuzione del programma? Perché?

(e) In corrispondenza di quale passo si raggiunge il minimo errore relativo?

(f) Cosa accade nei passi successivi e cosa si può dedurre sull’accuratezza del
risultato?

Problema 2 Si consideri la funzione:

f(x) =
ex − 1

x

Utilizzando la regola de L’Hôspital si prova che:

lim
x→0

f(x) = 1.

(a) Si provi questo risultato implementando un programma in Fortran per il
calcolo di f(x) per x = 10−k, k=1,. . . ,16.
I risultati trovati concordano con quelli teorici? Perché?

(b) Valutare f(x) utilizzando la formula: f(x) = ex−1
log(ex)

.

Questa formula dà risultati piú accurati? Perché?

Problema 3 Si supponga di generare n+1 punti equidistanziati di h = b−a
n

, nell’intervallo [a,b].

(a) In un sistema aritmetico f.p. ℑ quale dei due algoritmi seguenti è piú
accurato,

x0 = a, xk = xk−1 + h, k + 1, . . . , n

oppure

xk = a + hk, k = 0, . . . , n ?
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli 104

(b) Si scriva un programma che implementi entrambi gli algoritmi e si trovi un
esempio, con a = 0 e b = 1, che ne illustri le differenze.

Problema 4 Si scriva un programma per il calcolo della derivata di una funzione f(x) utilizzando
l’approssimazione che segue:

f ′(x) ≈ f(x + h) − f(x)

h
.

Si provi il programma usando la funzione ln(x), per x = 2.

(a) Si ripeta l’esercizio utilizzando l’approssimazione:

f ′(x) ≈ f(x + h) − f(x − h)

2h

Problema 5 Si consideri la serie armonica:
∞∑

n=1

1

n

(a) Provare che la serie è divergente.

(b) Spiegare perché la serie ha somma finita in aritmetica f.p.

(c) Si dica quando i termini della sommatoria non danno più contributo, nel
sistema aritmetico standard IEEE, in singola ed in doppia precisione.

(d) Si scrivano due programmi per il calcolo della serie armonica uno in singola
e l’altro in doppia precisione. Si controlli il processo di calcolo riportando
l’indice e la somma parziale ad ogni iterazione. Quale criterio di arresto puù
essere utilizzato? Si confrontino i risultati con i valori trovati.

Problema 6 Si scriva un programma per il calcolo della media x̄ e della varianza σ2 di una
successione finita xi. x̄ è un vettore di dimesione n, per il calcolo della varianza si
utilizzino entrambe le formule:

σ2 =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2

σ2 =
1

n − 1




n∑

i=1

x2
i −

1

n

(
n∑

i=1

xi

)2



Si confrontino i risultati per le due scelte.

1.10.4 Risposte

Di seguito verranno proposti i programmi in Fortran e le risposte ai relativi problemi
illustrati nel paragrafo precedente.
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Problema 1: calcolo del numero di Nepero

program calcolo numero di Nepero

C Fase di dichiarazione delle variabili
integer k,n
real N1,nep,e
real err1,epsilon

write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)

’
’
’
’
’

Calcolo del numero di Nepero mediante il limite
(1) n → inf di (1 + 1/n)n

’
’
’
’
’

C Calcolo del numero di Nepero tramite funzione interna
n = 1
e=exp(1.0)

C Calcolo dell’epsilon macchina
epsilon = epsilon(1.0)
print*, ’Epsilon macchina = ’,epsilon
k=0
print*, ’Numero di Nepero mediante funzione interna’,e

C Fase di calcolo
5 continue

k=k+1
n=10**k
N1=1.0/n
if (N1 .ge. epsilon ) then

N1=1.0+N1
nep=N1**n

C Calcolo dell’errore relativo
err1 = abs(e-nep)/abs(e)

C Stampa del valore calcolato del numero di Nepero
print*,’ ’
print*,’iterazione numero’,k
print*,’def(1)=’,nep
print*,’Errore relativo ’,err1
print*,’ ’

else
print*, ’1/n e” minore dell”epsilon macchina’
print*, ’def(1)=’,nep

endif
C Terminazione del ciclo di calcolo

if( k.lt.21 )goto 5
stop
end
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Prova di esecuzione

Calcolo del numero di Nepero mediante il limite
(1) n → inf di (1 + 1/n)n

Epsilon macchina = 1.1920929E-07

Numero di Nepero mediante funzione interna 2.71828175

iterazione numero 1

def(1)= 2.59374309

Errore relativo 0.0458152145

iterazione numero 2

def(1)= 2.704813

Errore relativo 0.00495487358

iterazione numero 3

def(1)= 2.71704197

Errore relativo 0.000456088339

iterazione numero 4

def(1)= 2.7180233

Errore relativo 9.50768808E-05

iterazione numero 5

def(1)= 2.72152352

Errore relativo 0.00119258335

iterazione numero 6

def(1)= 2.59460497

Errore relativo 0.0454981439

1/n è minore dell’epsilon macchina

def(1)= 2.59460497

Osservazione 1
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Approssimando il numero di Nepero con la formula (1), l’algoritmo produce l’errore
minimo all’iterazione numero 4 dove:

l’approssimazione vale 2.7180233
l’errore relativo 9.50768808E-05

A partire dalla quinta iterazione l’errore aumenta e quindi l’ approssimazione del numero
di Nepero diventa sempre meno accurata. Ciò è dovuto alla propagazione dell’errore di
round-off durante l’esecuzione dell’algoritmo. Infatti, posto

x(k) = 1 +
1

n
,

consideriamo l’errore relativo di rappresentazione, nel dato, alla k-esima iterazione:

x̃(k) = x(k)(1 + δk) con |δk| ≤ u .

È noto (cfr. cap.1) che l’indice di condizionamento relativo della funzione (x(k))n è dato
da: ∣∣∣∣

z · nzn−1

zn

∣∣∣∣ = n

ponendo z = x(k), per cui il mal condizionamento del problema cresce con n. Posto,
dunque, n = 10k calcolando la potenza n-esima l’errore relativo di rappresentazione,
nella soluzione, sarà:

|Erapp| = n · |δk| = 10k · |δk| con |δk| ≤ u

Pertanto, alla quinta iterazione cioè per k = 5, si ottiene:

|Erapp| = 105 · |δ5| ≤ 105 · u = 105 · 10−7 = 10−2

minore della massima accuratezza relativa, in un sistema aritmetico a precisione finita
con base β = 10 e precisione t = 8, per cui u = β1−t = 10−7. Quanto detto, è confermato
dal risultato della sperimentazione numerica, che per k = 5 produce:

valore calcolato 2.72152352 = 0.27215235 · 10
errore relativo 0.00119258335 = 0.11925834 · 10−2

ovvero quest’ultimo è dello stesso ordine di grandezza del massimo errore di rappresen-
tazione.
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L’algoritmo descritto è pertanto instabile!

Osservazione 2
Dall’iterazione numero 7 in poi, si ottengono i risultati seguenti:

valore calcolato 2.59460497
errore relativo 0.0454981439

cioè il valore dell’approssimazione non varia in quanto 1/n, non dà più contributo alla
somma con 1, perché 1/n risulta minore dell’epsilon macchina.
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Problema 2: approssimazione di un limite

program approssimazione di un limite

C Fase di dichiarazione delle variabili
integer k,n
real N1,nep,nep1,aus,e,err1,err2

C Stampa a video del problema da risolvere

write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)

’
’
’
’
’
’

Calcolo del limite
(1) x → 0 di (EXP(x)-1)/x
(2) x → 0 di (EXP(x)-1)/log(EXP(x))

’
’
’
’
’
’

C Fase di calcolo
k = 0

5 continue
k=k+1
n=10**(k)
N1=1.0/n
aus=exp(N1)
nep1=aus-1
if(nep1 .ne. 0.0) then

e=nep1/(log(aus))
aus=nep1/N1
err1 = abs(1-aus)
err2 = abs(1-e)

C Stampa a video della soluzione calcolata
print*,’k =’,k
print*,’limite (1)=’,aus,’ errore assoluto = ’,err1
print*,’limite (2)=’,e,’ errore assoluto = ’,err2
print*,’ ’
else

C Risultato dovuto alla precisione finita
print*,’k =’,k
print*,’limite (1) = limite (2) = 0’
print*,’ ’
endif

C Terminazione della fase di calcolo
if(k .lt. 16)goto 5
stop
end
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Prova di esecuzione

Calcolo del limite
(1) x → 0 di (EXP(x)-1)/x
(2) x → 0 di (EXP(x)-1)/log(EXP(x))

k = 1

limite (1)= 1.05170965 errore assoluto = 0.0517096519

limite (2)= 1.05170918 errore assoluto = 0.0517091751

k = 2

limite (1)= 1.00501776 errore assoluto = 0.00501775742

limite (2)= 1.0050168 errore assoluto = 0.00501680374

k = 3

limite (1)= 1.00052357 errore assoluto = 0.0005235672

limite (2)= 1.0005002 errore assoluto = 0.000500202179

k = 4

limite (1)= 1.00016594 errore assoluto = 0.000165939331

limite (2)= 1.00004995 errore assoluto = 4.99486923E-05

k = 5

limite (1)= 1.00135803 errore assoluto = 0.00135803223

limite (2)= 1.00000501 errore assoluto = 5.00679016E-06

k = 6

limite (1)= 0.953674316 errore assoluto = 0.0463256836

limite (2)= 1.00000048 errore assoluto = 4.76837158E-07

k = 7

limite (1)= 1.1920929 errore assoluto = 0.192092896

limite (2)= 1.00000012 errore assoluto = 0.0

k = 8

limite (1) = limite (2) = 0

Osservazione 1
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L’errore minimo che si commette approssimando il limite assegnato mediante la formula
(1), si ottiene all’iterazione numero 4:

valore calcolato del limite 1.00016594
errore assoluto 0.000165939331

ottenendo un’accuratezza fino alla quarta cifra decimale.
Al crescere del numero di iterazioni il risultato diventa sempre meno accurato, a causa
della propagazione dell’errore di round-off. Inoltre, dall’ottava iterazione in poi il risul-
tato è del tutto errato, infatti l’algoritmo produce:

ex − 1

x
x→0→ 0

Analizziamo nel dettaglio cosa avviene.

Nel sistema aritmetico IEEE, utilizzando la singola precisione, il valore di ex con x =
10−8 , calcolato mediante la routine built-in del FORTRAN restituisce il valore 1:

e10−8 ≡ 1

quindi:

e10−8 − 1 = 1 − 1 = 0

pertanto, a partire dall’iterazione k = 8, il valore del numeratore della formula (1), cal-
colato nel sistema aritmetico del calcolatore, è 0, mentre il denominatore ha un valore
non nullo, ovvero x = 10−8.

La formula (2) fornisce un risultato più accurato della formula (1) fino all’iterazione
numero 7. Infatti, sia

f(x) =
ex − 1

logex

indicando con ỹ = ex(1 + δ) con |δ| < u, il valore calcolato di ex, ed essendo fl(logỹ) =
x(1 + η) con |η| < u, si ha:

f̃(x) = fl

(
fl(ỹ − 1)

fl(logỹ)

)
= fl

(
(ỹ − 1)(1 + ǫ1)

x(1 + η)

)
=

=
(ỹ − 1)(1 + ǫ1)

x(1 + η)
(1 + ǫ2) =

=
(ex(1 + δ) − 1)

x
(1 + ǫ1)(1 + η)−1(1 + ǫ2) ≈

≈ ex − 1

x
(1 + ǫ1)(1 + η)−1(1 + ǫ2) ≃ f(x)(1 + θ3)
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli 112

con |ǫi| < u e |θ3| ≤ 3u
1−3u

= O(u). Segue che l’errore relativo che si commette

nell’approssimare f(x) con f̃(x) è:

|f(x) − f̃(x)|
|f(x)| ≈ O(u).

All’aumentare del numero di iterazioni, per la formula (1) il numeratore risulta nu-
mericamente nullo, per cui, per k ≥ 8, (1) restituisce valore zero, essendo non nullo il
denominatore, x, mentre essendo il denominatore della (2) nullo, la (2) restituisce un
NaN, che denota la presenza di una situazione eccezionale, dovuta alla divisione 0/0.
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Problema 3: generazione di punti equidistanziati

program punti equidistanziati

C Fase di dichiarazione delle variabili
integer k,n,i,j
real a,b,h,x(0:100000),y(0:100000)

C Stampa a video del problema da risolvere

write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)

’
’
’
’
’
’

Formule che generano i punti
(1) x0 = a x(k) = x(k − 1) + h k = 1, . . . , n
(2) x(k) = a + h∗k k = 0, . . . , n

’
’
’
’
’
’

C Fase di calcolo
print*,’Inserire gli estremi a,b’
read*,a,b
print*,a,b
print*,’Inserire il numero dei punti desiderati’
read*,n
print*,n

x(0)=a
y(0)=a
h=(b-a)/n

C Generazione dei numeri mediante le due formule

do 10 k=1,n
x(k)=x(k-1)+h
y(k)=y(0)+h*k

10 continue

C Stampa a video della soluzione calcolata

do 20 k=0,n
print*,’ ’
print*,’Punto ’,k
print*,’Punti con la formula (1)=’
write(6,*)x(k)
print*,’Punti con la formula (2)=’
write(6,*)y(k)
print*,’ ’

20 continue
stop
end
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Prova di esecuzione

Formule che generano i punti
(1) x0 = a x(k) = x(k − 1) + h k = 1, . . . , n
(2) x(k) = a + h∗k k = 0, . . . , n

Inserire gli estremi a,b

0. 1.

Inserire il numero dei punti desiderati

1001

Punto 0

Punti con la formula (1)= 0.

Punti con la formula (2)= 0.

Punto 1

Punti con la formula (1)= 0.000999000971

Punti con la formula (2)= 0.000999000971

Punto 2

Punti con la formula (1)= 0.00199800194

Punti con la formula (2)= 0.00199800194

Punto 3

Punti con la formula (1)= 0.00299700303

Punti con la formula (2)= 0.00299700303

Punto 4

Punti con la formula (1)= 0.00399600388

Punti con la formula (2)= 0.00399600388

Punto 5

Punti con la formula (1)= 0.00499500474

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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Punti con la formula (2)= 0.00499500474

...

Punto 996
Punti con la formula (1)= 0.994992673
Punti con la formula (2)= 0.995004952

Punto 997
Punti con la formula (1)= 0.995991647
Punti con la formula (2)= 0.996003985

Punto 998
Punti con la formula (1)= 0.996990621
Punti con la formula (2)= 0.997002959

Punto 999
Punti con la formula (1)= 0.997989595
Punti con la formula (2)= 0.998001993

Punto 1000
Punti con la formula (1)= 0.998988569
Punti con la formula (2)= 0.999000967

Punto 1001
Punti con la formula (1)= 0.999987543
Punti con la formula (2)= 1.

Osservazione 1
Supponiamo di generare 1001 punti nell’intervallo [0,1]. Per semplicità e brevità di
scrittura riportiamo solo i primi cinque e gli ultimi cinque elmenti da generare:

(0 0.001 0.002 0.003 0.004 ... 0.996 0.997 0.998 0.999 1).

Sempre per brevità di scrittura, abbiamo riportato i risultati relativi alle due formule
solo delle prime cinque iterazioni dell’algoritmo.
Come si può osservare dalla prova di esecuzione, la formula (2) è più accurata della (1).
Effettuiamo k passi dell’algoritmo utilizzando la formula (1) e facciamo un’analisi della
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propagazione dell’errore di round-off, indichiamo con ǫa e ǫh, l’errore che si commette
nel rappresentare rispettivamente a ed h in un sistema aritmetico a precisione finita,
mentre con δSk

l’errore che si commette eseguendo la somma al passo k − esimo. Si ha:

x̃0 = fl(a) = a(1 + ǫa)

x̃1 = fl(x̃0 + h̃) = (a(1 + ǫa) + h(1 + ǫh))(1 + δS1
)

...

x̃k = fl(x̃k−1 + h̃) = (x̃k−1 + h(1 + ǫh))(1 + δSk
) =

= a(1 + ǫa + δS1
+ · · · + δSk

) + h(1 + ǫh + δS1
+ · · ·+ δSk

)

con |ǫa| ≤ u |ǫh| ≤ u |δSk
| ≤ u k = 1, .., n

Si noti che al passo k − esimo su a e su h si accumulano tutti gli errori di round-off δSk

dovuti alle somme effettuate nei k − 1 passi precedenti. Eseguiamo gli stessi k passi,
utilizzando invece la formula (2) e effettuiamo l’analisi della propagazione dell’errore di
round-off:

x̃0 = fl(a) = a + ǫ0

x̃k = fl(ã + h̃ · k̃) = (a(1 + ǫ0) + (h(1 + ǫh) · k(1 + ǫk))(1 + δP ))(1 + δSk
)

abbiamo indicato con ǫa, ǫh, ǫk gli errori che si commettono nel rappresentare rispet-
tivamente a, h e k in un sistema aritmetico a precisione finita, mentre con δP l’errore
che si commette eseguendo il prodotto h · k e con δSk

l’errore che si commette eseguen-
do la somma al passo k − esimo. Si osserva facilmente che utilizzando la formula (2),
al generico passo k sono presenti sia δP che δSk

, ma non si ha l’accumulo degli errori
δSi

i = 1, · · · , k − 1 delle somme effettuate nei k − 1 passi precedenti, che si verifica
invece utilizzando la formula (1).
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Problema 4: calcolo della derivata

program calcolo della derivata

C Fase di dichiarazione delle variabili
integer n,i,j
real x,h,d1,d2,k

C Stampa a video del problema da risolvere

write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)

’
’
’
’
’
’

Formule per il calcolo della derivata
(1) (f(x + h) − f(x))/h
(2) (f(x + h) − f(x − h))/2h

’
’
’
’
’
’

C Fase di calcolo
print*,’Inserire il numero di passi ed il punto di valutazione’
read*,n,x
print*,n,x
k=2.

10 continue
h=1./k
call der(x,h,d1,d2)
print*,’ ’
print*,’incremento h =’,h
print*,’Derivata con la formula (1)=’,d1
print*,’Derivata con la formula (2)=’,d2
print*,’ ’
k=2*k

if(k.le.n) goto 10
stop
end

C Routine per il calcolo della derivata della funzione logaritmo
subroutine der(x,h,d1,d2)
real x,h,d1,d2
d1=(log(x+h)-log(x))/h
d2=(log(x+h)-log(x-h))/(2*h)
return
end
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Prova di esecuzione

Formule per il calcolo della derivata
(1) (f(x + h) − f(x))/h
(2) (f(x + h) − f(x − h))/2h

Inserire il numero di passi ed il punto di valutazione

10000 2.

incremento h = 0.5

Derivata con la formula (1)= 0.446287155

Derivata con la formula (2)= 0.510825634

incremento h = 0.25

Derivata con la formula (1)= 0.47113204

Derivata con la formula (2)= 0.502628803

incremento h = 0.125

Derivata con la formula (1)= 0.484996796

Derivata con la formula (2)= 0.500652552

incremento h = 0.0625

Derivata con la formula (1)= 0.492346764

Derivata con la formula (2)= 0.500163078

incremento h = 0.03125

Derivata con la formula (1)= 0.496133804

Derivata con la formula (2)= 0.500041008

incremento h = 0.015625

Derivata con la formula (1)= 0.498058319

Derivata con la formula (2)= 0.500011444

incremento h = 0.0078125

Derivata con la formula (1)= 0.499511719
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Derivata con la formula (2)= 0.5

incremento h = 0.00390625

Derivata con la formula (1)= 0.499023438

Derivata con la formula (2)= 0.5

incremento h = 0.001953125

Derivata con la formula (1)= 0.499755859

Derivata con la formula (2)= 0.5

incremento h = 0.0009765625

Derivata con la formula (1)= 0.49987793

Derivata con la formula (2)= 0.5

incremento h = 0.00048828125

Derivata con la formula (1)= 0.49987793

Derivata con la formula (2)= 0.5

incremento h = 0.000244140625

Derivata con la formula (1)= 0.5

Derivata con la formula (2)= 0.5

incremento h = 0.000122070312

Derivata con la formula (1)= 0.5

Derivata con la formula (2)= 0.5

Osservazioni
Sia la formula (1) che la formula (2), costituiscono un’approssimazione della derivata.
Per entrambe è possibile stimare il massimo errore di discretizzazione che si commette.
La formula di Taylor al secondo ordine, di punto iniziale ξ ∈ (x, x + h), è:

f(x) = f(ξ) + f ′(ξ)(x− ξ) + f ′′(ξ)
(x− ξ)2

2!
+ O((x − ξ)3)

sottraendo ad ambo i membri f(ξ) e f ′(ξ)(x − ξ) otteniamo:

f(x) − f(ξ) − f ′(ξ)(x − ξ) = f ′′(ξ)
(x − ξ)2

2!
+ O((x − ξ)3)

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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Trascurando gli infinitesimi di ordine superiore al secondo e dividendo ambo i membri
per (x − ξ):

f(x) − f(ξ)

(x − ξ)
− f ′(ξ) = f ′′(ξ)

(x − ξ)

2

passando ai valori assoluti:

∣∣∣∣
f(x) − f(ξ)

(x − ξ)
− f ′(ξ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f

′′(ξ)
(x− ξ)

2

∣∣∣∣

Maggioriamo il secondo membro, sostituendo a (x−ξ) l’ampiezza h dell’intervallo (x, x+
h), otteniamo: ∣∣∣∣

f(x) − f(ξ)

(x − ξ)
− f ′(ξ)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣f

′′(ξ)
h

2

∣∣∣∣

ovvero l’errore assoluto che si commette nell’approssimare la derivata prima f ′(x) con
la formula (1), nota come formula della differenza in avanti su due punti, è O(h). De-
riviamo, ora, la formula (2). La formula di Taylor al terzo ordine, di punto iniziale x
è:

f(x ± h) = f(x) ± f ′(x)h + f ′′(x)
h2

2!
± f ′′′(x)

h3

3!
+ O(h4) (1.53)

da cui si ha la formula della differenza in avanti:

f(x + h) − f(x)

h
≃ f ′(x) + f ′′(x)

h

2!
+ f ′′′(x)

h2

3!
+ O(h3)

e quella della differenza all’indietro:

f(x) − f(x − h)

h
≃ f ′(x) − f ′′(x)

h

2!
+ f ′′′(x)

h2

3!
−O(h3)

Sommando membro a membro e dividendo per 2 le espressioni in avanti ed all’indietro,
trascurando gli infinitesimi di ordine superiore al terzo, si ottiene:

f(x + h) − f(x − h)

2h
∼= f ′(x) + f ′′′(x)

h2

6

Sottraendo f(x) ad ambo i membri e passando ai valori assoluti si ha:

∣∣∣∣
f(x + h) − f(x − h)

2h
− f ′(x)

∣∣∣∣ ∼=
∣∣∣∣f

′′′(x)
h2

6

∣∣∣∣ .

ovvero l’errore assoluto che si commette nell’approssimare la derivata prima f ′(x) con
la formula (2), nota come formula della differenza centrale, è O(h2).
In generale le formule per approssimare le derivate che coinvolgono più punti sono più
accurate.
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La funzione test utilizzata per approssimare il calcolo della derivata è f(x) = ln(x), la
cui derivata è f ′(x) = 1

x
; nel punto x = 2 risulta f ′(2) = 1

2
= 0.5. Riportiamo per ogni

incremento h l’errore relativo che si commette utilizzando la formula (1) o la (2):

h f(x+h)−f(x)
h

Err. relativo f(x+h)−f(x−h)
2h

Err. relativo

0.5 0.446287155 0.1074×100 0.510825634 0.2170×10−1

0.25 0.47113204 0.577×10−1 0.502628803 0.5257×10−2

0.125 0.484996796 0.3006×10−1 0.500652552 0.1305×10−2

0.0625 0.492346764 0.1531×10−1 0.500163078 0.3260×10−3

0.03125 0.496133804 0.7732×10−2 0.500041008 0.8200×10−4

0.015625 0.498058319 0.3883×10−2 0.500011444 0.228×10−4

0.0078125 0.499023438 0.1953×10−2 0.5 0.
0.00390625 0.499511719 0.9766×10−3 0.5 0.
0.001953125 0.499755859 0.4884×10−3 0.5 0.
0.0009765625 0.49987793 0.2442×10−3 0.5 0.
0.00048828125 0.49987793 0.2442×10−3 0.5 0.
0.000244140625 0.5 0. 0.5 0.
0.0001220703125 0.5 0. 0.5 0.

Come si può notare la formula (2) è più accurata della (1) e, al tendere di h a zero,
converge più velocemente alla derivata in x = 2.

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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Problema 5: calcolo della Serie Armonica

program calcolo Serie Armonica

C Fase di dichiarazione delle variabili
integer i,flag
real e,epsilon,Nmax
real add,Sum,Sumold,n

C Stampa a video del problema

write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)

’
’
’
’
’

Calcolo della Serie Armonica
n → inf di S(1/n)

’
’
’
’
’

write(*,*)’Inserire massimo numero di iterazioni’
read(*,*)Nmax
write(*,*)Nmax

C Inizializzazione dell’addendo n-esimo
n = 1.0
add = n
i = 0
flag = 0

C Inizializzazione della Somma
Sum = 1.0

C Calcolo dell’epsilon macchina
epsilon = eps()
print*, ’Epsilon macchina = ’,epsilon

C Fase di Calcolo
5 continue

i = i + 1
n= n + 1.0
add=1.0/n
if (add .ge. Sum*epsilon ) then

Sumold = Sum
Sum = Sum + add
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C Stampa del valore calcolato della Serie
print*,’ ’
print*,’Approssimazione della serie =’,Sum
print*,’Iterazioni eseguite = ’,i
print*,’ ’

else
print*, ’ 1/n è minore di (S n-1)*epsilon macchina’
print*,’Approssimazione della serie =’,Sum
flag = 1

endif
C Terminazione del ciclo di calcolo

if( i .le. Nmax .and. flag .eq. 0 ) goto 5
print*,’Iterazioni eseguite = ’,i
stop
end

Prima di descrivere una prova di esecuzione dell’algoritmo descritto, si riportano le ri-
sposte ai quesiti proposti nel paragrafo 1.10.3:

(a) La serie armonica:
∞∑

n=1

1

n

è una serie a termini positivi, pertanto la successione delle somme parziali {sn}, con
sn=

∑n
k=1

1
k

è strettamente crescente, e quindi la serie diverge positivamente:

lim
n→∞

sn = +∞

(b) In un sistema aritmetico a precisione finita la serie ha somma finita in quanto:

sk+1 = sk +
1

k + 1
6= sk ⇐⇒ 1

k + 1
≥ sk · ǫmac

dove ǫmac è l’epsilon macchina.

(c) Per il punto (b), in un sistema aritmetico a precisione finita, la somma non cambia
all’iterazione k − esima, per cui si verifica la disuguaglianza:

1

k + 1
< sk · ǫmac

e per ogni n ≥ k risulta:
sn = sk

(d) Poiché la serie è divergente, il calcolo della serie può essere arrestato o quando
k raggiunge un massimo numero di iterazioni assegnato o quando k raggiunge il valore
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che verifica il punto (c).

Riportiamo di seguito alcune prove di esecuzione dell’algoritmo che calcola il valore
della serie armonica in precisione finita. Per semplicità di scrittura, dato l’elevato nu-
mero di iterazioni eseguite dall’algoritmo, vengono riportate le somme parziali relative
alle ultime 4 iterazioni eseguite.
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Prova di esecuzione

Calcolo della Serie Armonica
n → inf di S(1/n)

Inserire massimo numero di iterazioni

1000000

Epsilon macchina =1.192029E-07

Approssimazione della serie = 13.8890009

Iterazioni eseguite = 603970

Approssimazione della serie = 13.8890028

Iterazioni eseguite = 603971

Approssimazione della serie = 13.8890047

Iterazioni eseguite = 603972

Approssimazione della serie = 13.8890066

Iterazioni eseguite = 603973

1/n e’ minore di (S n-1) * epsilon macchina

Approssimazione della serie = 13.8890066

Iterazioni eseguite = 603974

Osservazione
L’algoritmo si arresta all’iterazione numero k + 1 = 603974 + 1 = 603975, cioè quando
risulta:

1

k + 1
< sk · ǫmac
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Non è autorizzata la diffusione. Tutti i diritti riservati.



A
. M

ur
li

Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software - A. Murli 126

Quindi il punto (c) si realizza all’iterazione numero 603975:

Approssimazione della serie 13.8890066
Errore relativo 1.90734863E-06

Riportiamo di seguito lo stesso algoritmo per il calcolo della serie armonica, svilup-
pato in doppia precisione.
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program calcolo Serie Armonica

C Fase di dichiarazione delle variabili
integer i,flag
double precision e,epsilon,Nmax
double precision add,Sum,Sumold,n

write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)

’
’
’
’
’

Calcolo della Serie Armonica
n → inf di S(1/n)

’
’
’
’
’

write(*,*)’Inserire massimo numero di iterazioni’
read(*,*)Nmax
write(*,*)Namx

C Inizializzazione dell’addendo n-esimo
n = 1.0
add = n
i = 0
flag = 0

C Inizializzazione della Somma
Sum = 1.0

C Calcolo dell’epsilon macchina precisone doppia
epsilon = epsdouble()
print*, ’Epsilon macchina = ’,epsilon

C Fase di calcolo
5 continue

i = i + 1
n= n + 1.0
add=1.0/n
if (add .ge. Sum*epsilon ) then

Sumold = Sum
Sum = Sum + add

C Calcolo dell’errore assoluto
err1 = abs(Sum - Sumold)
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C Stampa del valore calcolato della Serie
print*,’ ’
print*,’Approssimazione della serie =’,Sum
print*,’Iterazioni eseguite ’,i
print*,’ ’

else
print*, ’ 1/n e” minore di S (n-1)*epsilon macchina’
print*,’Approssimazione della serie =’,Sum
flag = 1

endif

C Terminazione del ciclo di calcolo
if( i .le. Nmax .and. flag .eq. 0 ) goto 5
print*,’Iterazioni eseguite = ’,i
stop
end

Prova di esecuzione

Si descrive, di seguito, un esempio di esecuzione di cui si riportano, per semplicità,
dato l’elevato numero di iterazioni eseguite, solo i risultati relativi alle ultime cinque
iterazioni.

Calcolo della Serie Armonica
n → inf di S(1/n)

Inserire massimo numero di iterazioni

10000000

Epsilon macchina = 2.22044605E-16

Approssimazione della serie = 16.6953111

Iterazioni eseguite 9999996

Approssimazione della serie = 16.6953112
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Iterazioni eseguite 9999996

Approssimazione della serie = 16.6953113
Iterazioni eseguite 9999997

Approssimazione della serie = 16.6953114
Iterazioni eseguite 9999998

Approssimazione della serie = 16.6953115
Iterazioni eseguite 9999999

Iterazioni eseguite = 10000000

Osservazione
Eseguendo i calcoli in doppia precisione l’algoritmo si arresta all’iterazione numero
10000000, fornendo come risultato: 16.6953115. Anche in precisione doppia valgono
le stesse considerazioni fatte per i risultati ottenuti dall’algoritmo in singola precisio-
ne. In questo caso l’algoritmo si arresta perché è stato raggiunto il massimo numero di
iterazioni.
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Problema 6: calcolo della Varianza

program calcolo della Varianza

C Fase di dichiarazione delle variabili
integer n1,k
real x(100),sigma1,sigma,med,n

C Stampa a video del problema da risolvere

write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)
write(*,*)

’
’
’
’
’
’

Calcolo della Varianza
(1) 1/(n-1) [sum {i=1,n} (x(i)-med)̂ 2]
(2) 1/(n-1) [sum {i=1,n} x(i)̂ 2 +

-1/n (sum {i=1,n} x(i))̂ 2]

’
’
’
’
’
’

C Fase di calcolo
print*,’Inserire la lunghezza del vettore’
read*,n1
print*,n1
print*,’Inserire le componenti del vettore’
do 10 i=1,n1

read*,x(i)
print*,x(i)

10 continue
med=0
do 20 k=1,n1

med=med+x(k)
20 continue

n=n1
med=med/n
sigma=0
sigma1=0
do 30 k=1,n

sigma= sigma+((x(k)-med)**2)
sigma1=sigma1+(x(k)**2)

30 continue
sigma= (1./(n-1))*sigma
sigma1=(1./(n-1))*(sigma1-n*(med**2))

C Stampa a video dei risultati
print*,’ ’
print*,’Media =’,med
print*,’Varianza con la formula (1)=’,sigma
print*,’Varianza con la formula (2)=’,sigma1
print*,’ ’
stop
end
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Prova di esecuzione

Calcolo della Varianza
(1) 1/(n-1) [sum {i=1,n} (x(i)-med)̂ 2]
(2) 1/(n-1) [sum {i=1,n} x(i)̂ 2 +

-1/n (sum {i=1,n} x(i))̂ 2]

Inserire la lunghezza del vettore

5

Inserire le componenti del vettore

2.

4.

7.

8.

10.

Media = 6.19999981

Varianza con la formula (1)= 10.1999998

Varianza con la formula (2)= 10.2000008

Calcolo della Varianza
(1) 1/(n-1) [sum {i=1,n} (x(i)-med)̂ 2]
(2) 1/(n-1) [sum {i=1,n} x(i)̂ 2 +

-1/n (sum {i=1,n} x(i))̂ 2]

Inserire la lunghezza del vettore

3

Inserire le componenti del vettore

10000.

10001.

10002.

Media = 10001.

Varianza con la formula (1)= 1.

A. Murli, Matematica Numerica: metodi, algoritmi e software
Versione in corso di stampa, solo per uso personale, soggetta ad errori.
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Varianza con la formula (2)= 0.

Osservazioni
Le formule utilizzate dall’algoritmo sono:

(1) σ2 =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2

(2) σ2 =
1

n − 1




n∑

i=1

x2
i −

1

n

(
n∑

i=1

xi

)2



analizziamo le due prove di esecuzione separatamente.
Nella prima prova il vettore è x = (2, 4, 7, 8, 10). In aritmetica a precisione infinita x
ha media m = 6.2 e varianza σ2 = 10.2. L’errore relativo che si commette utilizzando
la formula (1) è:

|σ2 − σ̃2|
|σ2| =

|10.2 − 10.1999998|
10.2

= 0.2 × 10−8

utilizzando invece la seconda formula

|σ2 − σ̃2|
|σ2| =

|10.2 − 10.2000008|
10.2

= 0.7 × 10−8

in entrambi i casi il risultato è accettabile, si ottiene un’ accuratezza fino alla settima
cifra significativa.
Analizziamo ora la seconda prova. Il vettore è x = (10000, 10001, 10002). In aritmetica
a precisione infinita x ha media m = 10001 e varianza σ2 = 1. L’errore relativo che si
commette utilizzando la formula (1) è:

|σ2 − σ̃2|
|σ2| =

|1.0 − 1.0|
1.0

= 0

utilizzando invece la seconda formula

|σ2 − σ̃2|
|σ2| =

|1.0 − 0.0|
1.0

= 0.1 × 101

Questo secondo esempio, mette in luce il fatto che in aritmetica a precisione finita la
formula (2) può generare effetti di cancellazione distruttiva e condurre ad un risultato
del tutto scorretto.
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