
Calcolo Scientifico 1

Proprietà

dell’operatore DFT
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Calcolo della DFT di 
2 vettori reali

0 1 ( ,..., ) N
Nx x x R−= ∈

[ ] Ny Y CDFT = ∈[ ] NDFT x X C= ∈

0 1( ,..., ) N
Ny y y R−= ∈

2 DFT (N) complesse …
…anche se x e y sono vettori reali
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MA …..

Applicando le proprietà dell’operatore DFT
si riesce a ridurre il numero di operazioni

per il calcolo di 2 DFT di vettori reali
da 2 DFT complesse a

1 DFT complessa
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Proprietà di linearità
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F è un operatore lineare
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Proprietà di simmetria
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Osservazione

Per  dare significato alla proprietà di 
simmetria il vettore f e la sua DFT, F,  

sono prolungati aggiungendo l’ (n+1) – mo 
elemento  f n e Fn in modo che:

fn = f o

Fn = Fo
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ESEMPIO
f=(8+i, 5-3i, 2, 4-i, 6+2i)

[ ] ( 25 , 2.3776 3.6266 , 2.9351 0.1857 ,
4.8449 2.8143 ,10.7126 0.6266 , 25 )
F DFT f i i i

i i i
= = − + − +

+ − −

[ ] ( )1 8 ,6 2 ,4 , 2 ,5 3 ,8
5
 DFT F i i i i i= + + − − +

“completiamo” il vettore (fj)J=0,N-1
aggiungendo  l’(n+1) - simo elemento fn=f0

con n=5f=(8+i, 5-3i, 2, 4-i, 6+2i, 8+i)
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[ ] simmetrico hermitianorealef   fDFT    ⇒

Proprietà di parità

rico antismmethermitianof DFT immagf ][.⇒

realefDFTsimmetricohermitianof  ][   ⇒

io immaginarf DFTricoantisimmeto hermitianf ][ ⇒
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se h è un vettore di lunghezza N, 

hhco se o simmetri hermitianh jNj −=

hhetrico se o antisimm hermitianh jNj −−=

Ad esempio   (1+3i, -4, 5-i, -8-2i, -8+2i, 5+i, -4, 1-3i)

Ad esempio   (1+3i, -4, 5-i, -8-2i, 8-2i, -5-i, 4, -1+3i)

RICORDIAMO CHE:
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[ ] simmetrico hermitianorealef   fDFT    ⇒

Proprietà di parità

rico antismmethermitianof DFT immagf ][.⇒

realefDFTsimmetricohermitianof  ][   ⇒

io immaginarf DFTricoantisimmeto hermitianf ][ ⇒
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[ ] simmetrico hermitianorealef   fDFT    ⇒

FefeefF kN
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22 πππ

Dim:

k=0,…,N/2

Proprietà di parità

Coniugato di FN-k

ntismm. hermit. aF  immagf ⇒.
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Calcolo delle DFT di due sequenze reali

RxxxCXxDFT N
N

N ∈=∈= − ),...,(,][ 10   

RyyyCYyDFT N
N

N ∈=∈= − ),...,(,][ 10   

Siano

1. PASSO 1: costruiamo la sequenza complessa

yixz += N
1N0 Czzz ∈= − ),...,(

x=(5, 2, 1, -1, 3) y=(-2, 4, 1, 7, 3)
esempio

z=(5-2i, 2+4i, 1+i, -1+7i, 3+3i)
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2. PASSO 2: Calcoliamo la DFT di z:

N
N CzzzzzDFT ∈== − ),...,(,][ 10       

La DFT  è un operatore lineare:

YiXyixz DFTDFTzDFT +=+== ][][][

Poiché: x e  y
sequenze reali

X e Y
hermitiane e simmetriche
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Cioè:
XXXX kNkkNk

e
−−

==           

YYYY kNkkNk
e

−−
==           

kkk yxz i+=

Posso sostituire k con N-k
e passare ai coniugati

YXYXZ kkkNkNkN
ii −=−=

−−−

 ZZ kNk −
=

k=0,…,N/2
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3. PASSO 3:Aggiungiamo e sottraiamo tra di loro le due relazioni

YXZ kkkN
i−=

−

YXZ kkk i+=
k=0,…,N/2

[ ]ZZX kkNk
+=

−2
1

[ ]ZZY kkNk

i
−=

−2

k=0,…,N/2

2 DFT di 2 sequenze reali 
di lunghezza N

1 DFT di 1 sequenza 
complessa di lunghezza 
N.
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Esempio:
x=(5, 2, 1, -1, 3) ∈R5 y=(-2, 4, 1, 7, 3) ∈R5

calcoliamo le  2 DFT dei due vettori

Calcolo di 2 DFT di lunghezza 5

X=(10, 6.5451-0.2245i, 0.9549+2.4899i, 0.9549-2.4899i, 6.5451+0.2245i)

Y=(13,-6.309+2.5757i, -5.191-6.2941i,-5.1910+6.2941i, -6.309-2.5757i)
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z = (5-2i, 2+4i, 1+i, -1+7i, 3+3i) ∈ C5

1. Costruiamo il vettore z=(x+iy)

Applicando le proprietà della DFT..

2. Calcoliamo la DFT del vettore complesso z:

Z = (10+13i, 3.9694-6.5335i, 7.249-2.7011i, -5.3392-7.6809i, 9.1207-6.0845i) 

Calcolo di 1 DFT
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[ ]ZZX kkNk
+=

−2
1 [ ]ZZY kkNk

i
−=

−2k=0,…,N/2

X=DFT(x) ed Y= DFT(y) si possono calcolare a partire da Z

X1=1/2*[9.1207+6.0845i + 3.9694-6.5335i] = 6.5451-0.2245i

Z = (10+13i, 3.9694-6.5335i, 7.249-2.7011i, -5.3392-7.6809i, 
9.1207-6.0845i) 

Y1=i/2*[9.1207+6.0845i -3.9694+6.5335i] = -6.309+2.5757i

X2=1/2*[-5.3392+7.6809i+ 7.249-2.7011i] = 0.9549+2.4899i

Y2=i/2*[-5.3392+7.6809i- 7.249+2.7011i] = -5.191-6.2941i
…
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Calcolo DFT di 2 vettori reali x , y:
ALGORITMO:

1. Costruiamo il vettore z=(x+iy)

2. Calcoliamo la DFT del vettore complesso z

3. Ricavare  la DFT(x) e la DFT(y) a partire dalla DFT( z)
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Calcolo DFT di un vettore reale di 
lunghezza 2N

R N2
1N210 )x,...,x,x(x ∈= −

2 DFT di  2 vettori reali di lunghezza N  

1 DFT di 1 vettore complesso di lunghezza N 

Dalla proprietà 1
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ALGORITMO:

k=0,…,N-1

)x...,xxx,x,x(x 1N22N23210 −−= ,,,

),...,,( hhhh 1N10 −= ),...,,( gggg
1N10 −

=

2k kh x= xg kk 12 +
=

Sia R N2
1N210 )x,...,x,x(x ∈= −

STEP 1: costruiamo due vettori hh e g ∈ RN con 
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== ∑
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=
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1
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k= 0 ,…, N-1

GeH k

Nki

k

/π−
+=

Hk Gk

GeHX k
Nki

kk
/π−+= k=0,…,N-1

HhDFT N =][ GgDFT N =][

STEP 2: effettuiamo la DFT di  hh e g ∈ RN
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Calcolo DFT di un vettore reale di 
lunghezza 2:

ALGORITMO:

•STEP 1:
costruiamo i vettori h, g ed y tali che

h(j)=x(2j)
g(j)=x(2j+1)
y(j)=h(j)+ig(j)

•STEP 2:
calcolare la DFT del vettore complesso y

•STEP 3:
calcoliamo le DFT di h e g, a partire da Y

XX k=

+=

+

−

kN

kN
ikπ

kk GH eX

[ ]

[ ]Y(k)k)(NY
2

i
G

Y(k)k)(NY
2

1
H

k

k

−−=

+−=

•STEP 4:
calcoliamo le DFT di x, a partire da quella di 
h e g 
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Esempio: calcolare la DFT del vettore

x=(2, -5, 8, -3, -2, 4) ∈ R6

•Primo Passo: costruiamo i vettori h, g ed y tali che

h(j)=x(2j)
g(j)=x(2j+1)
y(j)=h(j)+ig(j)

h = (2, 8, -2) ∈ R3 g = (-5, -3, 4) ∈ R3

y = (2-5i, 8-3i, -2+4i) ∈ C3
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Y]y[N =DFT
•Secondo Passo: calcolare la DFT Y del vettore complesso y:

•Terzo Passo: calcoliamo le DFT di h e g, a partire da Y

[ ]

[ ]Y(k)k)(NY
2

i
G

Y(k)k)(NY
2

1
H

k

k

−−=

+−=

)..,..,( i1603306225i16031406227i48Y +−−−=

).,.,( i660381i6603818H +−−−=

)..,..,( i0622655i06226554G −−+−−=
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•Quarto Passo

XX k=

+=

+

−

kN

kN
ikπ

kk GH eX
k=0,…,N/2

)866.05.1,4545.165.3,12,4545.165.3,866.05.1,4(][ iiiixDFTX +−−+−−==
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Applicazione della DFT 

alle

MATRICI CIRCOLANTI
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Dato un vettore                                 la matrice),...,,( vvvv 1n10 −=
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢
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⎡
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⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎡
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K

)(

Il vettore riga k-mo è
ottenuto dal vettore v
traslato verso destra 
di k posizioni

MATRICE CIRCOLANTE
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ΣF1F)vC( −=

C(v)•x=y yFxΣF)F(FyxΣF)(F 11 =⇔= −−

)yFFT()xFFT()vFFT(yFxΣF =⋅⇔=

F matrice di Fourier

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢
⎢
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⎡

−−−

−

1)1)(N(N
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1)(N
N

1)(N
N

1
N

w....w1
............

w...w1
1......1

Σ = diag (DFT(v))

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− 1N

1

0

F
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O
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CALCOLO del  prodotto matrice-vettore, 
C(v) x = y

xxFFT   1 ~)(. =

vvFFT   2 ~)(. =

zx.v  3 =~*~.
yzFFTI   4 =)(.

Prodotto puntuale

3 DFT e 1 prodotto puntuale tra vettori

complessità O(n logn)
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Matrici di Toeplitz, T∈Rnxn, 

⎟⎟
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⎟
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⎠
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⎠
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⎜
⎜
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⎛

−−−

−−

−=
3409
1340
7134
6713

rrrr
rrrr
rrrr
rrrr

T

0123
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3210

⎟
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⎟
⎟
⎟
⎟
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⎜
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⎜
⎜
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012n1n

3n4n12

2n3n01

1n2n10

...

...

...

...

)()(

OOOOM

per n=4
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Le matrici di Toeplitz possono essere “immerse” in 
Matrici Circolanti.

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
3409
1340
7134
6713

T

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3009671
1300967
7130096
6713409
9671340
0967134
4096713

vC )(

di ordine 7x7 con v= (3, 1, 7, 6, 9, 0, 4)
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In generale

RvCRT 1n2x1n2n x n )()()( −−∈⇒∈

Il vettore v = (3, 1, 7, 6, 9, 0, 4) che genera la matrice 
circolante C(v) è :

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
3409
1340
7134
6713

T

Prima riga della 
matrice di Toeplitz.

Prima colonna della 
matrice di Toeplitz, 
tranne il primo 
elemento, presa in 
ordine inverso.
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prodotto matrice-vettore, 
con matrice di Toeplitz T di ordine n

T x = y

prodotto matrice-vettore, 
con matrice circolante di ordine 2n-1

C(v) x’ = y

C(v) è la matrice circolante “costruita intorno” alla matrice 
T, e x’ è il vettore x a cui sono stati aggiunti n-1 zeri. 
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Teorema di convoluzione

GFgfDFT ⊗=∗ ][
Siano f, g ∈ CN. Si ha

Prodotto componente per 
componente:

GFt    tGF jjj ==⊗ :∑
−

=
−==∗

1N

0k
kjkj gft    tgf :

j=0,1,…,N-1

Convoluzione di due vettori:

La DFT della convoluzione di due vettori è il 
prodotto puntuale delle DFT dei vettori
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Prodotto di due polinomi:

1nx xaxaaxaa 1n10

1N

0k

k
k

−+== −

−

=

++∑ ...)(

1nx xbxbbxbb 1n10

1N

0k

k
k

−== −

−

=

+++∑ ...)(

Il loro prodotto è un polinomio c di grado 2n-2 :

xka

xbaxbababaxbababa
c

k2N2

0k

k

0j
jkj

2n2
x

1n1n
2

021120011000

∑
−

=
∑
=

−

−+++++=

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

=++ −−...)()(

)(

Siano 
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∑=
−

=

2N2

0k

k
k xcc x )(

∑ ∑
−

= =
− ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅=

2N2

0k

k
k

0j
jkj xbaxbxaxc )()()(

Convoluzione di due vettori

∑=
=

−

k

j
jkj back

0
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C 1N2
1N210 000aaaaa −
− ∈= ),...,,,,...,,,(

C 1N2
1N210 000bbbbb −
− ∈= ),...,,,,...,,,(

Se scrivo i due vettori a e b come

[ ] C 1N2
1N21N2

1
1N-2 babac −

−−
− ∈⊗=∗= ][][ FFF
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Esempio:
Moltiplichiamo i due polinomi

coefficienti

a = (1, 5, 17)

b = (11, 6, -4)

21x x17x5a ++=)(

2x x4x611b −+=)(

a = (1, 5, 17)

b = (11, 6, -4)

a = (1, 5, 17, 0, 0)

b = (11, 6, -4, 0, 0)

Di 
dimensioni 
2*3-1=5

∈C3

∈C3



Calcolo Scientifico 40

A = DFT [a]

( )iiii 7476.142082.11,229.132082.2,229.132082.2,7476.142082.11,23 +−−+−−=

B = DFT [b]

( )iiii 3552.30902.16,3309.79098.4,3309.79098.4,3552.30902.16,13 ++−−=

Il prodotto puntuale tra le due DFT è
A⊗B=(299, -229.82-199.69i, 107.82+48.76i, 107.82-48.76i, -229.82+199.69i)

La IDFT del vettore ottenuto è il prodotto di convoluzione dei 
vettori  a e b:

a*b=(11, 61, 213, 82, -68)
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La La 
Trasformata di Trasformata di FourierFourier (FT) (FT) 

e la e la 
Trasformata Discreta di Trasformata Discreta di FourierFourier (DFT )(DFT )
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Sia f(t) una funzione per cui esiste la

Trasformata di Fourier F(u):

[ ] ∫==
∞+

∞−

− dtetfuF iutπ2)()( f(t)F
u∈(-∞,+∞)
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F

F

Esempi…

Funzione rettangolo:

f(t)

Funzione triangolo:

f(t)

F(ω)

ω

T
TATF

πω
πω

=ω
sin)(

F(ω)

ω

2

T
TATF ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

πω
πω

=ω
sin)(
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Funzione gaussiana:

F

Esempi…

f(t)

e 2

2

2
t

2
1tf σπσ

=)(

F(ω)

ω

e
2222F σπω=ω −)(



Calcolo Scientifico 45

Come calcolare una trasformata di FOURIER ?
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1. Tronchiamo l’integrale

∫=
+

−

−
τ

τ

π dtetfuF iut2)()(

∫=
∞+

∞−

− dtetfuF iutπ2)()(

da [-∞,+∞] all’intervallo [-τ,+τ], di ampiezza T=2τ, con
τ “sufficientemente” grande.
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2. Discretizziamo l’integrale

∫ −
+

=
b

a

a)(b
2

f(b)f(a)f(x)dx

mN
T

N
h ττ

===
2dove il passo   h     è

su N+1 nodi  (N=2m)           tj = j h

t
h

0

τ-τ

tj h h

j=-m,…,0,…m

mediante la formula di quadratura trapezoidale composita
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[ ]

∑+

++=

−

+−=

−

−−
−

−

1

1

2

22

)(

)()(
2

)(~

m

mj

tiu
j

tiu
m

tiu
m

etfh

etfetfhuF

j

mm

π

ππ

                 

∫=
+

−

−
τ

τ

π dtetfuF iut2)()(

Da:
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3. Valutazione di      nei puntiF~

T
kkukuk

1
2

==Δ=
τ

k=-m,…0,…,m

N
kj

N
jkvu jk
==

τ
τ

2
2

wee kj

N

kj
N

i
vui jk −

−
− ==

ππ 22



Calcolo Scientifico 50

[ ]

∑+

++=

−

+−=

−

−−
−

−

1

1

22

)(

)()(
2

)(~

m

mj

kj
Nj

tui
m

tui
m

wtfh

etfetfh
ukF mkmk

                    

ππ

Poiché w-km=wkm

(sono esponenziali complessi i cui esponenti differiscono per un multiplo 
intero di 2πi)

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∑++−=
−

+−=

−−
1

1
)()()(

2
1)(~ m

mj

kj
Nj

kj
Nk wtfwffhuF ττ

w-km
-τ τ wkm
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[ ])()(
2
1)()( ττ fftftf mm +−==−

∑=
−=

−
m

mj

kj
Njk wtf

N
T

uF )()(~
k=-m,…0,…,m

= DFT del vettore f , )(vff jj =

t
h

0

τ-τ

tj

4. Periodicizzazione di f nei punti estremi t = ±τ

poniamo
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Qual è l’errore che si commette
approssimando la trasformata di Fourier

con la DFT ?
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Cosa abbiamo fatto ?

1. sostituzione dell’integrale infinito con uno 
su un intervallo finito

2. Discretizzazione con formula di quadratura trapezoidale

Errore di troncamento

Errore di discretizzazione
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Errore di troncamento

dovuto alla sostituzione  
dell’integrale tra -∞ e +∞
con l’integrale tra -τ e +τ

Errore di discretizzazione

dovuto alla formula di 
quadratura che approssima 

l’integrale



Calcolo Scientifico 55

Teorema
Se F è la FT di f(t): )]([)( vfuF F=

∑
+∞

−∞=
Ω

Ω+=
l

luFuF )()( ∑ +=
∞+

−∞=l
T lTtftf )()(

posto  Ω=2/T

))(()( jTk tfDFTuF =Ω

ovvero
j,k= 0,1,…,N-1

))(()( jhfDFTukF T=ΔΩ

si ha
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è la ripetizione periodica di periodo T  della restrizione 
di f(t) all’intervallo 

)(tf
T

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
,

2
TT

Se f(t) è a tempo limitato

-λ +λfT = f
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è la ripetizione periodica della restrizione
di F all’intervallo

)(uF Ω

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ΩΩ
−

TT
1,1

2
,

2

Se la trasformata è nulla al di fuori dell’intervallo [-Ω/2,Ω/2], 
la periodicizzazione di F non crea sovrapposizioni e distorsioni 

-1/T 1/T
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altrimenti, 
le frequenze si sommano :“ALIASING”

(dal latino “alias” = “copia”).

-1/T 1/T
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T≤2/Ω
(frequenza di Nyquist).

Se  T 0 (è sufficientemente piccolo), 1/T sarà grande 
abbastanza, tale che [-1/T, 1/T] ⊇ [-Ω/2, Ω/2]

In tale situazione, l’aliasing non può verificarsi, perché la 
trasformata viene replicata esattamente laddove termina la 
precedente funzione.
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Se f è una funzione tale che

basta scegliere
1/T > 2ωc

In particolare …

la sua trasformata di fourier è

A supporto nell’intervallo [-ωc, ωc],

(f a banda limitata)

non si ha l’ALIASING!
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Esempi di aliasing: 
Funzione iniziale
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