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Calcolo della DFT di
2 vettori reall

A (X01 1XN—1)€R KiT ii N—l)ER
DFT[X]% W[y]YEC
2 DFT (N) complesse ...
...anche se xa9yg@@0 vettori reali 2



x@

Applicando le proprieta dell'o tore\DFT

Si riesce a ridurre ero di\operazioni
per ik calcolo di | Wettarivreall

~\{ PFT complessa

|
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Proprieta di linearita

DFT (cf+dg)=c-DFT(f)+d-DFT (g)

F e un gparatare lineare A



Proprieta di simmetria
Sia F =DFT[f]

1
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Osservazione

Per dare significato alla pro
simmetria |l vettor fela
sSono prolungati

elemento f |
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ESEMPIO

f=(8+i, 5-3i, 2, 4-i, 6+2i)

“completiamo” il vettore (f)7-0N41
aggiungendo ['(n+1) - simo elemgq@ f =f,

@ N\ @/f \
f=(8+i, 58, 2, \%X@’Z'\h\\\) oh h=5
N \)) A\

= @ 1,2.3776 +3.62661,-2.9351+ 0.18571,
81431,10.7126 — 0.62661,25—1)

F =DFT
4.8449 +

;DFT [F]=(8+1.6:4.2] iy 5~ 31.8+1) .



Proprieta di parita

f reale = DFT|f|hermitiano simmetrico

\
f immag.= DFT[f]hermitiano antismmet rico
— N TN W WAL W
f hermitiano simmetrico = DFT [ f ] reale
— N W N\
f hermitiano antisimmetrico = DFT][ f] immaginario

)
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RICORDIAMO CHE:

se h e un vettore di lunghezza N,

h hermitiano simmetrico s-

Ad esempio  (Ix3i, -4, 5¢i, \8-2i\-8+2i, 5+i, -4, 1-3i)

A\ EERNS\WRNRNY

A\

h hermitiano anti etrico se J
O

Ad esempio (1+3i, -4, 5-i, -8-2i, 8-2i, -5-i, 4, -1+3i)
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Proprieta di parita

f reale = DFT|f|hermitiano simmetrico

\
f immag.= DFT[f]hermitiano antismmet rico
— N TN W WAL W
f hermitiano simmetrico = DFT [ f ] reale
— N W N\
f hermitiano antisimmetrico = DFT][ f] immaginario

)
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Proprieta di parita

f reale = DFT|f]|hermitiano simmetrico

f immag.= F hermit. antismm.

Coniugato di Fy_,
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Calcolo delle DFT di due sequenze reali
Siano

esempio
x=(b,2,1,-1,3) y=(-2,4,1,7, 3)

z=(5-2i, 2+4i, 1+i, -1+7i, 3+3i)




2. PASSO 2: Calcoliamo la DFT di z:
DFT[z] =z, ;=(zo,...,zN_1)eCN

La D e un\o |l G
DFT[z]= %KD FT( Q
Xe Y
PO'Cheseqqu?ze eali hermitiane e simmetriche
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ZN—L, - xN—%Iglois ohjfido Yk — 'Vk k=0.,....N/2



3. PASSO 3:Aggiungiamo e sottraiamo tra di loro le due relazioni

N N k=0,....N/2
L \kYQS: ZN_k_Zk
Z.DFT di 2 sequenze reali 1 DFT di 1 sequenza
di lunghezza N :> complessa di lunghezza
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Esempio:
x=(5,2,1,-1,3) cR® y=(-2,4,1,7, 3) RS

calcoliamo le 2 DFT dei due vettori

\ uﬁ 3 “@R\

Calcolo di 2 DFT di lunghezza 5

-

i, C 5Q9+2.4899i, 0.9549-2.4899i, 6.5451+0.2245i)

¥=(13,-6.309+2.5757i, -5.191-6.2941i -5.1910+6.2941i, -6.309-2.5757i)
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Applicando le proprieta della DFT..

1. Costruiamo il vettore z=(x+iy)
= (5-2i, 2+4i, 1+i, -1+7i, 3+8)) €

2. Calcoliamo la DFT del \@N&
% Calcolo di 1 DFT

MNAalranlAa Crinntifinrn

Z = (10+13i, 3.9694-6.5335i, 7.249-2.7011i, -5.3392-7.6809i, 9.1207-6. 0845|)



X=DFT(x) ed Y= DFT(y) si possono calcolare a partire da Z

Xk:%ENk+ZJ k=O,,N/2 YKZ%EN_;ZK]

O

Z = (10+13i, 3.9694-6.5335i, 7.249-2.7011i, -5.3392¢ /.68

1207-6.08451)

X,=1/2*[9.120 845i+3.96 4-653354] = 6.5451-0.2245i
Y=i/2%*[9.1207+6.0845i -@9694+6.5335i] = -6.309+2.5757i

X,=1/2*[-5.3392+7.6809i+ 7.249-2.7011i] = 0.9549+2.4899i
Y,=i/2*[-5.3392+7.6809i- 7 249+2.7011i] = -5.191-6.2941i
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Calcolo DFT di 2 vettori reali x , :

ALGORITMO:
&
0

1. Costruiamo il vettore z=(x+i

2. Calcoliamo |Ia\DFT del ve

3. Ricavare la

Calcolo Scientifico
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Calcolo DFT di un vettore reale di
lunghezza 2N

Q
X: X0 X103 X2N l)

0
2 di 2 vetté gg. ilunghezza N

Dalla proprieta 1

1 DFT di 1 vettore complesso di lunghezza N



ALGORITMO:

Sia
X = (XosX11e-1 X2n-1) € RZN
k=0,...,N-1

STEP 1: costruiamo due vettorihe g e ®RY con

hk:XZk g: k \

T

X = (X0 X13 X2,/ X35 Xonen /X2N-1)
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STEP 2: effettuiamo la DFT di heg € RN

ot 2 mijk / 2N
— 7T
X K — Z X ;e = k=0 ,.., N-1
j=0
~— — 2 zijk /' N —izk /N 2 7ijk
=2 X8 Z@ 0 =
=0 j=0

AN

e e
=0 H, \ )
- H +E&G .

S O _
DFT[h]=H B DFTnI9]=G

X.=H.vre™"G, k=0, Nt



Calcolo DFT di un vettore reale di

lunghezza 2:
ALGORITMO:
N
-STEP 1: h(j)=x(27)
costruiamo i vettori h, g ed y tali\ch \ g (3)=x(23+1)
y (J)=h(3)+1g(3)
STEP 2: \\ W)\

SN

calcolare la DFX del vettor less
.STEP 3: H, = [YON =19 + Y00
calcoliamo le DR ¥di (g, a partire day

‘STEP 4: w
calcoliamo le DFT di x, a partire da quelladi * S

alcolo Scie

heg XN+k:Yk



Esempio: calcolare la DFT del vettore

x=(2,-5,8,-3,-2,4) e R

‘Primo Passo: costruiamo i vettori h, g ed y taliche
h(j)=x(23)
g(j)=x(2j+1)
y(J)=h(J)+ig(3])
\\ \\\\
N \ %\
h=(2,8,-2) R’ g=(-b,-3,4) e R3

I

y = (2-5i, 8-3i, -2+4i) € C3
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Secondo Passo: calcolare la DFT Y del vettore complesso y:
DFTAY]I=Y

O
= (8- 4i,-7.0622 — 14.1603i,5.0622\+ 3.1603i )

*Terzo Passo: calcoliamo le DET di h a\partire da Y

N\ N

H, = ~[Y(N - k) + Y())

k

G
- %[?(N — k) — Y(K)]

O

WV

=
= (8,-1-8.6603i,—1 + 8.6603i )

= (—4,-5.5 + 6.0622i,-5.5 — 6.0622i ) N



*Quarto Passo

X = DFT[x] = (4,115:0.866i,—3.5

O

5-16.4545,1.5+ 0.866i)
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Applicazione della DFT

alle &

MATRICH

Calcolo Scientifico
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Dato un vettore V=(y,v,...Vv,,) lamatrice
Vo M1 W2 .. Mpotl ; :
" Il vettore riga k-mo &
Vn1 Moo V1o Wi | ottenuto dal vettore v
Civ)= ' ' ' traslato verso destra
di k posizioni
Vi V2 Vn-1 \ o \ X\\

O

OO UTUO ODUTGTIuarnmow 28




Q
Wy =DI(FEF)x =y < F(F'ZF)x =Fy
— 2Fx =Fy < FFT(v)-FFT(x)=FFT(y)

JCalcolo Scientifico




CALCOLO del prodotto matrice-vettore,

Cv)x=y

— Q
1. FFT(x)

X
2. FFT(v) =¥ K \
3. V.¥X =z rﬁ\j&qo uk\juc}fe
4. IFFT(z) = y X

T e 1 prodotto puntuale tra vettori

complessita O(n logn)

30



Matrici di Toeplitz, Te R™",

lo o Ta2 s
I o Tns rn—2< QO

T — r_2 r_l rn—4 rn—3

per n=4

Q;l [, I.) (3176
[l o Lor|_ (4317
r, r~ o | |0 4 31
I r‘éalcEIéSciEHﬁﬁco 30 43
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Le matrici di Toeplitz possono essere “immerse” in
Matrici Circolanti.

(31769 0 &

4317 609 0

j;i? 0 4 3 1 9

T= >, | — cw=j9 0 4 371\N\6
9 0 4 3

O
di ordine 7x7 conv=(3,1,7,6,9, 0, 4)

Calcolo Scientifico
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Il vettore v = (3,1, 7, 6, 9, 0, 4) che genera la matrice
circolante C(v) e :

Prima riga della
matrice di Toeplitz.

\\ o

X Prima colonna della
| matrice di Toeplitz,
tranne il  primo
elemento, presa in
ordine inverso.

In generale 0

T = Rnxn — C(y) = R(Zn—l)x(Zn—l)

o B~ Wik
~ W N
w N O
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Tx=y

prodotto matrice-vettore,
con matrice di Toeplitz T di ordine n

@\

GTI"ICZ cir or ine 2n-1

Calcolo Scientifico
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Teorema di convoluzione
Siano f, g € CN- Si ha

DFT [T *xg]=F ® G

Ay

xProdoT‘ro componente per
r+xg=t. kagJ ’ componen’re

o F®G=1:1,=FG,
\DA\Q

La DFT della convoluzione di due vettori é il
prodotto puntuale delle DFT dei vettori

Convoluzione di due vettori:
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Prodotto di due polinomi:

Siano
a(X) — Z_aka = do T alx T+ an—lxn_l
k=0

O
Il loro rod%\é un p%

p grado 2n-2 :
C(x) =
~ aO bO + (aO b1+ albO)X + [aO b2 + a1b1+ aZ l:)O)X2 T T a-n—lbn—lxzn_2 —

2N-2( K
= X (_Z ajkk_j)xk
k=0 \ J=0



c(x) = a(x)-b(x) - Z[ >a, bk,-jxk

k=0

Calcolo Scientifico
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Se scrivo i due vettoriae b come

@ — (aO/allaZ 7°°°y aN—l/O/O/'"/O) S CZN_l

O o
Q — (bO/blz b2 7°°°/ le/O/O/"'/OKXK]-
C = 2% b N, F Y BY © Emlfb]]ecz“
O

Calcolo Scientifico
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Esempio:

Moltiplichiamo i due polinomi

coefficienti
2 O
arx)=1+5x+17x - g\%\dﬂa 17)] 3
AN 3
bex) =11+ 6X — 4x2 M bl (e, -4)| <€
WX R
_ T N\O .
a=(1,5,17) T ‘a=(1,5,17,0,0) Di
dimensioni
b=(11,6,-4) b =(11, 6, -4, 0, 0) 2*3-1=5
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A = DFT [a]

=(23,~11.2082 —14.7476i,2.2082 +13.229i,2.2082 —13.229i,~11.2082 + 14.7476i )

B=DFT [b]

=(13,16.0902 - 3.3552i,4.9098 — 7.3309i,4.9098 + 7.3300i

O
60902 + 3.3552i)
Il prodotto puntuale tra le%i&e D%\T\% \

A®B=(299, -229.82-199.69i, 107.82+48.76i, 107.82-48.76i, -229.82+199.69i)

N D
La IDFT del ve b o’r’%nu’r\lé il prodotto di convoluzione dei

vettori ae b:

a*b=(11, 61, 213, 82, -68)

CAIVUITVU OUITTTIUTT 40




La
Trasformata di Fourier (FT)
e la
Trasformata Discreta di Fourier (DFT )

e
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Sia f(t) una funzione per cui esiste la

By

F (1) =FIF(D) ]= [ (e ™ ot

ue(-on \w)& \N x\/

Calcolo Scientifico
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Esempi...

Funzione rettangolo:

f(t) »

-T2

i

A

Funzione triangolo:

D

F(o)= AT

sinnoT
ol

f(r) 1

/N

-T

r

Flo)

AT

A\

f

Calcolo Scientifico
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N

(o) = AT

ol

sSin ncosz

Fo)

J

-

-ur




Esempi...
Funzione gaussiana:

2

.I: _ 1 t—2 Q 2 2 2
(t) — \/% 20 F[X_ e_z(}) T O
QA

fn) \ 1
e | I
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O
Come calcolare unW@\%&URIER ?
\; Q
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1. Tronchiamo l'integrale

da [-o +oo] all'intervallo [-t,+t], di ampiezza T=27, con
t "sufficientemente” gr'cmde

F(u) = f(t)ezm‘x\

_ f (t) e—27z|ut dt

Calcolo Scientifico
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2. Discretizziamo l'integrale

mediante la formula di quadratura trapezoidale composita

su N+1 nodi (N=2m)

dove il passo

j)'f(x)dx_

f(a)+ f(b)

(b—a)

22’ T

h=

7

Cel\klo SCINIfICO
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Da:

F(u)= | f(t)e 2ol

+h ¥ f(tj)e ™t

Calcolo Scientifico
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3. Valutazione di F nei punti

K 1
—kAuU=—=k—
Hk 2T T

-2, .

—27Z'iuij N kj

Calcolo Scientifico
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)1 e G

m-1

+h ¥ f)wy

J=—m+1
Poiché w-km=ykm
(sono esponenziali complessi i tui espohenti\differiscong\per un multiplo
intero di 2Ti)

Fd=mZlf D+ F @I+ T f () wil

J=—m+1

Q

Y




4. Periodicizzazione di f nei punti estremi t = %71

: »
O »

SN

O ——

h

1.

poniamo

o

f(t_

)= () = [ (7

«@M

= DFT del vettore f,

Calcolo Scientifico

fo=f(v;)

f ()]

i

k=-m,...0,....m
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Qual e l'errore che si commette
approssimando la trasformata di Fourier
con la DFT ?

VT
%N
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Cosa abbiamo fatto ?

a O
1. sostituzione dell'integrale infinito con uno
su un intervallo finito

m—A

2. Dlscretlzza2|one con formula di quadratura trapezoidale

Errore |d|scret|zza2|one
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Errore di troncamento

dovuto alla sostituzione
dell'integrale tra -« e +w 0
con l'integrale tra -t e +t

N
E r'r'ore\&ud\ %&Tl%z\ﬁzlone

N\
dovu‘r&% NL ormula di

qu fatura che approssima
lintegrale

/7

Calcolo Scientifico
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Teorema
Se F &la FT di f(1): Fu)=F[f (V)]

posto Q=2/T

FQ(U)=§:F(U+IQ) f %\X

N
@(W A\R(E+IT)
Fo(kAu) = f . (jh))

QIVZF'O j.k=0,1,. N-1
FQ(uk) = DFT (fT (tj))
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f_() &laripetizione periodica di periodo T della restrizione
TT
di f(1) all'intervallo {—?ﬂ

N

&q tempo limitato

Calcolo Scientifico 56



., (U) & laripetizione periodica della restrizione
di F all'intervallo {—9 9}:{_3 i}

i &\ 0/2.0/2],
iZloni-e distorsioni

57




altrimenti,
le frequenze si sommano :"ALTASING"
(dal latino “alias” = "copia”).

o O

Calcolo Scientifico
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Se T - 0 (e sufficientemente piccolo), 1/T sara grande
abbastanza, tale che [-1/T, 1/T] o [-Q/2, /2]

In tale situazipne, Ko @sing non puo verificarsi, perché la
trasformata vi e replicata esattamente laddove termina la
precedente funzione.
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In particolare ...

Se f e una funzione tale che

la sua trasformata di fourier ¢ &

A supporto nellintervallo J.
(f a [ii X
\\non su&é
A

basta sceglier'e

1/T > 20,

Calcolo Scientifico
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Esempi di aliasing:

61
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