Calcolo Parallelo e distribuito

Prodotto Matrice per Matrice
a.a. 2003/2004

Problema

Progettazione
di un algoritmo parallelo
per architettura MIMD
a memoria distribuita
per il calcolo di una matrice C
risultante dal prodotto righe per colonne
di 2 matrici A e B:

C.= AeB . A B'e.R" "
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Domanda

Qual ¢ I'algoritmo sequenziale ?

Domanda

Qual & I'algoritmo sequenziale ?

for i=0.n-1.do [AeB=C, A BeR™

for j=0,n-1 do
¢;=0
for k=0 n-1 do
Cij=Cij*Qik bkj
endfor
endfor

endfor dldo e Dtribiito 3

for i=0.n-1 do Su un calcolatore tradizionale

: la matrice C
for j=0.n-1 do viene “generalmente” calcolata
£ =0 componente per componente

secondo un ordine prestabilito

for k=0.n-1 do

Cij=Cij* Ay by

R I/ generico elemento di €

endfor é il prodotto scalare della
i-esima riga di A per la
J-esima colonna di B

endfor

endfor dldo e Dtribiito 4




Domanda

Qual e
I'algoritmo parallelo
?

2 1
Come decomporre
il problema
Matrice-Matrice ?

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribito

DECOMPOSIZIONE: IDEA GENERALE

Decomporre un problema di dimensione N
in P sottoproblemi di dimensione N/P
e risolverli contemporaneamente
su piti calcolatori

N,
17 7

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribito

IDEA!

Decomposizione del problema
Matrice per Matrice

Partizionamento !elle matrici A e B
IN BLOCCHI

Riformulazione dell'algoritmo sequenziale
"A BLOCCHI"

Parallelismo dell'algoritmo
"A BLOCCHI"

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribito

I STRATEGIA

suddividiamo
la matrice A in
blocchi di RIGHE
e la matrice B in
blocchi di COLONNE

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dtribiito




Distribuzione dei dati: Esempio n=6

Distribuzione dei dati: Esempio n=6

A, Goo o1 Gpz Qo3 Go4 : bo3 bos bos
Tio O Gz Q3 Gig i bz by b
020 =+ 024 v 322 = « 03 » » Ode : bas by bps
G3p O3; O3z O33 O34 i bsz b3y bss
G40 Q41 Q42 Q43 Qg4 bsz  bsg bys
laso  Gs1 G52 O53 Gs4 i bs3 bsg bss

_|T
Studente 1

A Mrli —Cdcdo Pardldo e Dsrihiito 9
Domanda

Con i dati cosi distribuiti

cosa puo calcolare
ciascuno studente

?

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribito
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Goo Go1 Goz 9o3 o4 Gos | |bPoo bor boz :bos bog bos
Go G G2 G3 Gq a5 | |bo by by bz by by
Q0 G21 G2 Op3 G24 G25| P20 bar b2z boz bag bos
@30 G31 O3z G33 O34 G35 | |bso D31 bsz bsg bsg bsg
G40 Q41 Q42 G43 Q44 Qg5 | |bgo bgy bgz bz bgg bye
G50 O5; G5z O53 G54 Os5| |DPso Dsi bsp bsz bsa  bos
A Mrli —Cdcdo Pardldo e Dstrihiito 10
I Strategia: Esempio n=6
Bo Coo
boo bor bz Qo C1 Gz |3 G4 o5
o a aAOCl 6 a bo by by Go G G2 |Gz G4 G5
01:: (::11 0(1)22 a:)j Glj a:): ) by by by| %0 G G2 |%3 Ga Gs
Go G G Gps G Gy by by b Go Gi G2 G3 Ga Gs
by bu by Co Gy G2 Gz Gg Gs
bso b5 bso 1Go G1 G2 Gz Ga Gy
Lo studente 1
pud calcolare
solo alcune componenti
Studente 1

della matrice C!
Mrli — Cdcd o Pardldo e Dribito
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I Strategia: Esempio n=6

Q39
Q40

Q5o

Osservazione

Bys bos bos Go G1 G2 ©3 G4 G5
b, b. by Go G G2 Gz G4 G5
231 232 233 234 :35 ) bos by bas| |0 i G2 G3 Ga Gs
c41 042 0543 0544 045 by; by by Go G1 G2 G3 Gy Gs
stoTee s T TS b by, by Go G G| Gs Ga G5

&
&
g

Go Gi G2| G3 Ga Gs

Lo studente 2
puo calcolare
solo alcune componenti

_ _ della matrice C!
A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 13

Con la distribuzione effettuata
dei blocchidi Ae B
gli studenti hanno calcolato
solo alcune componenti di C!

C Coo Cot Coz| Cos Cosa Cos
00

Studente 1A Murli — Cdcdo Pardldo e Dstriblito
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Domanda

Come calcolare le altre
componenti di C?

Coo Cor Coz |Cos Cos Cos C
01

ClO Cso  Csi  Csz| Cs3  Csa Css |

Studente 1A Muli — Cdcd o Pardldo e Dtribiito 15

IDEA!

Gli studenti possono “interagire”
scambiandosi
i blocchi di COLONNE della matrice Bl

boo Bbg b2 r-\ bgs bog

o bos
blO b]l blZ :13 :14 EIS
by by b 23 Daq Do
by by b by by b
b40 b41 b42 b43 b44 b45
bso bsi beg bs; bss  bss

Studente 1

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dtribiito
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IDEA!

Gli studenti possono “interagire”
scambiandosi
i blocchi di COLONNE della matrice Bl

boa E(S bos boo bo1 boz
by b by Bo b by
by; by by b bor by
by by by b by by
b, by b45 b40 b41 b42
by; bss  bss bso bsi bso
Studente 1
A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 17

Domanda

Dopo lo scambio
dei blocchi di B
cosa puo calcolare
ciascuno studente

5

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 18

I Strategia: Esempio n=6

Lo studente 1 ha ora anche l'altro blocco di B/
B, Coo Cot

Bro bor booibvs bos tb5r Go G G| Qs G
bo by B,ib; by bgf |G G Gz||Gs Ga G
Bo b Boibs by Bl |Go G Gof|%s G4 G
by by bipiby; by bis| |G G G2 Gs Ga Gs
R S - [ T O N
Bo. b Beibs Ba Bsl |6 6 G &5 G Gs

AO
Bo %1 Gz %3 %Ds Gos

Go G G G3 Gy Gg
Go G1 G Gz Gy Gog

Lo studente 1
puo calcolare

ALTRE componenti
Studente 1
A Murli —Cdcdo Pardldo e Dstribito

(@, 0 @, a4y @y o

G50 G5 Gsp Gg3 Gyq Gop bi by b bis by bys

della matrice C: il blocco C'qé !

I Strategia: Esempio n=6

Lo studente 2 ha ora anche |altro blocco di B/

h,og?a,z By Bys Bus] [0 Q1 G2 Gos Qo Gs
by by tlz b; by bBs| |G G G2 G3 Gs G5
by by bzz b by bs| [Go G1 G2 Gs Ga Gs
by by bsz by by bis| |G Gy Gal Gs Ga Gs
: Co Gy G2l Gz Ga Gs
by By Db B B Go G G| G3 Ga Gs

Qo Qg Gy Q43 Qg Gys |®

Lo studente 1
puo calcolare
ALTRE componenti

_ della matrice C: il blocco C'ég /
A Murli — Cdcdo Pardldo e Dgtribiito




I STRATEGIA: In generale

I passo: decomposizione del problema

La matrice A viene distribuita
in BLOCCHI di RIGHE
fra p processori

A ;
Ao Pyl
A,

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 21

I STRATEGIA: In generale

I passo: decomposizione del problema
La matrice B viene distribuita

in BLOCCHI di COLONNE
fra p processori

B :
P

1
|

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 22

I STRATEGIA: In generale

IT passo: risoluzione dei sottoproblemi

Il prodotto A+B=C viene decomposto
in pxp prodotti del tipo
Ai .BJ = CIJ

Ciascun processore calcola
p prodotti matrice matrice

(di dimensione piu piccola di quello assegnato).

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 23

Domanda

Qual & I'algoritmo parallelo
della I Strategia
di decomposizione

?

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 24




Risposta
Partizionamento di
A in blocchi di righe

B in blocchi di colonne

Algoritmo a blocchi

begin Distribuzione dei
blocchi fra i

for i=0 to p-1 do

for j=0 to p-1 do PrEEESSET
Cis= Bim By Algoritmo parallel
endfor
endfor Parallelizzazione dellalgoritmo a blocchi
end
A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 25

Risposta
Partizionamento di
A in blocchi di righe

B in blocchi di colonne

-

Algoritmo a blocchi

Algoritmo parallelo

begin Begin
for i=0 to p-1 do for j=0 to p-1 do

\ forall P, , i=0, p-1
for / j=0 to p-1 do
{P; calcola Cy;= A;- By}
Cis= Ay By send (B,, P,,,) {p+l= 0)
endfor recv (B, ,,P. ) (-1= P}
endfor endfor
end end
A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 26

II strategia

I strategia al contrario!

suddividiamo
la matrice A in
blocchi di COLONNE
e la matrice B in
blocchi di RIGHE

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 27

Distribuzione dei dati: Esempio n=6

i Go3 Cog
Paz a
Gz23 Q24
i a3z G4
Pagz agy
i 53 G5g

Studente 1
A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 28




Distribuzione dei dati: Esempio n=6

doo 9o1
Go ayg
a0 021
G30 031
Q40 A41
a50 | 051

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 29

Domanda

Con i dati cosi distribuiti
cosa puo calcolare
ciascuno studente

?

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 30

IT Strategia

: Esempio n=6

AO
Qoo Qo1 Go
Qo Gy Qg

Qo G G
Q3 03 O3

Q4o Q41 Qg

Q5o G51 Q5o

Studente 1

Bo ’
byt bo bos bos bos
by b, bs b, by t—p—

bZI b22 b23 b24 b25 .

quali componenti
della matrice C
calcola /o studente 1
2

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 31

IT Strategia: Esempio n=6

B
A b03 b04 b05
1 b by b
3 Dy Dis
Q3 T3 Q3 G33 Gy Ogp b. b. b
23 24 25 —
Quo Qg Qg Qg3 Ggq Gy |® b, b, b i
3 34 35
G50 Q5 G5, Q53 Gss Qs b. b. b L
43 Das  Dys
bs; b5y bss

quali componenti
della matrice C
calcola /o studente 2
2

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 32




Osservazione: esempio n = 6

Il generico elemento della matrice C & uguale a:
5
Cij = Zaikbkj i.j=0,5
k=0

]

k = Indice delle colonne di A

e Indice diriga di B

I 2 studenti possiedono crascuno
un blocco di colonne di A

Pertanto...

5 2 5
Gij = D aikbyj = D Gikbij + 2 aikby

ij=0,5

Ciascun studente calcola
“un contributo”
di ciascun elemento
della matrice C| st dente 1

un blocco di righe di B/
A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dtriblito Pertanto... =
Ovvero, in forma matriciale
[Co G G G G G| [, o G G G G (GG GGG G
G G G G G G G G G G G G € G G & G @
Co Ca G Co Gu G| |Gy G & & & & + G G & &G G &
Cao Cal Caz Csa c34 c35 C;u C;! Ciz Cia C;4 Ca‘s C:o c‘szx C:fz c:fz 6324 C:fa
Co Cu Cu Cu Cu Cul| [Cwo Cu Co G Cu Ci Co Cu G G G G
Co G Cp G, Gy G Co Gy G Gy G Gy G & G & & G
Ciascun studente calcola
“un contributo”
dellintera matrice C!
Studente 1
A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribiito 35

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribiito 34
Ovvero, in forma matriciale
_COO COI CO? CO3 CD4 CD5
ClO Cli ClZ Ci] CM C15
Co G G G G Gol C! + C2
C30 C31 C32 633 CZM c35
Cao C“ Caz C4z Cu C45
[Co G G G G G,
Ciascun studente calcola
“un contributo”
dell'intera matrice C!
Studente 1 o
A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribito 36




Domanda

Come calcolare
la matrice C

C = +
?

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 37

II STRATEGIA: Esempio n= 6

Per ottenere la matrice C
gli studenti devono “interagire”
sommando i loro risultati parziali

cl+ C?

C = + |

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 38

II STRATEGIA: In generale

I passo: decomposizione del problema

La matrice A viene distribuita
in BLOCCHI di COLONNE
fra p processori

A

A, A, ==

o NN PZ

\
\

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 39

II STRATEGIA: In generale

I passo: decomposizione del problema

La matrice B viene distribuita
in BLOCCHI di RIGHE
fra p processori

B
Bo

Pyl

— P

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 40
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II STRATEGIA: In generale

II passo: risoluzione dei sottoproblemi

Il prodotto A-B = C viene decomposto
in' p prodotti del tipo

Ai 'Bi:Ci dove nglci
i=0

Ciascun processore calcola
un prodotto matrice matrice

(di dimensione piu piccola di quello assegnato).

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 41

Domanda

Qual e

l'algoritmo parallelo
della IT Strategia
di decomposizione

?

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 42

Risposta

Partizionamento di

A in blocchi di colonne
B in blocchi di righe

-

begin Distribuzione dei
c =0 ‘ blocchi fra i
for i=0 to p-1 do processori
Ci =a, ‘B,
c=Cc+ct Algoritmo parallelo
endfor
end Parallelizzazione dellalgoritmo a blocchil|
A Mrli —Cdcdo Pardldo e Dstrihiito 43

Risposta

Partizionamento di

A in blocchi di colonne
B in blocchi di righe

l Algoritmo parallelo

begin
begin
0 forall P, , i=0, p-1
c - )
i= -t :
for i=0 to p-1 do {P, calcola C*= B;-A,}
Cci =a. -B. {combinazione dei C% }
1 1
Cc =C + ct c=C +cCt
endfor endfor
end end
A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribtito 44
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I1I strategia

Suddividiamo
ENTRAMBE

le matrici A e B in
blocchi di COLONNE

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 45

Distribuzione dei dati: Esempio n=6

doo Qo1 G0 Co3 o4 Gos | FBoo "Boi Bos bos bos bos
G0 On 012§ a3 a4 a5 | fbo by blzé bis bis | bis
G20 O21 G2Z G23 Op4 Gas| fbao bar bad bps bog bos
G3p O3 O3 Q33 O34 G35 | fbsp bsy bsz bsz bsg bss
G40 O41 04zf Q43 44 G455 | fbgo bag b42§ bsz bgg bys
950....951...954 G53 G54 G55 fbsg by bssi bss bsg bss

studentel
A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 46

Distribuzione dei dati: Esempio n=6

Ao CGo1 9oz Q3 QG4 dos{ |boo bor boz:bos bos bog
Go a1 G &3 G G| b by bbb bis
Qo 1 G2 %3 G4 Gps| b b bozibaz bog bog
a0 G31 O3z Q33 O34 G35) |bso bsr bspibsy byg bsg
Qs0 Q41 Gsz Q43 Qsq Qas| |bao bar bazibaz bas bug
G50 G51 G5z 53 Gs4 Gs5 | |bso bsi bspibss bss bsg

studente?2
A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 47

Domanda

Con i dati cosi distribuiti
cosa puo calcolare
ciascuno studente

?

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 48
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Premessa...

Riorganizziamo la matrice C in blocchi quadrati

Allo stesso modo riorganizziamo

i blocchi di colonne di A e B!

52

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dtribiito
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Premessa...

Riorganizziamo la matrice C in blocchi quadrati

51

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribito
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Osservazione...

COO COI
CIO Cll

Riorganizziamo la matrice C in blocchi quadrati

Allo stesso modo riorganizziamo
i blocchi di colonne di A e B!

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 53

Osservazione...

COO COI
CIO Cll

Pertanto...

Coo = Aco Boo* Aot Bio
Ci0= A10Boo* A1 Byo
Co1= Ao Bor + Ao1 By
Ci1 = A Bor + Ay By

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribito

54

Fase di calcolo

COO COI A

ol 00 01
CIO C11 Am An B1o Bu
Pertanto... Ao Bo

Coo =[Aoo Boolt Aot Bio
C10=|A10Boo T A11B1o
Co1= Aoo Bo1 + Aot By

Cll = AIO BOl + All Bll Studente 1
A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 55

Lo studente 1
calcola “un contributo”

di “una parte” della
matrice C!

Fase di calcolo

Coo Con

0 00
C1o Cll _______ Alo
Pertanto... Ao
Coo =[Aoo Boolt Ao1 Bio
CIO - AIO BOO 1| All Blo

Co1= Ao Bor+ Ao By

Cll = AIO BOl + All Bll Studente 1

00 01

®
B10 Bll

......... =

Lo studente 1

NON puo completare

i calcoli
perché non possiede
gli altri blocchi di Al

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dtribiito
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Fase di calcolo

Coo C01 A
C1o C11 Am

Pertanto...
Coo = Aco Boo* Aot Bio
Ci0= A10Boo* A1 Byo
Co1= Aoo Bo1 +|Ao1 By
Ci1 = A Bos 4 Ay By

01 00 i 01
1 B10 Bll

Lo studente 2
calcola “un contributo”

di “una parte" della
matrice C!

A Ml —Cdcdo Pardldo e Dstribiito 57

Fase di calcolo

Coo C01 A
C1o C11 Am

Pertanto...
Coo = Aco Boo* Aot Bio
Ci0= A10Boo* A1 Byo
Co19 Aoo Bo1 T/ Ao By
Ci1 4 A10Bo1 |y A1 By

?

Lo studente 2
NON puo completare
i calcoli
perché non possiede
gli altri blocchi di Al

A Mili — Cdcd o Pardldo e Dstribiito 58

Domanda

Come "completare”

i contributi calcolati

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 59

IDEA!

Gli studenti possono scambiarsi
i blocchi di COLONNE della matrice Al

Ay ) )
a, a, q, r \ a, a, a,
a, a, a, a, a, a;
aq, a, a, a, a, G,
a, a, a, a, a, a,
a4, G, Q. \J a, a, a,
1G5 G5 Gy | _053 a, a; |
SJrleem’eAl Mrli — Cdcd o Pardldo e listributo 60
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IDEA!

Gli studenti possono scambiarsi
i blocchi di COLONNE della matrice Al

Ay
a, a, G, fa, a, a,]
a, a, a, a, a, a,
a, a, G, a, a, a,
a, a, a, a, a, a,
a, a, a, a, a, a,
1G,;  q, Qa | 18y Gy Gy |
Dopo /o scambio...
Studente,l

A" Mrli - Cdcdo Pardldoe Dsinbuto 61

Dopo lo scambio... Fase di calcolo 2

Coo C01 Aoo B

00

Clo C11 0 All Blo B11

01

B

Pertanto... Ao Ay B
Coo=|Ao0 Boolt A1 Big Lo studente 1
C10=|A10 Boo 1 A11 Bio harricevuto
I'altro blocco di A
Cot = Aoo Bor * Aot By e pud completare il
Ciy = AgBor *+ Ayqq Byg studente 1 Calcolo!

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Ds

Dopo lo scambio... Fase di calcolo 2

COO COI

B

00 o1
C1o C11 Blo B“
Pertanto..

Coo= Aoo Boo + Aot Bio Lo studente 2
Ci0= A10Boo* A1 Byo ha ricevuto
c A B A B I'altro blocco di A

01 =| o0 Bo1 T| Aot P11 e pué completare il
Cu = AIO BOI + All Bll Calcolo!

A Mirlir =Cdcdo Pardldo e Dstrit

III STRATEGIA: In g_jenerale

I passo: decomposizione del problema

La matrice A viene distribuita
in BLOCCHI di COLONNE
fra p processori

i A ;

AO Al ‘— "

tiilp,

\

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dtribiito
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III STRATEGIA: In g_jenerale

I passo: decomposizione del problema

La matrice B viene distribuita
in BLOCCHI di COLONNE
fra p processori

B

/
—

1
|

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 65

III STRATEGIA: In generale

II passo: risoluzione dei sottoproblemi

Il prodotto A-B = C viene decomposto
in pxp prodotti del tipo

p-1
Cii=2 AuBy;

Ciascun processore calcola
p prodotti matrice matrice

(di dimensione piu piccola di quello assegnato).

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribito 66

Domanda

Qual & I'algoritmo parallelo
della IIT Strategia
di decomposizione

?

A Mrli - Cdcdo Pardldo e Dstribiito 67

Risposta

Partizionamento delle matrici
A e B in blocchi di colonne

. =

Begin

for i=0 to p-1 do
for j=0 to p-1 do
C;; =0
for k=0 to p-1 do

Cij = Cij + A By
endfor
endfor
endfor
end A Mirli -Clcdo

Distribuzione dei
blocchi fra i

Parallelizzazione

dellalgoritmo a blocchi!

Pardldo e Dstribito 68

processori
CAlgori’rmo parallelo

17



Risposta

Partizionamento delle matrici
A e B in blocchi di colonne

-

Algoritmo parallelo

Begin
for i=0 to p-1 do
for j=0 to p-1 do
C;; =0

for k=0 to p-1 do

Begin
for i =0 to p-1
for j=0 to p-1 do
forall P, , k=0, p-1
{P, calcola
C;y= Ciy +A; - Byl
endfor
send (A;, P;,,) {ptl= 0}
recv(A; ,,P;, ;) {-1= P}

endfor
dld ctribuit AQ

cij = Cij + A By
endfor
endfor
endfor
end A Mirli - Cdcdo P

Fine Lezione.

A Mrli — Cdcdo Pardldo e Dstribito
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