Capitolo 2

Calcolo matriciale: metodi diretti

2.1 Introduzione al calcolo numerico matriciale

L’obiettivo ultimo della Matematica Numerica ¢ quello di fornire strumenti software per
la risoluzione effettiva di problemi concreti. Nel processo di risoluzione di un problema,
la fase di risoluzione numerica del modello matematico che descrive il problema in esame,
gioca un ruolo fondamentale, intendendo con ci6 la fase che va dalla formulazione del
modello numerico fino allo sviluppo di software. I modelli matematici piu semplici ed
i piu utilizzati sono di tipo lineare e sono frequentemente rappresentati da sistemi di
equazioni lineari. Essi sono di fondamentale importanza in quanto I’analisi e lo studio
di problemi concreti, anche estremamente complessi, sono in primo luogo effettuati su
un modello lineare semplificato. Tali sistemi derivano direttamente dall’applicazione
di leggi che regolano il fenomeno in esame come accade in molti campi della scienza e
della tecnica, oppure compaiono nel processo di risoluzione numerica di alcuni classici
problemi, quali interpolazione, fitting, ottimizzazione e approssimazione di problemi
differenziali. In particolare, e stato stimato che il calcolo della soluzione di un sistema
lineare costituisce il nucleo principale del processo di risoluzione di almeno il 70% di tutti
i problemi scientifici. Cié motiva la necessita di avere a disposizione metodi, algoritmi
e software affidabili ed efficienti per la risoluzione di tali problemi.

2.2 Introduzione ai sistemi di equazioni lineari

& Esempio 2.1. Assegnate due rette del piano, rispettivamente di equazione:

4r — y = —10;

22 —y = —20,
si vogliono determinare le coordinate del punto di intersezione. Se P & un tale punto, allora le coordinate
(z,y) di P devono soddisfare entrambe le equazioni ovvero costituiscono una soluzione del sistema

di equazioni lineari formato dalle equazioni delle due rette. Il sistema coinvolge due equazioni
in due incognite e viene perci6 detto sistema di ordine n = 2.
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Figura 2.1: Sistema lineare di ordine n = 2: interpretazione geometrica.

E chiaro che solo alcune coppie di valori (z,y) soddisfano la prima equazione (ad es. la coppia
(2,18) soddisfa la prima equazione mentre la coppia (3,20) non la soddisfa) e che soltanto alcune coppie
(z,y) soddisfano la seconda equazione. Il problema che ci si pone & determinare se esiste almeno una
coppia di valori (z,y) che soddisfi ambedue le equazioni e, quindi, il sistema di due equazioni in due
incognite formato dalle equazioni delle due rette.

Tale sistema pud essere risolto sottraendo la seconda equazione dalla prima, ottenendo

2x =10
da cui si ricava
T = 9;
e sostituendo il valore ottenuto per x nella prima equazione, cioe:
20—y=-10
da cui si ricava
y = 30.

Cosi la coppia di valori (5,30) soddisfa il sistema di equazioni e quindi il punto P del piano di coordinate
(5,30) & punto di intersezione delle due rette, come mostrato in Figura 2.1, rappresentando nel piano
(z,y) le due rette assegnate. &

La Figura 2.1 mostra il significato geometrico di un sistema di equazioni lineari di
ordine n = 2. Molti problemi, appartenenti ai piui svariati settori applicativi e quindi
in apparenza completamente differenti, sono descritti in modo naturale da un modello
matematico basato su un sistema di equazioni lineari.

& Esempio 2.2. Si considerino 2 industrie con produzioni diverse, ma con la condizione che ciascuna
debba disporre di una certa quantita del prodotto dell’altra. Ad esempio un’industria automobilistica



Capitolo 2. Calcolo matriciale: metodi diretti 177

compra pneumatici da un’industria di pneumatici, mentre 'industria di pneumatici acquista camion
dall’industria automobilistica per il trasporto del suo prodotto.

Si supponga che l'industria automobilistica per produrre un camion necessiti di 5 pneumatici,
mentre 'industria di pneumatici abbia bisogno di 1 camion per ogni 50 pneumatici prodotti. Indicate
rispettivamente con z e y la quantita di camion e la quantitd di pneumatici prodotte nelle 2 industrie
al termine del ciclo di produzione, si ha che per soddisfare almeno le esigenze di entrambe le industrie,
deve verificarsi

509
5x

VIV

x

Y
E chiaro che le due industrie devono soddisfare anche le esigenze dei consumatori, includendo, tra
questi, eventuali altre industrie.

Supponendo che siano richiesti, dai consumatori, 3000 camion e 30000 pneumatici, si ha che la
quantita totale di camion da produrre é:

1
= — 3000
T 50y+

e la quantitd totale di pneumatici da realizzare e:

y = 5z + 30000

Quindi, per determinare i valori z e y in modo che siano soddisfatte le esigenze dei consumatori e
dei processi di produzione, € necessario risolvere il seguente sistema di equazioni lineari:

{ T = 5y =3000
=5z + y = 30000
Moltiplicando per 50 la prima equazione si ottiene il sistema:
{ 50z — y = 150000

=5z + gy = 30000

Addizionando le due equazioni si ha:
45z = 180000

da cui si ricava:

x = 180000/45 = 4000;
sostituendo il valore ottenuto per x nella seconda equazione si ha:

—5 x 4000 + y = 30000
da cui si ottiene:

y = 50000.
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& Esempio 2.3. La determinazione di un possibile schema di reazione chimica & il punto di partenza
della maggior parte degli studi cinetici. Pitin dettaglio il problema é il seguente: in un esperimento sono
identificate alcune specie di molecole (intendendo per specie di molecola una molecola di un particolare
composto); si vuole determinare quali possono essere le molecole reagenti e quali quelle prodotte e le
relative quantita, tenendo presente che il vincolo imposto nella reazione chimica & costituito dalla Legge
di conservazione della massa (Legge di Lavoisier).

L’applicazione di tale legge conduce ad un sistema di equazioni lineari. In tale sistema ciascun coef-
ficiente rappresenta il numero di atomi di una certa sostanza presente in una delle molecole identificate
(ai,; indica quanti atomi della sostanza ¢ sono presenti nella molecola j) e ciascuna incognita rappresen-
ta un coefficiente (detto stechiometrico) che sara il coefficiente associato ad una molecola nell’equazione
finale (da ricavare) che descrive la trasformazione totale. In particolare il valore assoluto del coefficiente
stechiometrico fornisce il numero di molecole di un certo composto che entra nella reazione finale ed il
segno indica se la molecola associata ha il ruolo di reagente (segno -) o di prodotto (segno +).

Supponendo che in un esperimento campione siano state identificate le seguenti specie di molecole:

CH,Cly, CHy, CH3Cl

si vuole determinare quali di queste molecole possono essere reagenti e quali prodotto e in che quantita
ciascuna molecola interviene nella reazione (ovvero qual’® una possibile equazione chimica del tipo:
01CHCly + 09CHy + 03CH3Cl = 0)

I coefficienti del sistema lineare sono riportati nella seguente tabella:

molecole
atomi CHQClQ | CH4 | Cchl
C 1 1 1
H 2 4 3
Cl 2 0 1

Le incognite da determinare sono quindi, in numero di 3 (essendo 3 le molecole); o1 per CH>Clo,
oo per CHy, o3 per CH3Cl. 1l sistema si scrive tenendo presente la Legge di Lavoisier e quindi

o +02 +o3 =0
20’1 +40’2 +30’3 =0
201 +03 =0

In questo caso si ¢ in presenza di 3 equazioni (quanti sono gli atomi) in 3 incognite. Supponendo, ad
esempio, che o1 = —1 che equivale a sapere che nella reazione CH2Cly & una molecola reagente, si
ottengono i seguenti valori per le rimanenti incognite: o2 = —1, o3 = 2. Pertanto la reazione finale,
nell’ipotesi considerata, é:

CH,Cly + CHy = 2CH3CI

& Esempio 2.4. Un circuito elettrico & una combinazione di conduttori progettato per il trasporto di
energia elettrica o la trasmissione di segnali elettrici. In un circuito RLC, ohmico, induttivo e capacitivo
(resistenza R, induttanza L, capacita C collegate in serie e attraversate da corrente alternata) trascorsa
una fase transitoria, si rileva il passaggio di una corrente di tipo sinusoidale avente la stessa frequenza
della forza elettromotrice (f.e.m).
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Figura 2.2: Primo circuito elettrico.

Si consideri, ad esempio, il circuito riportato in Figura 2.2 in cui sono presenti 4 resistenze (
R1,Rs, R3, Ry ) ed un generatore di f.e.m. ( E; ). Si supponga che la f.e.m. sia costante e che siano
state raggiunte condizioni di stazionarietd nel circuito cosicché le correnti ( I, I ) siano anch’ esse
costanti. Generalmente il problema consiste nel trovare le correnti in funzione delle f.e.m. e delle
resistenze. Per risolvere questo problema si applicano le Leggi di conservazione della carica elettrica e
dell’energia® .

L’applicazione di tali leggi richiede di chiarire alcune convenzioni. Si considerino

e positive le correnti che si allontanano dal nodo, negative quelle dirette verso il nodo;

e positiva una caduta di potenziale attraverso una resistenza se ci si muove nello stesso verso della
corrente, negativa se ci si muove nel verso opposto;

e positiva la caduta di potenziale se si passa attraverso una sorgente di f.e.m., nella direzione
in cui agisce la sorgente (aumento di potenziale), negativa se si passa nella direzione opposta
(diminuzione di potenziale).

L’applicazione delle Leggi di Kirchhoff al circuito in Figura 2.2 permette di determinare le correnti
I e I,. In particolare la seconda Legge applicata alle due maglie in cui circolano le correnti, entrambe
orientate in senso orario, fornisce il sistema:

-E;
0

da cui & possibile ricavare le due correnti in funzione delle resistenze e della f.e.m. presenti nel circuito:

Ri-I, + Rs-Ii — Rs-I
Rs-I, + Ry-Ib + Ry-I, — R3-1I)

I = —FE1-Rs
1 Ri-(R2+R3+R4)+R3-(R2+Ra)

I _ —FE1:(R2+R3+R4)
2 R1-(R2+R3+R4)+R3-(R2+Ra)

Nel caso in cui le correnti siano negative si deduce che il loro verso effettivo & opposto a quello da noi
scelto.

1Si tratta delle due Leggi di Kirchhoff secondo cui:
1. la somma, di tutte le correnti in un nodo di un circuito vale zero;

2. la somma di tutte le differenze di potenziale lungo un qualsiasi percorso chiuso nel circuito vale
ZETO0.
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Figura 2.3: Secondo circuito elettrico.

Si consideri, ora, il circuito riportato in Figura 2.3.
L’applicazione delle Leggi di Kirchhoff permette di determinare le tre correnti presenti nel circuito: I,
I, I5; anche in questo esempio supponiamo che siano tutte orientate in senso orario. In particolare, la
seconda Legge applicata alle tre maglie in cui rimane suddiviso il circuito conduce al sistema:

E1 = Rl'Il - Rl'IQ
0 = Ry, + Ro-I, + Ry-L, — Rs-I; — Ri-I
0 == R3'I3 + R4'I3 - R3'I2

Dalla prima equazione si ricava:

mentre dalla terza si ricava:

R3

o= —— .
7 R4+ Rs

I

Sostituiendo tali espressioni nella seconda equazione del sistema, si ricava:

_ (R3+R4)-E1
Ry-Rs+Rs-Ry+ Rs- Ry

I

I valori di I; e di I3 si ricavano, quindi, dalla loro espressione in funzione di Is.

Gli esempi ora descritti mostrano che problemi di natura completamente diversa
possono essere descritti in modo naturale da sistemi lineari e la loro risoluzione consiste
nella risoluzione di sistemi di equazioni lineari.
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2.3 Introduzione alla risoluzione numerica di sistemi
lineari

& Esempio 2.5. Si voglia risolvere il sistema di equazioni lineari:

2z 4+ b5y =31
3z + 2y =19

che pud essere indicato nella forma compatta:

con

a=(55) == (0) i)

Una possibilita per la risoluzione del sistema assegnato & l'utilizzo della regola di Cramer. Tale
metodo, applicato al sistema in esame, consiste nei passi seguenti:

1. calcolo del determinante di A:

det(A):‘g g‘:2x2—5x3=—11
2. calcolo di x e y:
31 5
Lo 19 2] 81x2-5x19_
-1 —11 -
2 31
13 19 _2x19—31x3_5
Y=o T —11 -

Le operazioni aritmetiche effettuate sono:
e passo 1 2 moltiplicazioni e 1 sottrazione;
e passo 2 4 moltiplicazioni, 2 divisioni e 2 sottrazioni.

Quindi, il calcolo della soluzione di un sistema 2 x 2 mediante il metodo di Cramer richiede, in totale
11 flop.

avendo indicato con flop una delle quattro operazioni aritmetiche floating point?. &

2Invero, in generale, nello studio del condizionamento di un problema di algebra lineare, si assume
la seguente

Definizione 2.1. (Flop)
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& Esempio 2.6. Si consideri il sistema lineare seguente:

102y + 2z — dbxg =1
—20x7y + 3z9 + 2023 =2
S5x1 + 3dza + Sr3 =6

La risoluzione di tale sistema mediante il metodo di Cramer consiste dei passi seguenti:

1. calcolo del determinanate della matrice del sistemas:

10 1 =5
-20 3 20 |=10x
5 3 5

20 1 =5
) 3 5

‘+5x 3 90

3 I =5 _
5 =

‘+20x

=10x (3x5—-20x3)+20x (1 x5+5x3)+5x(1x20+5x3)=125

2. calcolo di x1, z2 ed z3:

11 -5

2.3 20

6 3 5 .
"= 125 4

10 1 -5

—20 2 20

5 6 5 N
7R 125 -

10 1 1

—20 3 2

5 36]_ .,
e 125 =L

Si definisce flop (floating-point operation) l'operazione in virgola mobile costituita da una moltiplica-
zione e da un’addizione.

Il concetto di flop appena definito € oramai ampiamente utilizzato in Analisi Numerica quando si
analizza la complessita computazionale degli algoritmi. Cio € dovuto al fatto che, nei calcoli su vettori
e matrici, ’'usuale operazione di base e rappresentata da una moltiplicazione seguita da una addizione.
Si pensi ad esempio al calcolo-del prodotto tra una matrice ed un vettore, cioe al calcolo di y = A,
con z e y vettori di dimensione n ed A matrice quadrata di dimensione n. L’operazione fondamentale
per il calcolo della i-ma componente del vettore y & y; = a;; - ; + y;, che deve essere eseguita per tutti
i valori di 7 da 1 a n. Tale operazione & costituita, quindi, da una moltiplicazione e da un’addizione
(tipicamente indicata come saxpy, ”scalar” ”a” times vector ”x”, ”plus” vector 7y”).
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Le operazioni aritmetiche effettuate sono:

e passo 1 14 flop per il calcolo di un determinante di ordine 3;

e passo 2 45 flop.

In totale, sono richieste:
59 flop

Si osservi che per calcolare la soluzione del sistema 3 x 3 in esame e stato necessario valutare 4 deter-
minanti di ordine 3, ciascuno dei quali richiede a sua volta la valutazione di 3 determinanti di ordine
2.

La complessita computazionale di un algoritmo dipende, essenzialmente, da alcuni
parametri, tra i quali ricordiamo 7 (n) e S(n) che rappresentano, rispettivamente, la
complessita di tempo e di spazio dell’algoritmo in funzione di n, dimensione del proble-
ma. La complessita di tempo si misura attraverso il numero di operazioni floating point,
flops, eseguite dall’algoritmo. La complessita di spazio, invece, dipende dal numero di
variabili utilizzate dall’algoritmo. In generale, sia 7 (n) sia §(n) sono espresse come
funzioni asintotiche di 7, ed a tal fine si usa il simbolo di Landau, O3

3Per il simbolo di Landau si assume la seguente definizione

Definizione 2.2. (Simbolo di Landau: O)
Date due funzioni f(z) e g(x), tali che:

215 T
e

2,90 = o0
si pone:

() = O(g())
se:

lim Mzc (C = cost #0)

T—00 .CL')

In altre parole, nel dare ’andamento asintotico di 7 (n) e S(n) si evidenzia il termine dominante in
T(n) e S(n), al crescere di n.
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Nel risolvere un sistema di equazioni lineari di ordine n con il metodo di Cramer &
necessario valutare n + 1 determinanti di ordine n, ciascuno dei quali richiede la somma
di n termini ciascuno costruito mediante 1 + (n'— 1)! moltiplicazioni.

Quindi, il numero totale di moltiplicazioni richieste per la valutazione degli n + 1
determinanti di ordine n ¢ dato da:

Teramer(n) = (n+ Dn(n—=1)! + (n + 1)n.

Da cio si ricava che la complessita computazionale del metodo di Cramer applicato ad
un sistema di ordine n é:

Toramer (n) = O((n + 1))). (2.1)

Nella Tabella 2.1 sono riportati, relativamente ad un sistema lineare di ordine n (con
n=>5,n = 10en = 20), il numero di operazioni richiesto per la sua risoluzione mediante
il metodo di Cramer ed il tempo di calcolo necessario per eseguire tali operazioni su
calcolatori aventi velocita operative differenti. In particolare sono presi in esame: un
personal computer (Intel Pentium 4 a 2.2 GHz), una workstation (IBM pseries 655 a
1.3 GHz), un mainframe (HP server rx5670) ed un supercomputer (CRAY C90 a 16
processori). Inoltre, si suppone che nell’esecuzione dell’algoritmo la velocita operativa
massima di ciascun calcolatore (riportata nella tabella), misurata in milioni di operazioni
floating-point al secondo (Mflops), sia effettivamente raggiunta®.

Si osservi che, considerato un sistema lineare di ordine 20, disponendo di un cal-
colatore che effettua oltre 15 miliardi di operazioni floating-point al secondo, il tempo
di calcolo richiesto per la sua risoluzione mediante il metodo di Cramer e di 106 anni!!
La Tabella 2.1 mette in luce quindi la impraticabilitd del metodo di Cramer a causa

4

Definizione 2.3. (Mflops, Gflops, Tflops)
1 Mflops (1 milion of floating-point operations per second) = 1 milione di operazioni floating-point al
secondo,

¢ una delle unitd di misura utilizzate per indicare la velocitd operativa di un calcolatore. Altre unita
S0no:

1 Gflops = 1 miliardo di operazioni floating-point al secondo;
1 Tflops = 1000 miliardi di operazioni floating-point al secondo.

Ad esempio, 100 Mflops era, negli anni Novanta, la velocitd operativa tipica di una workstation IBM
RISC/6000 43P modello 240 con processore 166 MHz Power PC 640e.

L’evoluzione ha condotto, inevitabilmente, allo sviluppo di processori con pit elevate velocita operative,
alcuni dei quali sono elencati in tabella con, in particolare, dettagli relativi al numero di operazioni
floating point eseguite al secondo.

(I dati riportati in tabella sono aggiornati agli inizi del 2001 e reperibili dal sito internet

http://web.maths.unsw.edu.au/~rsw/MATH5315/processors.shtml. )
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n # op. Pers. Comp. | Workstation Mainframe Supercomp.
4400 Mflops | 5200 Mflops | 4000 Mflops | 15238 Mflops

5 720 1.6 x 107 sec. | 1.4x 1077 sec. | 1.8 x 1077 sec. | 4.7 x 1078 sec.

10 | 3.99 x 107 | 9.1 x 1073 sec. | 7.7 x 1073 sec. | 9.9 x 1073 sec. | 2.6 x 103 sec.

20 | 5.1 x 1019 367 anni 310 anni 404 anni 106 anni

Tabella 2.1: Tempo richiesto per risolvere un sistema di equazioni con il
metodo di Cramer su calcolatori con differenti velocita operative.

dell’elevata complessitd computazionale®.
Appare evidente che il metodo di Cramer non costituisce uno strumento effettivo per
la risoluzione di un sistema lineare, ovvero non consente di ottenere una risposta al
problema in esame, in quanto l'espressione della soluzione fornita dal metodo non puo
essere valutata nella pratica. Di conseguenza anche la valutazione del determinante del-
la matrice dei coefficienti per stabilire 'unicita della soluzione non € applicabile nella
pratica.

In conclusione, la regola di Cramer fornisce una rappresentazione della soluzione e

| Processore | Marca | Clock (MHz) | Peak (Mflops) |

Alpha 21264b | Compaq 833 1666
UltraSPARC III SUN 900 1800
MIPS R12000 SGI 400 800
PA-8700 HP 750 3000
Power3-11 IBM 450 1800
Pentium IV Intel 1700 1700
Pentium IIT Intel 1000 1000
Athalon AMD 1330 1330
PowerPC G4 Apple 733 2932

Nella tabella si & indicato, in particolare, con peak, il peak performance (picco di prestazione) di
un processore, ovvero il numero massimo operazioni floating point al secondo, che il processore puo
raggiungere in circostanze ”ideali”, mentre clock indica la frequenza di clock.

Nuovi processori sono, costantemente, in evoluzione; per aggiornamenti si puo fare riferimento, ad
esempio, ai siti:

http://www.aceshardware. com
http://www.al-electronics.co.uk/index.html
http://www.chipanalyst.com/

°In particolare si parla di complessita non polinomiale (NP)
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non uno strumento effettivo di calcolo! Cié che invece si sta cercando ¢ un metodo
“costruttivo”, ovvero che consenta di risolvere in maniera effettiva un sistema lineare,
intendendo con questo che:

e si possa fare uso, nella sua applicazione, degli strumenti di calcolo disponibili
(calcoli a mano, calcolatrici, calcolatori, ...);

e abbia una complessita di tempo “accettabile”, ovvero coerente con lo strumento di
calcolo utilizzato ed adeguata sia al problema che si sta risolvendo sia allo scopo
per cui si sta risolvendo il problema;

e richieda una complessita di spazio “ammissibile”, sempre in relazione allo stru-
mento di calcolo.

Per arrivare a determinare un tale metodo, si puo seguire un ragionamento che
parte dalla individuazione di metodi per la risoluzione di sistemi di equazioni lineari
“semplici”.

2.4 Metodi di back e forward substitution

Quali sistemi sono “semplici da risolvere”?

& Esempio 2.7. Si vuole risolvere il sistema:
756‘1 =3
6.5.’[72 =2
—8.’L'3 =14

In questo caso la forma del sistema suggerisce in modo evidente il metodo di risoluzione che consiste
nel:

1. calcolo di z; dalla I equazione

o =2
1=
2. calcolo di x4 dalla IT equazione
2 4
2765 13
3. calcolo di z3 dalla ITT equazione
U S ¢
PT84
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Figura 2.4: Sistema diagonale

Definizione 2.4. (Sistema Diagonale)
Un sistema lineare del tipo:

.
a;1%; = b,
A2 2T2 = by
< a3,3%3 = b3
L pndn = bn
mceuta;; =0,81#7 econt,j=1,...,n, definisce un sistema diagonale.
5] ’ ’ ) ) 16y

La soluzione di un sistema diagonale € data da:
xi:bi/ai,i, i:1,...,n

sea;; #0peri=1,...,n. Il numero di operazioni richieste per il calcolo della soluzione
e, evidentemente,

Taiag(n) =mn flop

OvVvero:
Tiiag(n) = O(n)

Un sistema diagonale puo essere rappresentato graficamente nel modo rappresentato in
Figura 2.4.

Si osservi che una matrice avente la struttura della matrice dei coefficienti di un
sistema diagonale, e detta matrice diagonale. In generale, la struttura di una matrice
diagonale ¢ la seguente:

ai1 0 0
0 aza ... 0
0 as,3 0
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Ad esempio la matrice:

50 0 0
02 0 0 .

A= ¢ —74 o |0 A=diag(52,=741)
00 0 1

€ una matrice diagonale.

Vi sono altri sistemi “semplici” da risolvere.

& Esempio 2.8. Si voglia risolvere il sistema di equazioni lineari:

2r1 + 2z2 + 43 =5
Txe + 1lxg =

Anche in questo caso la forma del sistema suggerisce direttamente un metodo di risoluzione che consiste
nei passi seguenti:

1. calcolo di z3 dalla III equazione
x3 =2/2=1,;
2. calcolo di z» dalla IT equazione (utilizzando per z3 il valore calcolato al passo 1)

8—1lz; 8-11x1 -3
T T T

o =

3. calcolo di z; dalla prima equazione (utilizzando per z3 e x5 i valori calcolati ai passi precedenti)

poo B2 —dmy 5-2x(23/7)—4x1_13
1: = = —

2 2 14°

Tale metodo & detto metodo di sostituzione all’indietro (back-substitution) in virtd del modo e
dell’ordine in cui le incognite sono calcolate. Il numero di operazioni effettuate per risolvere il sistema
in esame eé:

e passo 1  1flop
e passo 2 3flop
e passo 3 Sflop

e quindi, in totale:

9 flop.
In maniera analoga il sistema:
23}1 =4
3r1 + 2z9 =
1 + 222 — 3zz =1

puo essere risolto applicando il metodo seguente:
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. calcolo di z; dalla I equazione

4

. calcolo di x5 dalla IT equazione (utilizzando per z; il valore calcolato al passo 1)

_5-3m _5-3x2 1
-2 2 -2

T2

. calcolo di z3 dalla III equazione (utilizzando per z; e x2 i valori calcolati ai passi precedenti)

1—2; — 2z 1-2-2x(~=1/2
T3 = xi?) T2 _;( /):0.

Il metodo precedente & detto metodo di sostituzione in avanti (forward-substitution).

Anche in questo caso il numero totale di operazioni effettuate e:

9 flop.
[ ]
In generale ¢ possibile dare la seguente:
Definizione 2.5. (Sistema triangolare superiore)
Un sistema lineare del tipo:
( U111 + U1eT2 + U1 3T3  + + uipT, =b
U2’2$2 -+ U273$3 s ... + U;Q’n.Tn = b2
4 u33T3 + + Usn®n =by (2.2)
L Unndn = bn

incuiu;; =0sei>7, coni,j=1,...,n, edetto triangolare superiore.

Un sistema lineare triangolare superiore del tipo (2.2) puo essere anche indicato nella
forma compatta:

con:

Uxr=1b
uy,1 U2 U3 ... Ulp
U2 U23 ... Uznp

U = U3z ... U3y (2.3)
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Figura 2.5: Sistema triangolare superiore

Un sistema triangolare superiore e rappresentato graficamente in Figura 2.5.
Una matrice del tipo (2.3), in cui sono nulli tutti gli elementi del triangolo inferiore,
ovvero:

Ui,j:O se 1> j

e detta triangolare superiore.
Ad esempio la matrice:

1 3 7 —4
0583 8 26
U= 0 0 6 O
0 0 0 -1

e triangolare superiore.

La soluzione di un sistema triangolare superiore pué essere ottenuta mediante il metodo
di back-substitution che calcola:

e dalla n-ma equazione

bn
Tn = ;
Un,n
e dalla 7-ma equazione, peri=n—1,n—2,...,1
Ti = (bi = Uiir1 " Tiv1 — Ui " Tigg — o — Uip * Tn)[Usj =

= (bi — D% —ip1 ik " Th) /Ui

E evidente che il metodo di back-substitution risulta applicabile se w;; # 0, per ¢ =
1,...,n.
Il numero di operazioni effettuate e:
1 flop per il calcolo di z,
3 flop per il calcolo di z,_1
5 flop per il calcolo di x,_»
2(n—1)+1 flop perilcalcolodiz;, i=n—3,...,1
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e quindi, sommando tutti i precedenti termini si ha:
1+3+5+...+2(n—1)+1 flop=n’ flop

da cui possiamo concludere che la complessita computazionale del metodo di back-
substitution, applicato ad un sistema triangolare superiore, é:

Complessita di tempo Ty,(n) = n?
Complessita di spazio Sj,(n) = n? + 2n
0, in termini asintotici:

Tis(n) = O (n?) (2.4)

Sps(n) = O (n?)

Analogamente e possibile dare la seguente:

Definizione 2.6. (Sistema triangolare inferiore)
Un sistema lineare del tipo:

( l1,1$1 =b
lojze 4+ o279 = by
{ bazy + lpze + 332 =bs (2.5)
L ln,lxl + ln,2x2 + ln,3x3 Sy + ln,n:rn = bn
incutly; =0 sei < j, coni,j=1,...,n, ¢ detto triangolare inferiore.

Analogamente, considerato un sistema triangolare inferiore del tipo (2.5), esso puo essere
scritto nella forma:

Lx=Db
con:
lia
log oo

L= lagg [32 I33 (2.6)

ln,l ln,2 ln,3 ln,n



192

Figura 2.6: Sistema triangolare inferiore

Un sistema triangolare inferiore e rappresentato graficamente in Figura 2.6.

Una matrice del tipo (2.6), in cui sono nulli tutti gli elementi del triangolo superiore,
ovvero

l,-,j:0 se 1< ]

e detta triangolare inferiore.
Ad esempio la matrice:

3.3

N Oy © O
o O O O

-1 3.5

€ una matrice triangolare inferiore.

La soluzione di un sistema triangolare inferiore pué essere calcolata mediante il metodo
di forward-substitution che calcola:

e dalla I equazione

b
T = E;
e dalla 7-ma equazione, per i = 2,3,...,n
xr; = (bi - li,l * T — li,2 Ty — ... — li,i—l ‘xi—l)/li,z’ =
= (bz’ - 22;11 li,k : »"Ulc)/li,i-
Anche in questo caso il metodo e applicabile nell’ipotesi che /;; #0 per i =1,2,... ,n.

Con un procedimento analogo a quello utilizzato per valutare il numero di opera-
zioni aritmetiche richieste dal metodo di back-substitution, si ricava che il metodo di
forward-substitution, applicato ad un sistema triangolare inferiore di ordine n, ha una
complessita computazionale:
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Complessita di tempo Ts(n) = n?
Complessita di spazio Sys(n) =n?+ 2n
0, in termini asintotici

Tfs(n) =0 (nQ)

Sy(n) = O (n?)

Gli algoritmi di back-substitution e forward-substitution sono riportati rispettivamente
nella Procedura 2.1 e nella Procedura 2.2.
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procedure backsub (in: u, b, n; out: )
/# SCOPQO: Risoluzione di un sistema triangolare superiore.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }
var: u(n,n) :reale { matrice del sistema }
var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: z(n) : reale  { wettore delle soluzioni }

{ del sistema }
/# VARIABILI LOCALI:

var: 1, ] : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:
z(n) := b(n)/u(n,n)
fori=n—1to 1l step —1
z (1) = b(7)
for j=i+1ton
(1) := z(2) — u(i, j) * z(j)
end for
end for
end backsub

Procedura 2.1: Backward-substitution - schema generale
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procedure forwsub (in: [, b, n; out: x)
/# SCOPO: Risoluzione di un sistema triangolare inferiore.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }
var: [(n,n) :reale { matrice del sistema }
var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: z(n) :reale { vettore delle soluzioni }

{ del sistema }
/# VARIABILI LOCALI:

var: i, ] . interi
/# INIZIO ISTRUZIONI:
2(1) = b(1)/1(1,1)

for:=2ton

x(3) = b(3)

for j=1to1—1
(1) := z(i) — 1(4, 5) * =(j)

end for
x(1) :=x(2)/1(7,7)
end for

end forwsub

Procedura 2.2: Forward-substitution - schema generale

Si osservi che sia il metodo di back -substitution sia quello di forward-substitu- tion
richiedono, per la valutazione dell’incognita generica x;, rispettivamente per i = n —
1,...,1eperi=2,...,n, il calcolo di una somma di termini, ciascuno dei quali e il
prodotto di un coefficiente della i-ma equazione per una incognita il cui valore & stato
gia calcolato. Il risultato di tale somma costituisce il prodotto scalare di due vettori. In
particolare:
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i+1

HINNRRERRRRRNANN i+1

Figura 2.7: Sistema triangolare inferiore

e per il metodo di back-substitution ( Figura 2.7 ) si ha:

n

Z Ui T = (Uiit1 Yiit2 - - Uin)(Tit1 Tivz ... Tn)
k=i+1

e per il metodo di forward-substitution ( Figura 2.8 ) si ha:
i—1
Zli,kxk = (li,l li,g D, . lz’,i—l)(xl To ... .’L'Z‘_l)T
k=1

Quindi, il prodotto scalare di due vettori costituisce I’operazione di calcolo matriciale
alla base dei metodi di back e forward-substitution.

L’applicazione dei metodi di back e forward-substitution ad un sistema triangolare,
rispettivamente superiore ed inferiore, richiede, ad ogni passo, una divisione per un
elemento della diagonale, per cui e necessario chiedersi se tali elementi siano tutti distinti
da zero. La risposta a tale quesito si ottiene osservando che il determinante di una
matrice T' = (t; ;), con i,j = 1,...,n, triangolare (inferiore o superiore) & espresso da:
det(T) =t -ty tnn.

Poiché, assegnata una matrice 7' di dimensione n, si ha:

T non singolare <= det(T") # 0
se T ¢ una matrice triangolare, si ottiene:

T triangolare non singolare <=t¢;; #0 Vi =1,... ,n.
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Figura 2.8: Sistema triangolare inferiore

Quindi, dato un sistema di ordine n, T'x = b, con 1" triangolare non singolare, si ha che
gli elementi diagonali di 7" sono non nulli, e cido permette di applicare il metodo di back
o forward-substitution®.

Si supponga, ora, di avere un sistema 7'x = b di ordine n, con 7" triangolare superiore
singolare. In tal caso si ha che det(T") = t11t22--.tn, = 0 € pertanto 7" ha almeno un
elemento diagonale nullo, ovvero si ha almeno per un indice 7 tale che ¢;; = 0. Allora la
1—ma equazione del sistema risulta:

0x; + tii1Tiv1 + LiitoTiga + ... + LinTn = b
Da cié si ricava che:

e se il sistema e compatibile ma indeterminato, e quindi ammette infinite soluzioni,
si ha:

n
Ti:bi— E ti’kxk:()
k=141

( r; si dice resto della i-ma equazione ) cioé la i—ma equazione ¢ verificata per
qualsiasi valore di z;. Una delle infinite soluzioni si ottiene assegnando un valore
a scelta a x; ( ad esempio x; = 0 ) e proseguendo nell’applicazione del metodo di
sostituzione;

e se il sistema € incompatibile risulta:
T; 7é 0

e I’applicazione del metodo di sostituzione termina.

6 Analoghe considerazioni sussistono per un sistema diagonale.
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Occorre osservare, comunque, che la prima proprieta descritta, non si inverte. Piu in
dettaglio, puo verificarsi che la matrice sia singolare, con, in particolare, t;; = 0 e
r; = 0, per un generico 7, ma il sistema risulti incompatibile piuttosto che compatibile
ma indeterminato. Ad esempio, se

1 00 00O 1

21 0 0 00O 3

1 1.0 0 0 O 2
T=143210 0 e b= 10

54 3 21 0 15

6 5 4 3 2 0 10000

il sistema,
Ter =15

e caratterizzato da T singolare, ed inoltre, per ¢ = 3, t33 = 0 e r3 = 0; scegliendo z3 = 0,
procedendo nei conti si trova

1'.’1?1 =1
2-71+m3 = 3=>10=1
T+ +0-23 = 2=1r3=0;

il sistema non ha soluzione!!

Quindi, concludendo, le condizioni ¢;; = 0 e 7; = 0 non sono sufficienti per affermare
che il sistema e compatibile ma indeterminato. Per queste considerazioni, allora, risulta
preferibile terminare, utilizzando un opportuno indicatore di errore, ’esecuzione del-
I’algoritmo, per la risoluzione di un sistema che presenta tali caratteristiche, potendo,
quest’ultimo, risultare incompatibile.

Pertanto, 'applicazione di un metodo di sostituzione non consente di stabilire se un
sistema triangolare risulta compatibile ma indeterminato oppure incompatibile. Ci si
aspetta, quindi, di ricavare una soluzione solo nel caso in cui questa sia unica.

Per quanto descritto € possibile modificare la Procedura 2.1 ottenendo la Procedura
2.3 che effettua un controllo sulla singolarita del sistema 2.2. Considerazioni analoghe
sussistono per il sistema triangolare inferiore (2.6), per il quale & possibile modificare la
Procedura 2.2 nella Procedura 2.4.
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procedure backsub (in: u,b,n ; out: x,comp)
/# SCOPO: Risoluzione di un sistema triangolare superiore.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }

var: u(n,n) :reale { matrice del sistema }

var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: z(n) : reale  { vettore delle soluzioni }
{ del sistema }

var: comp : logical { vera se il sistema é }

{ determinato }
{ falsa se il sistema ¢, }
{ o potrebbe essere, incompatibile }

{ o compatibile ma indeterminato }

/# VARIABILI LOCALI:

var: i, ] . interi
var: r : reale
/# VARIABILI LOCALI:
var: i, ] . interi
var: r : reale

/# INIZIO ISTRUZIONI:

comp = true {sistema compatibile}
if (u(n,n) # 0) then

z(n) := b(n)/u(n,n) {calcolo di z(n)}
else if (b(n) = 0) then

z(n) =0 {il sistema potrebbe essere incompatibile}

comp := false {0 compatibile ma indeterminato}
else

Procedura 2.3: Backward-substitution con controllo della singolarita - continua
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comp = false {sistema incompatibile}
end if
1:=n-—1
while (i # 0 and comp) {ciclo sugli z(i)}
r:=b(i)
forj=i+1ton {calcolo del resto}
ro=r—u(i,j) *z(j)
end for
if (u(7,i) # 0) then
x(2) = r/u(i, i) {calcolo di z(i)}

else if (r = 0) then

z(i) :=0 {il sistema potrebbe essere incompatibile}

comp = false {o compatibile ma indeterminato}
else
comp := false {sistema incompatibile}
end if
1:=1—1
end while

end backsub

Procedura 2.3: Backward-substitution con controllo della singolarita - fine
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procedure forwsub(in: /,b,n ; out: z,comp)
/# SCOPO: Risoluzione di un sistema triangolare inferiore.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }

var: [(n,n) :reale { matrice del sistema }

var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: z(n) :reale { vettore delle soluzioni }
{ del sistema }

var: comp : logical { vera se il sistema é }

{ compatibile }
{ falsa se il sistema ¢é }
{ o potrebbe essere, incompatibile }

{ o compatibile ma indeterminato }
/# VARIABILI LOCALI:

var: i, j : interi

var: r : reale

/# INIZIO ISTRUZIONI:

comp = true {sistema compatibile}
if (I(1,1) #0) then
z(1) == b(1)/1(1,1) {calcolo di z(1)}
else if (b(1) =0) then
z(1):=0 {il sistema potrebbe essere incompatibile}
comp := false {0 compatibile ma indeterminato}
else
comp := false {sistema incompatibile}
end if
1:=2
while (i < n and comp) {ciclo sugli (i)}
r = b(1)

Procedura 2.4: Forward-substitution con controllo della singolarita - continua



202

for j=1toi—1 {calcolo del resto}
reo=r—1(i,7) * z(j)

end for

if (1(¢,4) # 0) then
x(2) :==r/l(i,1) {calcolo di z(i)}

else if (r = 0) then
z(i) := 0 {il sistema potrebbe essere incompatibile}
comp := false  {o compatibile ma indeterminato}
else
comp = false {sistema incompatibile}

end if
1:=1+1

end while

end forwsub

Procedura 2.4: Forward-substitution con controllo della singolarita - fine

2.5 Metodo di Eliminazione di Gauss

2.5.1 Derivazione elementare del metodo di Gauss

Nel paragrafo precedente si ¢ visto che per la risoluzione di un sistema diagonale o trian-
golare superiore o inferiore si dispone di algoritmi “semplici”. Purtroppo, nella maggior
parte dei casi € necessario risolvere un sistema lineare che non e triangolare superiore o
inferiore.

Un approccio, frequentemente utilizzato in Analisi Numerica, per la risoluzione di un
dato problema e di trasformarlo in uno o piu problemi equivalenti di pii semplice
risoluzione.

Nel nostro caso 'idea e di operare sul sistema in modo da trasformarlo in un sistema
triangolare superiore (o inferiore) equivalente (ovvero che ammette la stessa soluzione).

& Esempio 2.9. Si consideri il sistema di equazioni:
26t — y
3z + y

La soluzione di tale sistema e data da x = 0.4,y = 1.8, coordinate del punto di intersezione delle due
rette ( Figura 2.9 ) . Come mostrato in Figura 2.10, il punto P(0.4,1.8) & anche punto di intersezione

-1

5 2.7)
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Figura 2.9: Rappresentazione grafica del sistema (2.7): la soluzione & data da = =
0.4,y = 1.8, coordinate del punto di intersezione delle due rette

di altre due rette, ovvero & soluzione di un sistema equivalente al (2.7):

2 - = -1
{ Ry (28)

che & un sistema triangolare! Ci si chiede quindi con quale metodo, a partire dal sistema (2.7) sia
possibile arrivare ad un sistema triangolare equivalente (2.8).

Lo scopo di tale metodo e l’eliminazione dell’incognita x dalla IT equazione, ovvero la sostitu-
zione della IT equazione con un’altra nella sola incognita y. Cié pud essere ottenuto combinando
opportunamente le due equazioni date. Per realizzare cio si eseguono le operazioni seguenti:

1. si moltiplica per 3/2 la I equazione:

3 3 3 3
—2 — = — . —1 —_—_Yy = ——:
52z —y)=g-(-1) =3z -gy=—3;

in tal modo si ottengono due equazioni aventi ugual coefficiente della z;
2. si sottrae la IT equazione dalla I e ’equazione che cosi si ottiene,

5 9

2/ = Ty
€ una equazione nella sola y che si considera come II equazione del sistema in luogo di quella
data.

Pertanto al termine delle operazioni suddette si ottiene il sistema:

2 — y =-1
y =9/5

che & un sistema triangolare superiore equivalente a quello dato; a tale sistema & applicabile ’algoritmo
di back-substitution.

&
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y 4

y=9/5

P(0.4,1.8)

Figura 2.10: Rappresentazione grafica del sistema (2.8), equivalente al (2.7)

Per illustrare I'idea alla base del metodo di Gauss, si consideri I’esempio che segue.

& Esempio 2.10. Dato il sistema di equazioni:

221 + 4my — 233 =
T — T2 + 0Tz =
45171 - ro — 2.7]3 =2
si ha:
passo 1.

scopo:

eliminare Uincognita 1 dalla II e III equazione (ovvero trasformare le ultime due equazioni che
contengono tre incognite, in due equazioni che contengono due incognite).

Per realizzare ci6 si sottrae da ciascuna di tali equazioni la I moltiplicata per un opportuno
fattore. In particolare si opera nel seguente modo:

e si moltiplica per 1/2 la prima equazione ottenendo:
T1 +2x9 —x3 = 3
e si sottrae tale equazione dalla seconda ottenendo
0x1 — 322 + 623 = —3;
e si moltiplica per 2 la prima equazione ottenendo:
41 + 8xy — 4wz = 12
e si sottrae tale equazione dalla terza ottenendo

0x1 — 729 + 223 = —10.
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Pertanto al termine del passo 1. si ottiene il seguente sistema equivalente a quello assegnato:

227 + 4xy — 2x3 =6
- 3.’1)2 + 6.’173 =-3
— Tzoy + 2x3 =-10

passo 2.

scopo:

eliminare xo dalla III equazione del sistema ottenuto (ovvero trasformare I'ultima equazione che
contiene due incognite, in una equazione che contiene una sola incognita).

Per realizzare cio si applica al sistema costitutito dalle ultime due equazioni, lo stesso procedi-
mento effettuato al passo 1. sull’intero sistema. Pertanto:

e si moltiplica per 7/3 la seconda equazione, ottenendo:
—Txo + 1423 = =7,
e si sottrae questa equazione dalla terza ottenendo

0.’L'2 by 12.’133 =-3.

Al termine di tale passo si ottiene, quindi, il seguente sistema equivalente ai precedenti:

221 + 4xy -— 23 =6
- 3(172 + 61}3 =-3
— 12.23‘3 = -3.

1l sistema ottenuto e triangolare superiore e quindi pud essere risolto applicando ’algoritmo di back-
substitution.

Si osservi che i fattori 1/2, 2 e 7/3, in virtd dell’uso che di essi viene fatto, sono detti moltiplicatori e
sono dati dal rapporto tra il coefficiente dell’incognita che deve essere eliminata in una certa equazione
ed il coefficiente della stessa incognita nell’equazione che viene utilizzata per effettuare il procedimento
di eliminazione (nell’esempio, la I equazione al passo 1., la IT equazione al passo 2.).

Chiaramente, la fase di trasformazione del sistema eseguita mediante il metodo di eliminazione di
Gauss richiede un certo numero di operazioni. Nell’esempio considerato le operazioni effettuate sono le
seguenti:

e passo 1.
2 flop per il calcolo dei moltiplicatori;
6 flop per trasformare la II equazione;
6 flop per trasformare la ITI equazione.
® Dasso 2.

1 flop per il calcolo del moltiplicatore;
4 flop per trasformare la III equazione.

In totale quindi, il metodo di eliminazione di Gauss, applicato ad un sistema di ordine 3, richiede:

19 flop.
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Per ottenere la soluzione del sistema bisogna aggiungere, a tali operazioni, quelle richieste dal metodo
di back-substitution che, in particolare, per I’esempio in esame, sono:

9 flop.

Pertanto, per la risoluzione del sistema assegnato mediante il metodo di Gauss e di back-substitution
sono effettuate in totale:

19 flop +9 flop = 28 flop.
La risoluzione dello stesso sistema con il metodo di Cramer richiederebbe 20 A + 39 M, cio evidenzia

i vantaggi computazionali derivanti dall’applicazione del metodo di Gauss, gia per sistemi di ordine
n = 3. &

2.5.2 Descrizione generale del metodo di Gauss

Si consideri il caso generale della risoluzione del sistema:

Ax =10

con A matrice dei coefficienti del sistema:

1,1 ai,2 e A1,n
2,1 a2,2 e a2,n
A — - -
Op—11 Qp—1,2 --- Qp—1;n
a'n,l amg e an,n
T1 bl
) . . by . . . .
T = ] vettore delle incognite; b = . vettore dei termini noti.
Tn bn

Lo scopo del metodo di eliminazione di Gauss e quindi quello di trasformare il sistema,
di partenza, attraverso opportune combinazioni lineari delle equazioni, in un sistema
triangolare superiore (oppure triangolare inferiore)”.

Il metodo opera sulla matrice A e sul vettore b e consiste nei passi seguenti:

passo 1.
Scopo:

7Si illustra qui il caso di sistema triangolare superiore perche ¢ di uso prevalente nelle librerie di
software matematico.
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annullamento di tutte le componenti della I colonna di A, tranne ’elemento a; ;.

procedimento:
si sottrae dalla riga i-ma, per i = 2,3, ... ,n, laI riga della matrice A moltiplicata
per:
ai,1
m;1 = )
ai

dove il numeratore costituisce il coefficiente dell’incognita da eliminare ed il deno-
minatore ’elemento diagonale della colonna su cui si opera I’eliminazione. In tal
modo si ottiene

( a1 1,2 e Q1. \
a2,1 a2,1
0 a292 — w11 a2 ¥ o a2n — o a1n
AN = : : : =
an—1,1 _ Gn-11
0 ap—12— ars @12 o0 Gnoipn = T =01
On,1 _ Gn,1
\ 0 Un,2 — Eal,Q @00 Gn,n ai a1,n /
( ay1 a2 . Q1,n \
(1) (1)
0 asy v a4y,
(1 (1
0 anfl,Q CLnfl,n
(1) )
\ 0 Upo -+ Onn )

dove, relativamente agli elementi di A", I'indice in alto indica che essi hanno
subito una prima trasformazione; in particolare

e

i, = Q5 —My101,5, 1,] = 2, 3, IS

Analoga operazione va effettuata sul vettore dei termini noti. Pertanto si ha:

b = (b o o BT =
= (b, by— by [, by — =Ly, = Il
ai,1 a1 ai,1

ovvero:
B = b —my by, i=2,3,...,n.

A partire dalla matrice cosi ottenuta si ripete il procedimento.
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passo 2.
scopo:
annullamento di tutte le componenti della II colonna di AV al di sotto dell’ele-
mento al)
2,2°

procedimento:
si sottrae dalla riga i-ma, per i = 3,4... ,n, la I riga della matrice AM) moltipli-

cata per:

{ 1,1 Q12 413 G1,n \
0 ab) gy aj
0 0 af) as
A@) — .
2 2
0 0 a5121,3 an)l,n
\ 0 0 a,i?,, an%zl )
dove:

Operando allo stesso modo sul vettore b1 si ha:

e (S A N

dove:

5 = b0~ moh?, i=34,
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Procedendo analogamente, al generico passo k si ottiene la matrice:

1 1 1 1
0 af) ... o) d), ... laf)
k-1 k=1 k—1
U RIS o T s SRR
AV = 0 0 0 o™ al®)
k+1,k+1 " k+1,n
k k
0 0o ... 0 61151_)1’]9_1_1 asb—)l,n
k k
L0 0 .0 ol . )
ed il vettore
b8 = (b b b 5B b T
dove
) o eV i k1m0 = 0
b,(k) =b§k_l) _mi,kbl(ck_l)a i=k+1,...,n
con:
ag )
mi,k: (’kfl)’ ’I,:k+1,...,n.
Qg k

Il procedimento si ripete fino ad ottenere la matrice

( a11 Q2 @13 --. A1n \
1 1 1
0 aéj% ag,g ... ag,n
A(n—l) — 0 0 G,g?% e ag?n
\ 00 ... 0 alm Y

e, di conseguenza, il vettore
b0 = (b b5 B L. prT

con A1) matrice triangolare superiore.

209

(2.9)

(2.10)
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Figura 2.11: Algoritmo di eliminazione di Gauss: rappresentazione della matrice al
generico passo k

In Figura 2.11 & mostrata una rappresentazione della matrice dei coefficienti e del
vettore dei termini noti al passo k.

Si osserva che gli elementi della diagonale principale di A~ sono, nell’ordine, gli
a,(c]fk_ D di tutti i passi di eliminazione. Pertanto il metodo di eliminazione di Gauss per
un sistema di equazioni di ordine n termina dopo n — 1 passi. Il sistema triangolare
superiore A® Yz = b1 ottenuto all’ultimo passo & equivalente al sistema di partenza
e puo quindi essere risolto mediante 1’algoritmo di back-substitution. Un primo raffina-

mento dell’algoritmo di eliminazione di Gauss e riportato nella Procedura 2.5.

procedure gauss (in: a,b,n ; out: a)
var integer: k, n

var real: a[n,n|, bn]
fork=1ton—-1

passo di eliminazione
in colonna k

end for
end procedure gauss

Procedura 2.5: Algoritmo di eliminazione di Gauss - | raffinamento
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Per effettuare il passo di eliminazione in colonna k nella Procedura 2.5 € necessario
calcolare, per ogni riga ¢, i moltiplicatori m; (equazione (2.10)) e trasformare la riga
i-ma della matrice A*~Y (equazione (2.9)). Quindi un raffinamento dell’algoritmo nella
Procedura 2.5 e dato dall’algoritmo nella Procedura 2.6.

procedure gauss (in: a,b, n; out: a)
var integer: i, k, n
var real: a[n,n], b[n]
fork=1ton—-1

fori=k+1ton

calcolo del moltiplicatore m;

trasformazione i—ma riga di A*-"

trasformazione i—mo elemento di bk-1)

end for
end for
end procedure gauss

Procedura 2.6: Algoritmo di eliminazione di Gauss - Il raffinamento

A questo punto si osservi che, per effettuare le operazioni al passo k (costruzione di
A®) il metodo esposto richiede solo il risultato del passo precedente (la matrice A*—1)).
Discende da cio che 1’algoritmo puo operare su una unica struttura dati che al passo k
accogliera solo A®) . Questa proprieta dell’algoritmo, importante dal punto di vista della
complessita di spazio, viene sintetizzata dicendo che I'algoritmo ¢ in place. In pratica, gli
elementi modificati al passo k, ovvero gli ag;-) coni,j=k+1,...,nek=1,...,(n—1),

i . . . . . (k=1)
sono memorizzati al posto degli elementi corrispondenti a; ;
sono utilizzati solo per il calcolo degli agcj). Inoltre, tenendo presente che al passo k£ gli
elementi della k-ma colonna al di sotto della diagonale vengono annullati, e possibile
memorizzare su tali elementi i moltiplicatori m;,, ¢ = k +1,... ,n, calcolati al passo
k. La versione finale dell’algoritmo di eliminazione di Gauss ¢ quindi riportata nella

Procedura 2.7.

, in quanto, questi ultimi
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procedure gauss (in: a, b, n; out: a,b)

/# SCOPO: trasforma il sistema assegnato in uno
triangolare superiore equivalente.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }

var: a(n,n) :reale { matrice del sistema }

var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: a(n,n) :reale { matrice del sistema }

{ triangolare superiore }

var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }
{ del sistema triangolare }
{ superiore }

/# VARIABILI LOCALI:

var: 1,7,k : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:

fork=1ton—1 {ciclo sui passi}
fori=k+1ton
a(iy k) :=a(isk)/a(k, k) {calcolo moltiplicatori}

for j=k+1ton
a(i, j) := a(i,j) — a(i, k) x a(k, 5)
{trasf. mat. attiva}
end for
b(i) :=b(i) — a(i, k) * b(k) {trasf. termini noti}
end for
end for
end gauss

Procedura 2.7: Algoritmo di eliminazione di Gauss - versione finale

Si osservi infine che la modifica della i-ma riga e effettuata mediante un’operazione
tra vettori del tipo sazpy

y=y+oazx
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k+1

Ak, k

k-ma riga=x
k+1

Q
I
|

3

i-ma riga=y

Figura 2.12: Operazione sazpy tra la k-ma e la i-ma riga di A®)

Nel caso in esame il vettore y & costituito dagli ultimi (n — k) elementi della i—ma riga
di A®=1 il vettore x dagli ultimi (n — k) elementi della k—ma riga di A* Y e o ¢ il
moltiplicatore m;; cambiato di segno, come illustrato nella Figura 2.12.

2.5.3 Complessita di tempo e di spazio dell’algoritmo di elimi-
nazione di Gauss

Il metodo di eliminazione di Gauss consente, come si ¢ visto, di trasformare il sistema
di partenza in un sistema triangolare superiore di piut semplice risoluzione.

L’applicazione di tale metodo realizza quindi una fase di preprocessing del problema,
intendendo con cio che la sua applicazione ha lo scopo di trasformare il problema dato,
mediante opportune manipolazioni, in uno o pilt problemi pili semplici®. E necessario,
quindi, in generale, valutare il costo computazionale della fase di preprocessing e il
costo richiesto dal metodo (o dai metodi) successivamente applicati ai problemi piu
semplici ottenuti, in modo da verificare sia la validita dell’utilizzo del preprocessing, sia
la convenienza dell’utilizzo di tale strategia considerando anche lo scopo per il quale &
richiesta la soluzione del problema assegnato.

Per stimare la complessita di tempo dell’algoritmo di eliminazione di Gauss si cominci
con 'osservare, ad esempio, che al passo 1. per annullare gli elementi della I colonna di
A, escluso a1, bisogna effettuare le operazioni seguenti:

m;1 = ai,l/ch,l, L=2,00,m;

8Tale tecnica si ¢ sempre piu diffusa per la risoluzione di una gran parte di problemi dell’Analisi
Numerica.
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Figura 2.13: Schema della matrice A dopo k passi dell’algoritmo di Gauss.
ai,j = ai,j —mi,lal,j, 1= 2, , 1, _] = 2, , 1

bi =bi —miaby, 1=2,...,n.
Pertanto il passo 1. dell’algoritmo di Gauss richiede:
e (n—1) flop per valutare i moltiplicatori;
e 2n(n — 1) flop per modificare la sottomatrice ed il vettore dei termini noti.

I passi successivi dell’algoritmo eseguono le stesse operazioni ma su matrici (e vettori)
che diventano via via di dimensioni sempre pitl piccole (vedi Figura 2.13).

In particolare (vedi la Procedura 2.7), al passo k € necessario calcolare:
L mig =a;/akk, t=k+1,...,n;

2. a5 =a;; —migar;, t=k+1,...,n j=k+1,...,n;

3. b =b; —mbg, i=k+1,...,n.

Posto, quindi,:

si ha che al passo k£ sono richieste:
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e [ flop per il calcolo dei moltiplicatori;
e [[2(I+ 1) flop] per il calcolo degli a; ; e dei b;.

Pertanto la complessita di tempo dell’intero algoritmo di eliminazione di Gauss si ottiene
sommando il numero di operazioni aritmetiche richieste a ciascun passo k, per k =
1,...,n—1, e quindi:

n—1 n—1
D I +20(1+ 1)) flop] = [(1+2(1% + 1)) flop):
k=1 k=1
Essendo
n—1 n—1 n—1 ’I’L(TL _ 1) n2 —n
Zlflop:Z(n—k) flop:Ziflop: o flop = 5 flop,
k=1 k=1 i=1
e
n—1 n—1
2(° +1) flop =Y _2(i +1) flop =
k=1 i=1
_ _ 2 _ 3 _
5 [n(n 1)6(2n 1) L . n] Flop = 2(nTn) Flop

si ha che la complessita di tempo dell’algoritmo di eliminazione di Gauss, applicato ad
un sistema di ordine n e:
2(n® —n) n?—n

I
3 flop + S

La risoluzione del sistema triangolare superiore che si ottiene al termine dell’algo-
ritmo di eliminazione di Gauss richiede I’applicazione della back-substitution che ha com-
plessita di tempo O (n?). In definitiva, dunque, la risoluzione di un sistema di equazioni
lineari di ordine n mediante ’algoritmo di eliminazione di Gauss e di back-substitution
ha una complessita di tempo:

TGauss (7'1,) =

flop=0 (n3) )

TGauss—l—Back (’I’L) =0 (Tbs) .

Il confronto tra la complessita del metodo ora esposto e del metodo di Cramer mostra
la sostanziale differenza esistente tra i due metodi in termini di numero di operazioni e,
quindi di tempo di esecuzione richiesto.

Per quanto riguarda la stima dello spazio di memoria richiesto dall’algoritmo di
eliminazione di Gauss, si € gia osservato, nel paragrafo precedente, che gli elementi
calcolati al passo k possono essere memorizzati sugli elementi di ugual posto ottenuti al
passo k — 1. Pertanto la complessita di spazio dell’algoritmo di eliminazione di Gauss,
per una matrice di ordine n é:

Saauss(n) = n(n + 1) = O(n?).
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| n=100 | #oper. = 681550 |
‘ ‘ Tempo di esec. ‘ Mflops ottenuti ‘
Pers. Comp. | 3.5 x 10 * sec. | 1911 (4400)

Workstation | 2.3 x 107* sec. | 2899 (5200)
Mainframe | 1.9 x 107* sec. | 3534 (4000)
Supercomp. | 6.3 x 107" sec. | 10780 (15238)

Tabella 2.2: Tempi di esecuzione e Mflops (10° oper. floating-point al sec.)
ottenuti per la risoluzione di un sistema di equazioni lineari di ordine n = 100
con il metodo di Gauss e di back-substitution su vari calcolatori. Il numero
di operazioni effettuate e 681550.

Infine, nella Tabella 2.2 sono riportati, per il calcolo della soluzione di un sistema
lineare di ordine 100 mediante ’algoritmo di eliminazione di Gauss e ’algoritmo di
back-substitution implementati nella libreria di software matematico Linpack® il tempo
di esecuzione richiesto e la velocita operativa raggiunta sui quattro calcolatori gia con-
siderati nella Tabella 2.1 (per una valutazione dell’efficienza del metodo di Cramer). Si
noti che la massima velocita operativa in realta ¢ puramente teorica (o indicativa delle
potenziali prestazioni del calcolatore) e nella pratica solo in alcuni casi ci si avvicina ad
essa. Si ricordi che il numero totale di operazioni richiesto dall’implementazione degli
algoritmi suddetti e :

nd n?
R S L
3+ 2

2 7-%flop

I tempi riportati nella tabella precedente confermano che, a differenza del metodo di
Cramer, il metodo di eliminazione di Gauss unitamente al metodo di back-substitution
costituisce uno strumento effettivo, dal punto di vista computazionale, per la risoluzione
di un sistema di equazioni lineari.

9Benché tale libreria si sia evoluta nella libreria LAPACK alla luce delle nuove architetture vettoriali
e piu in generale a memoria gerarchica, essa rimane comunque un punto di riferimento per misurare
le prestazioni dei calcolatori, al punto che le routine della libreria Linpack sono ancora utilizzati per
misurare le prestazioni dei calcolatori. Tali test sono noti come Linpack benchmark e sono diventati
uno vero e proprio standard de facto. Un’ulteriore evoluzione ha condotto alla libreria ScaLAPACK
(or Scalable LAPACK), che include un sottoinsieme di routines LAPACK ridisegnate per macchine
parallele a memoria, distribuita MIMD.
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2.5.4 Strategia del pivoting nell’eliminazione di Gauss

Un problema da affrontare nell’algoritmo di eliminazione di Gauss riguarda la possibilita
che ad un certo passo k, per k = 1,...,n — 1, '’elemento a,(clf,zl) sia nullo. Se una tale
eventualita si verifica non risulta possibile definire i moltiplicatori m;y in quanto ci si
troverebbe ad effettuare una divisione per zero.

& Esempio 2.11. Si consideri il seguente sistema:

—2x1 + 4xs — 2m3 — 6xy =4
3.’81 - 61’2 + 61‘3 + 10.’L‘4 =-1

—2x1 + 6z — x3 + Ty =
201 — dxs + 43 + 8xs =-3

la cui soluzione & il vettore z = (1 1 2 —1).
Applicando il passo 1. dell’algoritmo di eliminazione di Gauss al sistema in esame si ottiene:

e may=-3/2;m31 =1 my; =—1,€
-2 4 -2 -6 4
1) _ 0 0 3 1 (1) 5
A o 2 1 7 |i° 3
0 -1 2 2 1

Si osservi che l’elemento ag’% vale zero, pertanto non & possibile definire i moltiplicatori ms, e

my,> che richiederebbero una divisione per un elemento nullo. Quindi anche se il sistema assegnato
ammette soluzione (la matrice A & non singolare), essa non puo essere calcolata applicando I’algoritmo
di eliminazione di Gauss nella formulazione proposta nel precedente paragrafo. Come si puo ovviare a
tale inconveniente? La “naturale” strategia consiste nello scambiare la II riga di A®) con la III o con
la IV riga in modo che ’elemento diagonale della II riga sia diverso da zero ed applicare il passo 2.
dell’algoritmo di eliminazione di Gauss alla matrice cosi ottenuta; cio ¢ lecito in quanto scambiare le
righe equivale a scrivere le equazioni in ordine differente e questo, ovviamente, non altera la soluzione
del sistema. Infatti, scambiando la IT e la III riga si ottiene:

-2 4 -2 -6

1 _ 0 2 1 7
A 0 0 3 1
0o -1 2 2

Il nuovo elemento diagonale della seconda riga & ora diverso da zero, e quindi si puo applicare il passo
2 dell’algoritmo di eliminazione di Gauss ottenendo:

e mgo=0; myo=—1/2,¢
-2 4 =2 —6 4
2 0 0 3 1 ; b 5
0 0 5/2 11/2 ~1/2

Poiché ag% = 3 # 0 si esegue 'ultimo passo dell’algoritmo di eliminazione di Gauss che conduce a:
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® My3 = 5/67
-2 4 -2 -6 4
3) _ 0o 2 1 7 . @) — -3
A 0o 0 3 1 ; b 5
0 0 0 14/3 —14/3

Pertanto al termine del procedimento ora descritto si ottiene il sistema triangolare superiore
equivalente a quello dato

21 + 4x9 — 213 — 6y =4
2xy  + r3 + Try = -3
3r3 -+ ry =5

14/3z4 = —14/3

La soluzione di tale sistema, e quindi del sistema di partenza, calcolata con l'algoritmo di back-
substitutione z = (1 1 2 —1). &

L’esempio considerato mostra che e sempre “possibile” e qualche volta “necessario”
scambiare le equazioni del sistema quando si applica ’algoritmo di eliminazione di Gauss.

Una questione fondamentale da affrontare nella valutazione della effettiva applica-
bilita di un algoritmo, oltre alla sua efficienza computazionale, riguarda il suo com-
portamento rispetto alla propagazione degli errori di round-off derivanti dall’utilizzo
di un sistema aritmetico floating-point a precisione finita. In altre parole, si pone il
problema di determinare se ’algoritmo € stabile (o instabile), ovvero se le operazioni che
lo costituiscono non amplificano (o amplificano) gli inevitabili errori di round-off della
computazione.

& Esempio 2.12. 1l sistema:

{0.0001 z + y =1 (2.11)

zr + y =2
ha la seguente soluzione (arrotondata a 5 cifre significative):
x =1.0001; y =.99990.
Utilizzando un sistema aritmetico floating-point caratterizzato dai parametri:
8=10; t=3; Emnmin = —6; Enmes =6,
I’algoritmo di eliminazione di Gauss applicato al sistema dato fornisce il risultato
z=0;y=1

che ¢ evidentemente errato!
Si osservi che se si scambiano le equazioni del sistema, ottenendo

z + y =2
0.0001 = + y =1,
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e si applica l'algoritmo di eliminazione di Gauss, utilizzando il sistema aritmetico floating-point a
precisione finita precedente, si ha il risultato:

che € una approssimazione accettabile della soluzione.

Per spiegare il verificarsi di tali situazioni si osservi che nel sistema aritmetico floating-point a precisione
finita considerato, 'applicazione del passo 1. dell’algoritmo di eliminazione di Gauss al sistema (2.11)
conduce a:

o myy =ayi/ar; = (100 x 10)/(.100 x 10~3) = .100 x 10%;
o ai) = az2 —maa1s = .100 x 10" — (.100 x 10°) x (.100 x 10') = .00001 x 10°
—.100 x 10% ~ —.100 x 10%;
o b = by —my by =.200 x 10" — (.100 x 10%) x (.100 x 101) = .00002 x 10> — .100 x 105 ~
—.100 x 10°.
Quindi:

4 — ( 100 x 1072 .100 x 10t ) B .100 x 10!
- 0 —.100 x 10 —\ —.100x 10° /-

Si noti che il sistema Az = b)) non & equivalente al sistema (2.11), infatti la sua soluzione & z = 0,
y = .100 x 10!. Se si scambiano le equazioni del sistema

{ T o+ y =2
00001 z + y =1
e si applica I’algoritmo di eliminazione di Gauss si ha:

e my1 =as;1/a1, = (-100 x 1073)/(.100 x 10) =.100 x 1073;

o aY) = azp —ma a1 = .100 x 10* — (100 x 10~3) x (100 x 10') = .100 x 10" —.0000L x

10! ~ .100 x 10%;

o b =by—mo by = .100x 101 =(.100x 10~3) x (.200x 10) = .100x 101 —.00002x 10! ~ .100x 10%;

quindi

4 _ ( 100x 10" 100 x 10" p0) _  -200x 10!
B 0 100 x 10" )7 ~\ 100 x 10

e la soluzione di ANz =b) & z =1, y = 1, ed & un’approssimazione accettabile della soluzione del
sistema( 2.11).
)

Si noti anche che nella matrice A, prodotta dall’applicazione dell’algoritmo di eli-
minazione di Gauss al sistema dato, gli elementi sono di ordini di grandezza diversi tra
loro, mentre nella matrice A, generata dall’algoritmo di eliminazione di Gauss appli-
cato al sistema dopo lo scambio delle equazioni, essi sono omogenei tra loro, evitando
cosi moltiplicatori molto grandi in modulo. Inoltre, I’elemento di massimo modulo di
quest’ultima matrice & molto piu piccolo di quello della prima matrice A®) considerata.
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Da quanto detto, quindi, si puo concludere che ’algoritmo di eliminazione di Gauss &
instabile a causa della possibilita di avere divisori “molto piccoli”.

L’esempio precedente mostra che I'algoritmo di eliminazione di Gauss “fallisce” anche
quando un elemento diagonale & “molto piccolo” (nel sistema floating-point considerato)
rispetto agli altri elementi della matrice; infatti I'algoritmo in presenza di elementi dia-
gonali “piccoli” amplifica gli errori di round-off. Tale affermazione puo essere derivata,

k
in maniera intuitiva!?, dall’osservazione che nell’espressione per il calcolo degli af J),

ag;)—a(,kg ) mzkagck] )’ i=k+1....n j=k+1,...,n

viene effettuata una moltiplicazione tra il moltiplicatore ed un elemento della matrice
ottenuta al passo precedente su cui sono state gia effettuate £ — 1 trasformazioni. Piu
e grande il moltiplicatore, ovvero piu e picecolo I'elemento diagonale che lo ha generato
maggiore ¢ I’amplificazione dell’errore di round-off presente nell’elemento a,(ck . Cio si
puo constatare dall’esempio considerato, non scambiando le equazioni, in cui 11 moltlph—
catore mgy; & uguale a .100 x 10°, in virtd della divisione per a;; = .100 x 102, viene
moltiplicato per a; 2 = 1 e per la sua grandezza provoca un fenomemo di perdita di cifre
nella sottrazione con ag .

L’esempio ora considerato suggerisce anche una strategia per controllare I’amplifica-
zione degli errori di round-off nell’algoritmo di Gauss.

L’obiettivo ¢ avere ad ogni passo moltiplicatori m;, che siano in valore assoluto
minori di uno, in maniera tale che nella moltiplicazione di ciascun moltiplicatore per
il relativo a,(:fj_ Y non si abbia amplificazione dell’errore di round-off presente in questo
elemento. L’idea di base & quindi riorganizzare, ad ogni passo k, la matrice A®) in
modo da avere un elemento diagonale “non nullo” e tale che i moltiplicatori m; ; che
si calcolano mediante esso siano tutti, in valore assoluto, minori o uguali ad uno.

La strategia generale ora descritta viene detta pivoting. 1l problema, a questo punto,
e stabilire come selezionare al passo k£ un elemento che soddisfi i requisiti suddetti. Tale

elemento & detto pivot.

& Esempio 2.13. Si consideri il seguente sistema:

0.001.’E1 — 7372 = 7
—3x1 + 2.099z2 + 6z3 = 3.901
5.’L'1 - ro + 5.733 = 6
la cui soluzione esatta é:
I = 0; Ty = —].; r3 = 1.

Se si risolve il sistema dato mediante l'algoritmo di eliminazione di Gauss e di back-substitution
utilizzando un sistema aritmetico floating-point caratterizzato dai seguenti parametri:

/6 F~ 107 t= 57 Emzn = _67 Emaz = 67

10Una trattazione rigorosa della stabilitd dell’algoritmo di eliminazione di Gauss verrd data nei
paragrafi successivi.

\ . . k—1 .
11Ge A & non singolare esiste sempre un ag & ), per i = k,... ,n, non nullo.
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si ha la soluzione calcolata:
1 = 0.1, z5 = —0.99986, z3 = 0.40008,

evidentemenente inaccettabile. E necessario, quindi, applicare la strategia di pivoting.
Per stabilire quale elemento selezionare al primo passo, ovvero qual ¢ il pivot al primo passo, si ricordi
che ’espressione dei moltiplicatori e la seguente:

m;1 = a;1/pivot, per i =2,3

Poiché lo scopo della strategia di pivoting & riorganizzare le equazioni in modo che |m; 1| < 1peri = 2,3,
il pivot va selezionato in maniera tale che i numeratori delle frazioni siano tutti in valore assoluto minori
o uguali al valore assoluto del pivot. Cio si pué ottenere scegliendo come elemento pivot il piu grande
in valore assoluto tra gli elementi della prima colonna. Quindi, nel caso in esame, ’elemento pivot cosi
selezionato & dato da asz;; = 5. Poiche tale elemento si trova nella III equazione del sistema bisogna
scambiare la I e la III equazione, ottenendo:

bx1 — ro + dx3 =6
—3z1 + 2.099z; + 6z3 =3.901
00011’1 - 7.’E2 =

e a tale sistema si applica il passo 1. dell’algoritmo di Gauss.
Quindi:

® M21 = —0.6; m3;1 = 00002, €

5 -1 5 6
AN = | 0 ©1.499 9 b = [ 7501
0 —6.9998 —0.001 6.9988

Prima di applicare il passo 2. dell’algoritmo bisogna selezionare il pivot sempre con ’obiettivo che il
moltiplicatore

mge = aé{%/pivot

sia in valore assoluto minore di uno. Analogamente a prima cio si verifica scegliendo come pivot il
piu grande in valore assoluto tra ’elemento ag% = 1.499 e ag% = —6.9998. La scelta, quindi, cade

sull’elemento ag% ed ¢ richiesto di conseguenza uno scambio tra la II e III riga di A™), ottenendo

) -1 ) 6
0 —6.9998 —-0.001 }; 6.9988
0 1.499 9 7.501

Effettuando il passo 2. dell’algoritmo di Gauss si ha:
o m3o =1.499/(—6.9998) = —0.21415 ¢

5 =1 5 6
AP =1 0 -6.9998 —0.001 |, b® = 6.9988
0 0 8.9998 8.9998

Applicando la back-substitution al sistema cosi ottenuto, si ha:

21 =0; 20 =-1; 23 =1.
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La strategia di piwoting seleziona, come elemento pivot al passo k, I'’elemento di
massimo modulo tra quelli della k-ma colonna a partire dall’elemento diagonale. Tale
strategia di pivoting, detta pivoting parziale si pud descrivere nel modo seguente:
(vedi anche Figura 2.14):

e seleziona r, il piu piccolo intero tale che

(k—1)| —

)
|a'r,k; |

(k—1
max |a,

k<i<n ’

e scambia la riga k con la riga r.

Figura 2.14: 1l pivoting parziale nell’algoritmo di eliminazione di Gauss

In tal modo nel calcolo di m;y si divide per il massimo elemento in valore assoluto
della k colonna e quindi risulta:

Imig <1,

raggiungendo cosi I’obiettivo posto ( riduzione dell’amplificazione dell’errore di round-
off ). Una procedura per effettuare sulla matrice A il pivoting al passo k dell’algoritmo
di eliminazione di Gauss ¢ data nella Procedura 2.8, mentre I’algoritmo di eliminazione
di Gauss con pivoting parziale ¢ dato nella Procedura 2.9.
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procedure pivoting (in: a, b, n, k; out: a,b)

/# SCOPQO: Effettua il pivoting parziale lungo le righe

J# del sistema assegnato.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }

var: k : intero { indice della prima riga }
{ da scambiare }

var: a(n,n) :reale { matrice del sistema }

var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:
var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }

{ modificato }
var: a(n,n) :reale { matrice del sistema }
{ modificata }

223

Procedura 2.8: Procedura di pivoting per |'algoritmo di eliminazione di Gauss - continua



224

/# VARIABILI LOCALI:

var: ¢,7,r : interi

var: ¢ : reale

/# INIZIO ISTRUZIONI:
mas := abs(a(k, k))
r:==k
forir=k+1ton
if (abs(a(i, k)) > mas) then
mas = abs(a(i, k))
rTi=1
end if
endfor
if (r # k) then
for j=kton
t:=a(r,j)
a(r, j) == a(k, j)

end pivoting

{ricerca del massimo}

{scambio delle righe}

{scambio dei termini noti}

Procedura 2.8: Procedura di pivoting per I'algoritmo di eliminazione di Gauss - fine
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procedure gausspiv (in: a, b, n; out: a, b)
/# SCOPO: applica il metodo di eliminazione di Gauss.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }
var: a(n,n) : reale { matrice del sistema }
var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }

{ modificato }
var: a(n,n) :reale { matrice del sistema }
{ modificata }

/# VARIABILI LOCALI:

var: 1,7,k . interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:

fork=1ton—1 {ciclo sui passi}
pivoting(in: a, b, n, k; out: a, b) {pivoting}

fori=k+1ton
a(i, k) := a(i, k)/a(k, k) {calcolo moltiplicatori}

for j=k+1ton
a(i, j) :=a(i, j) — a(i, k) x a(k, j) {trasf. mat. attiva}
end for
b(i) == b(i) — a(i, k) * b(k) {trasf. termini noti}
end for
end for
end gausspiv

Procedura 2.9: Algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale

Si osservi che, al passo k, se nella fase di pivoting parziale risulta

(k=1)) _
max [a;; | =0,
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gli elementi della k—ma colonna a partire dall’elemento diagonale sono gia nulli, cioe:
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( a1 Ai2 ... a1,k—1 a1k a1,k+1 e e A1,n \
1 1 1 1 1
0 aé}% ... ag,,)cfl aéy,)c ag’,)H_l e ag’,)L
(k—2 k—2 k—2 k—2
0 0 ak—l,l)c—l a’l(c—l,l)c a“l(c—l,l)c—H see e ai_l,i
_ k—1 k—1 k—1
A=) — 0o 0 ... 0 a,(C’k ) agc,,H_i . ... ai’n )
(k<1) (k-1 k—1
0 0o ... 0 Qi1 k akﬂ’,)chl - a,(cﬂﬂ)b
k-1 k-1 . k—1
0 0o ... 0 a;_l’,)c a;_lj,)cﬂ g - afz_l,i
\ o 0o ... 0o %Y GED L afY )

Pertanto, 1’algoritmo pud proseguire con 'annullamento degli elementi della (k+1)—ma
colonna al di sotto dell’elemento diagonale. In tal caso al termine dell’algoritmo si
otterra una matrice triangolare superiore U dove a,(fk_ D= 0, e poiché, in questo caso,

det(U) = ag(’)i . aglg camh =

.M

la matrice e singolare e il sistema € incompatibile o indeterminato. Al sistema triangolare
superiore ottenuto con ’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale ¢ infine
possibile applicare I'algoritmo descritto nella Procedura 2.3 di back substitution con
controllo della singolarita.

Riesaminando i passi del metodo di eliminazione di Gauss con pivoting, se, al passo
k, si seleziona, come pivot, 'elemento di massimo modulo in tutta la matrice attiva,
piuttosto che nella k-esima colonna, si realizza la tecnica denominata pivoting totale.
Tale strategia si pué descrivere, piu in dettaglio, come segue: (vedi anche Figura 2.15):

e si scelgono r ed s come gli interi piu piccoli per cui

(k—1)

(k—1)| _
a = max |a;; |,

hs k<i,j<n

e si scambiano le righe k£ e r e le colonne & e s.

& Esempio 2.14. Si consideri il sistema,

0.00141z¢ + 0.04004z2 = 0.01142
0.20000z1 + 4.91200z2 = 1.428

la cui soluzione e il vettore:

s =(1,0.25)7
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k. . s

Figura 2.15: 1l pivoting totale nell’algoritmo di eliminazione di Gauss

In un sistema aritmetico floating point a precisione finita:
B=10, t=4, tr=238

si applichi I’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale. Individuato 0.2 come elemento
massimo in modulo, nella prima colonna, si scambiano la prima e la seconda riga:

0.2000 x 10°  0.4912 x 10! 0.1428 x 10*
0.1410 x 10=2  0.4004 x 10~ )’ 0.1142 x 1071

I passi dell’algoritmo di eliminazione di Gauss risultano:

asy _ 0.1410x 1072

M2l = L T 02000 100
= 0.00705 = 0.7050 x 102
L _ _
G35 = Qd22—M21012 =
= 0.4004 x 10~ — (0.7050 x 1072)(0.4912 x 10') =
= 0.4004 x 107! — 0.3463 x 10! = 0.5410 x 1072
bgl) = by— m2,1b1 =

0.1142 x 10~ = (0.7050 x 1072)(0.1428 x 10%) =
0.1142 x 1071 — 0.1007 x 10~ = 0.1350 x 1072

Quindi la matrice dei coefficienti ed il vettore dei termini noti diventano, rispettivamente:

4@ — ( 0-2000x 10°  0.4912 x 10* y _ (01428 x 10*
n 0 0.5410 x 1072 )~ —\ 01350 x 1072 -
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Applicando la back-substitution si ha:

bY 0.1350 x 1072
Gy = 2= 90X T 59495 % 10° =[0.2495

o 7 0.5410 x 102
2,2

S W -
1 = =
af')
_0.1428 x 10* — (0.4912 x 10')(0.2495 x 10°)
- 0.2000 x 100 -
_0.1428 x 10 — 0.1226 x 10 0.0202 x 10!
o 0.2000 x 100 ~0.2000 x 100
0.2020 x 10° \
0.2000 x 100 O-1010> 10
Quindi:
§ = (&1,%)7 = (1.010,0.2495)7 mentre s=(1,0.25)7
da cui
g = = 8lle Z 501 201 %107
II5]] oo

ovvero 'errore relativo risulta dell” 1% ! Applicando allo stesso esempio il metodo di eliminazione di
Gauss con pivoting totale si individua, come elemento massimo in modulo, 0.4912 x 10 e si effettua, di
conseguenza, lo scambio tra la prima e la seconda riga e tra la prima e la seconda colonna, ottenendo,
dunque:

0.4912 x 10 0.2000 x 10° 0.1428 x 10*
0:4004 x 10~* 0.1410 x 10=2 )’ 0.1142 x 10~ /-

Applicando Palgoritmo di eliminazione di Gauss si calcolano:

-1
az1 _ 0.4004 x 10 — 0.8151 x 10_2

LT G T 04912 107
PG _
22 = 2,2 —M21012 =
= 0.1410 x 1072 — (0.8151 x 1072)(0.2000 x 10%) =
= 0.1410 x 1072 = 0.1630 x 102 = —0.2200 x 103
bél) = by— m2,1b1 =

0.1142 x 10~* — (0.8151 x 107%)(0.1428 x 10*) =
= 0.1142x 1071 = 0.1164 x 107! = —0.2200 x 1073

Quindi la matrice dei coefficienti ed il vettore dei termini noti diventano, rispettivamente:

() £ (04912 10" 0.2000 x 10° y _ (01428 x 10"
- 0 ~0.2200 x 1073 )~ — \ —0.2200 x 103
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Applicando la back-substitution si ha:
(1

B b
Fy = % = 0.1000 x 10* =[1.000

Qs
o W -l
1 = 71 =
afl)
_0.1428 x 10" — (0.2000 x 10°)(0.1000 x 10')
B 0.4912 x 101 B
0.1428 x 10 — 0.2000 x 10°
= =0.2 10° =
0.4912 x 10 0-28 > 10
= 0.25
Quindi:
5= (#1,%2)" = (1,0.25)7 e s=(1,0.25)
ovvero la soluzione puo ritenersi accurata. &

Si sottolinea, a proposito della tecnica del pivoting totale, che il

(k — 1)—esimo pivot: max ag;_l)

k<i,j,<n

viene determinato come I’elemento di massimo modulo tra tutti gli elementi della matrice
attiva, per cui, dividendo opportunamente per esso, si ottiene il moltiplicatore |m; |
che risulta minore o uguale del moltiplicatore ottenuto col pivoting parziale; si puo
dedurre, allora, che rispetto al pivoting parziale, il pivoting totale garantisce
una maggiore riduzione dell’errore di round off. In effetti, con il pivoting parziale,
I’errore relativo di round off nella soluzione €, in generale, al piu il doppio rispetto a
quello risultante dal pivoting totale. Per quanto riguarda il costo del pivoting totale, si
effettuano

(n — k + 1)? confronti ad ogni, generico, passo k (k=1,... ,n—1),

3
O (%) confronti

e questo e il costo, in termini di numero di confronti, che il pivoting totale aggiunge alla
complessia computazionale dell’algoritmo di eliminazione di Gauss. Il costo del pivoting
parziale, invece, richiede

per un totale di

(n — k + 1) confronti ad ogni, generico, passo k (k=1,... ,n—1),

2
O (%) confronti

e questo e il costo, in termini di numero di confronti, che il pivoting parziale aggiunge alla
complessia computazionale dell’algoritmo di eliminazione di Gauss. Sostanzialmente si
puo concludere che il pivoting parziale risulta caratterizzato da:

per un totale di
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e errore relativo di round off sulla soluzione accettabile;
e minor numero di confronti del pivoting totale

ed & per queste ragioni che conviene, in generale, utilizzare la strategia del pivoting parziale,
piuttosto che quella del pivoting totale.

2.6 Fattorizzazione LU

& Esempio 2.15. Si consideri il sistema

2c1 + 4x9 — 223 = 6
1 - To + bdxry = 0
4z, + Ty — 23 = =2

0, equivalentemente, in forma compatta:

Az =b
con
2 4 -2 I 6
A= 1 -1 5 ,e=| x93 |, b= 0
4 1 =2 T3 -2

L’algoritmo di eliminazione di Gauss senza pivoting trasforma il sistema in uno triangolare superiore:

Uz=c, (AP VYg=pr"1),

con
2 4 -2 6
U=10 =3 ©6 , c=1| -3
0 0 -12 -7
I moltiplicatori sono:
e al passo 1: mo1 =1/2,m31 = 2;
o al passo 2: mgo = 7/3.
Si consideri, ora, la matrice:
1 0 o0 1 0 0
L= myy 1 0 ])={1/2 1 0 |;
msy maa 1 2 7/3 1

L & una matrice triangolare inferiore con:

o elementi diagonali uguali ad 1;
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¢ clementi della k-ma colonna al di sotto dell’elemento diagonale uguali ai moltiplicatori calcolati
al passo k (k=1,..,n—1);

Se si calcola il prodotto LU si ha:

ovvero:

LU =4

Il risultato dell’esempio precedente sussiste in generale, ovvero ’algoritmo di elimi-
nazione di Gauss puo essere visto come un metodo di fattorizzazione della matrice A nel
prodotto di due matrici:

A=LU
con:
e [ triangolare inferiore,
e U triangolare superiore.

In particolare, per un sistema di dimensione n, abbiamo:

( 1 0 0 0\

ma 1 1 0 0
m31 mzp 1 0
L = . .
\ Mpi  Mp2 Mp3 ... 1 /

cioé L ha:
e clementi diagonali uguali ad 1;

e clementi della I colonna al di sotto dell’elemento diagonale uguali ai moltiplicatori
calcolati al passo 1;
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e elementi della IT colonna al di sotto dell’elemento diagonale uguali ai moltiplicatori
calcolati al passo 2, e cosi via.

( ai1 Q12 0413 ... a1.n
1 1 1
0 ag,% ag’?), ... ag’,)b
U=A"Y=| 0 0 aff ..o d)
\ 0 0. ... 0 a7y

cioe U e la matrice ottenuta all’'ultimo passo dell’algoritmo di eliminazione di Gauss.

& Esempio 2.16. Si riprenda I’esempio precedente e si osservi che, definita la matrice:

1
Mi=| =

0 0
1 0
0 1

[N

costruita a partire dai moltiplicatori relativi al primo passo dell’algoritmo di eliminazione di Gauss, si
puo osservare che:

1 00 2 4 =2 2 4 -2
MiA=| -3 1 0 1 -1 5 |=(0 -3 6 |=40
-2 0 1 4 1 -2 0 -7 2

Cioe la matrice che si ottiene da A dopo un passo dell’algoritmo di eliminazione di Gauss puo0 essere
ottenuta moltiplicando a sinistra tale matrice per una opportuna matrice M;. Analogamente al secondo
passo, definendo la matrice:

a partire dall’unico moltiplicatore mg3 2, € possibile ottenere:

1 0 0 2 4 -2 2 4 -2
MoMiA=MAY =] 0 1 0 0 -3 6 |=|0 -3 6 =A®
0 -% 1 0 -7 2 0 0 -—12

da cui si ha che L = M7 *M; ' e U = A, cioe la matrice che si ottiene all’ultimo passo dell’algoritmo
di eliminazione di Gauss.

[ )

In generale sussiste la seguente:
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Definizione 2.7. (Matrice triangolare unitaria elementare inferiore)
Dato un vettore m del tipo:

mT = (O, 0, ey M4 1y -4 mn)

la matrice quadrata My di ordine n definita come:

My, =1 —met dove et =(0,0,...,0,1,0,...,0)
¢ detta triangolare unitaria elementare inferiore di indice k.

La matrice M, e del tipo:

(10 0 0 - 0)
01 0 0 - 0
00 1. .0 --- 0
My, = 0 0 —mpyr 1 == 0
\0 0 —my 0 - 1)

E possibile ora dimostrare il seguente:

Teorema 2.1. Sia x un vettore di ordine n:

l.:(é—l 762:"'7§H)T 6167&0

esiste una e una sola matrice My, triangolare elementare unitaria inferiore di indice k
tale che:

ka = (617 62: ---7§k7 07":0)T

Dimostrazione Posto My = I — mef, affinché tale matrice sia triangolare inferiore di indice k deve
essere:

m;i=0 i=1,.,k (2.12)
Inoltre, da:
Mz = (I —mel)r =z — (efz)m
le ultime n — k componenti di Mz sono nulle ovvero:

LE—&m; =0 i=k+1,..,n
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ma, poiché & # 0 si ha:

mi:é i=k+1,.,n (2.13)
&k
La matrice M} e quindi univocamente determinata. ]

Tale teorema assicura l’esistenza di una matrice triangolare unitaria inferiore di indice
k univocamente determinata da (2.12) e (2.13), che annulla le ultime n — k componenti
di un vettore z, lasciando inalterate le prime k£ componenti. Se, inoltre & = 0 la matrice
M}, non esiste.
Quindi, al generico passo k dell’algoritmo di eliminazione di Gauss, detta:

T
0 k—1 k—1
Tr = (ag,%, e ,agc_l’ll, ... ’ai,k )>

la k—ma colonna della matrice A%~ dalle (2.12) e (2.13) il vettore m che definisce la
matrice M é:

qk=1) a1
mT — (O, .. ,0, I;;_lil;, -y ?k,:k—l)> = (0, - ,O,mk+1,k,. .. ,mn,k)
O A k
costituito cioe dai moltiplicatori calcolati nel k—mo passo del processo di eliminazione.

Per annullare le ultime n —k componenti della k&—ma colonna della matrice lasciando
inalterate le prime k, ¢ sufficiente moltiplicare a sinistra la matrice A=Y per la matrice
elementare unitaria inferiore My, cioé:

A®) = pg A1)

Si osservi inoltre che le matrici My, esistono se e solo se gli elementi agffl) # 0. L'e-
sistenza delle matrici M}, equivale quindi alla condizione di applicabilita dell’algoritmo
di eliminazione di Gauss.

Da quanto detto si ha che le n — 1 trasformazioni dell’algoritmo di eliminazione
di Gauss equivalgono a moltiplicare a sinistra la matrice A per le matrici elementari
trangolari inferiori My con k= 1,... ,n — 1, cioe:

A(nil) = Mn_an_Q et MlA
da cui:
A= MMy M A

e quindi, definendo L = M "My "' --- M !, e U = A®D si ottiene che A = LU.
Si osservi infine che, data la matrice triangolare elementare unitaria inferiore Mj =
I— me{ si ha:

(10 0 0 0)

01 0 o0 0
oo 1 0 0 .
ME=1 0 0 mypps 1 o [ =1+me

\0 0 m, 0 - 1)
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e che:
1 0 0
ma1 1 0 0
L=M"My' - M = man maz 1 0
Mp1 Mpo Mp3z - 1

cio¢ L e una matrice triangolare inferiore, costituita da tutti i moltiplicatori calcolati
durante il processo di eliminazione con, inoltre, Iy, =1 per k =1,... ,n.

Quanto detto assicura quindi che ’algoritmo di eliminazione di Gauss calcola una
fattorizzazione della matrice A del tipo A = LU, con L e U rispettivamente matrici
triangolari inferiore e superiore tali che:

I 1 se1 =k (k—1) . <k
e = _ _ . e Ujp = a, i
Lk M = aﬁi 1)/a,(clfk V' sei>k Lk - -

Ci si chiede ora se esistano altre fattorizzazioni con le medesime proprieta. La rispo-
sta a tale quesito ¢ data dal seguente:

Teorema 2.2. Sia data una matrice quadrata A di ordine n, e siano A, = (ai;) t,j =
1,..,k ¢ minori principali di ordine k. Se tali matrici Ax sono non singolari esiste una
unica matrice triangolare inferiore L e un’unica matrice triangolare superiore U tali che:

A=LU

con diag(L) = (1,1,...,1) e det(Ax) = u1,1u22* * - U -

Dimostrazione La dimostrazione procede per induzione. Per n = 1 si ha banalmente che la fatto-
rizzazione A = LU risulta essere a; 1 = luq,1. Si supponga quindi il teorema vero per n = k — 1. Si
ha quindi che esiste una fattorizzazione Ay_, = Lp_1Uk_1. Siano ora le matrice Ay, Ly e Uy cosi

partizionate:
_f Ap—1 b _f Lg—1 O o U1 u
Ak - ( CT ak,k ) Lk - ( mT 1 ) Uk - ( Q uk,k ) (214)

dove b e ¢ sono vettori costituiti rispettivamente dalle prime & — 1 componenti della k£ colonna e dalla
k riga di A, mentre ’elemento diagonale uy;, e i vettori m e u, di ordine k — 1, sono da determinare.
Imponendo che Ay = LUy si ottengono le relazioni seguenti:

A1 =Ly 1Up 1
Lk,1U =b
TU —
m k-1 =2¢C
T _
m" U+ Uk, = G,k

(2.15)

=W N =
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Inoltre si ha che det(Ay) = det(Ly)det(Uy). La prima delle (2.15) & vera per l'ipotesi di induzione.
La seconda e invece un sistema di equazioni lineari con matrice triangolare inferiore non singolare, in
quanto det(Lg_1) = 1 la cui soluzione ¢ il vettore u. Analogamente la terza delle (2.15) & un sistema
triangolare superiore con matrice non singolare, in quanto det(Up1) = det(Ag—1) = u1,1 - - Up—1,k—1 7#
0 e che ha soluzione m. Dalla quarta relazione & possibile poi determinare uy, ;. Infine, dalle posizioni
fatte in (2.14) si ha anche che diag(Ly) = (1,1,... ;1) e det(Ar) = ur,1u2,9 - - Up |

)

Tale teorema assicura l’esistenza di un’unica fattorizzazione del tipo A = LU con
le proprieta della fattorizzazione calcolata dall’algoritmo di eliminazione di Gauss. E
possibile quindi affermare che ’algoritmo di eliminazione di Gauss e il metodo costruttivo
per il calcolo dell’unica fattorizzazione A = LU tale che:

0) . (0) (0)
1

1 0 --- 0 i1 @i " Oig
. 1 1
L _ m.2,1 1 9 U _ 0 ag,% . . ag,n
Mpi Mpo - 1 6 6 ... agg;;n

Una volta calcolati, mediante 1’algoritmo di Gauss, i fattori L e U di A ( ovvero la
“fattorizzazione LU” della/matrice A ), risolvere il sistema

Ax =b
e equivalente a risolvere il sistema:
LUz =0
Per avere la soluzione di tale sistema, si risolve dapprima il sistema
Ly=1b (posto Uz =y)
mediante la forward-substitution, e poi il sistema
Ur=y

mediante la back-substitution.

Si osservi, inoltre, che risolvere il sistema Ly = b equivale ad effettuare sul vettore b
gli (n — 1) passi dell’algoritmo di Gauss, ovvero y = b= come mostrato nell’esempio
che segue:

& Esempio 2.17. Se si risolve il sistema:

1 0 0 Y1 b1
ma1 1 0 y2 | =1 b2
mg1 mga 1 Y3 b3

con la forward substitution si ha:
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Figura 2.16: Rappresentazione della fattorizzazione LU della matrice A

* y1 =by;

® Yy = by — m21Y1 = bgl);

o y3 =bz —m31y1 —m32y2 = (b —m31y1) — ms,zbgl) = bé” = m3,2bg1) = ng);
ovvero:

y= (b by BT =

In conclusione, quindi, si ha che ’algoritmo di Gauss ¢ equivalente a:

o fattorizzazione LU di A ( triangolarizzazione di A ),
e risoluzione del sistema Ly = b ( calcolo del vettore b(»~1) ).

e che tale equivalenza sussiste anche dal punto di vista della complessita computazionale.

La possibilita di fattorizzare la matrice A nella forma A = LU risulta particolar-
mente vantaggiosa, per la risoluzione di quei problemi nei quali si devono risolvere piu
sistemi aventi la stessa matrice dei coefficienti e diversi termini noti.

Problema 1: risoluzione di piu sistemi lineari con uguale matrice dei coefficienti.

Molte applicazioni richiedono la risoluzione di piud sistemi lineari del tipo:
Aﬂfl = bl, AJ’)Q = bg, P ,A.Qi'm = bm,

cioe sistemi lineari aventi la stessa matrice dei coefficienti ma termini noti differenti che,
ad esempio, non sono dati a priori ma dipendono dalla soluzione di uno dei sistemi pre-
cedenti (ad es. by dipende in qualche maniera da ;). In tal caso applicando ’algoritmo
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di eliminazione di Gauss e la back-substitution a ciascun sistema, il costo computazionale
sarebbe uguale a:

m(TGauss (n) + Tys(n)) = O (mn?)

Tale costo computazionale & invece notevolmente ridotto utilizzando la fattorizzazione
LU di A. Infatti, una volta calcolati i fattori L ed U basta risolvere le coppie di sistemi:

Ly, = by, Uz = yi;
Lys = bo, Umy = yo;
Lys =bs, Uzz=ys;
Lym = bm; Ul‘m = YUm;

In sintesi per risolvere il problema in esame basta:

e calcolare una sola volta la fattorizzazione LU di A, con un costo computazionale
di O(%);
3 /)y

e risolvere m coppie di sistemi triangolari (uno inferiore ed uno superiore), con un
. . 2 - °
costo computazionale di O(2%-) per ciascuna di esse.

Di conseguenza il costo computazionale totale ¢ ora
3
n
O | — +mn?
3
Problema 2: calcolo dell’inversa di una matrice.
Per calcolare I'inversa A~! di una assegnata matrice A di dimensione n, occorre risolvere
n sistemi lineari:
Axi:ei, 221,... , N,

dove z; & la i—ma colonna di A~! e e; & 1’ i_mo vettore unitario.
Questo problema e analogo al Problema 1, pertanto, utilizzando 1’approccio descritto
precedentemente si ha che la complessita computazionale del calcolo dell’inversa e:

o§)-20(3) -o(i)

Problema 3: calcolo del determinante di una matrice.

Un altro problema in cui la fattorizzazione LU risulta notevolmente vantaggiosa e il
calcolo del determinante di una matrice A di dimensione n. Infatti, dalla relazione

A=LU
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si ricava che:
det(A) = det(LU) = det(L) - det(U).

Poiché L ed U sono matrici triangolari, il loro determinante & dato dal prodotto dei
rispettivi elementi diagonali. Pertanto, poiché L ha tutti gli elementi diagonali uguali
ad 1 si ha che:

det(A) = det(U) =U1,1* U22 " " " Unn

In conclusione, la complessita computazionale del calcolo del determinante di A, utiliz-
zando la fattorizzazione LU, é:
3
n
o=

Ricordando che la complessita computazionale del calcolo del determinante, & O(n!),
risulta evidente il vantaggio computazionale ottenuto.
Si consideri ora il seguente:

& Esempio 2.18. Si applichi ’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale al sistema:

221 + 4dmy — 23 = 6
1 — X2 + bdx3 = 0
4, + Ty — 23 = —2.

e passo 1

— pivoting in I colonna: max;<i<3|a;1| = 4 = a3, per cui si scambiano la I e la ITI equazione:

4z, + Lo — 2x3 = =2
1 = Ty + bxrz = 0
21 + 4z — 223 = 6

— calcolo moltiplicatori: me 1 = 1/4 € mg 1 = 1/2;

— eliminazione in I colonna:

4r, + To — 2c3 = =2

— %.’L’z + %3&'3 = %

3T — r3 = T

® DAasso 2
— pivoting in II colonna maxs<;<3 |az(12)| =7/2 = ag%, per cui si scambiano la II e la IIT
equazione:

4, + Ty — 263 = =2

%.CL'Q - r3 = 7

- %m2 + 12—11'3 = %,

— calcolo moltiplicatore: mz» = (—2)/(%) = —Z;



240

— eliminazione in II colonna:

4, + Ty — 203 = =2
2-772 - I3 = 7
?7—6.'13'3 = 3
Se si considerano ora, le due matrici:
1 0 0 4 1 -2
L= 1/2 1 0); U=|0 7/2 -1
1/4 —-5/14 1 0 0 36/7

dove L & la matrice triangolare inferiore avente elementi diagonali uguali ad 1 ed elementi della i—ma
colonna al di sotto dell’elemento diagonale uguali ai moltiplicatori calcolati al passo i'?, ed U & la
matrice triangolare superiore ottenuta all’ultimo passo dell’algoritmo, e si calcola il prodotto LU, si ha:

4.1 =2
LU=12 4 -2
1 -1 5

Confrontando tale matrice con la matrice A si ha che LU ha le stesse righe di A ma in ordine diverso.
Cio deriva dal fatto che Iapplicazione del pivoting parziale modifica ’ordine delle righe. Si effettuino
ora su A gli scambi fatti durante le fasi di pivoting:

e al passo 1 e stato effettuato uno scambio tra la I e la III riga, cioe:

2 4 -2 4 1 -2
1 -1 5 — (1 -1 5 |;
4 1 -2 2 4 -2

e al passo 2 e stato effettuato uno scambio tra la II e la III riga, cioe:

4 1 =2 4 1 =2
1 -1 5 — 2 4 -2 |=LU
2 4 -2 1 -1 5

L’esempio precedente mostra che 'algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting
parziale calcola i fattori L ed U di una matrice avente le stesse righe di A ma nell’ordine
determinato dagli scambi di righe effettuati nell’applicazione del pivoting parziale, ov-
vero A si ottiene da LU operando su essa gli scambi di righe effettuati nell’applicazione
dell’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale.

& Esempio 2.19. Nell’esempio 2.18 a partire dalla matrice:

2 4 =2
A= 1 -1 5
4 1 =2

12Gj osservi che sulla II riga c’¢ il moltiplicatore relativo alla riga che ¢ stata modificata una sola
volta, mentre sulla IIT riga ci sono i due moltiplicatori relativi alla riga modificata due volte.
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si & calcolata la matrice:

Si consideri la seguente matrice:

L’effetto della moltiplicazione di P per A e stato di modificare I'ordine delle righe di
A. Per tale motivo P ¢ detta matrice di permutazione. La matrice P considerata ¢ un
esempio di matrice di permutazione (cfr. §A.1.1, Appendice A).
Si pud, quindi, concludere che i fattori L ed U prodotti dall’algoritmo sono i fattori della
matrice PA ovvero:

PA=LU

dove P ¢ una matrice di permutazione che “conserva” I'informazione degli scambi effet-
tuati. Una volta effettuata la fattorizzazione PA = LU, ed osservando che PAx = Pb, la
risoluzione del sistema Ax = b pud essere effettuata mediante la risoluzione del sistema
triangolare inferiore Ly = Pb mediante la forward substitution e del sistema triango-
lare superiore Uz = y mediante la backward substitution. Si osservi comunque che la
risoluzione del sistema Ly = Pb richiede che vengano effettuate sul vettore dei termini
noti b tutte le permutazioni di righe fatte sulla matrice A nel corso dell’algoritmo di
eliminazione di Gauss con pivoting parziale.

& Esempio 2.20. Nell’esempio 2.18

e al passo 1 & stato effettuato uno scambio tra la I e III riga di A. A questo punto si osservi che
se si effettuano gli stessi scambi sulla matrice I, si ottiene la matrice:

0 01
=010
1 00
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mediante la quale & possibile ottenere:

4 1 -2 0 01 2 4 -2
1 -1 5 =101 0 1 -1 5 =PA
2 4 =2 1 00 4.1 -2

cioe la fase di pivoting & equivalente a moltiplicare a sinistra la matrice A per la matrice P;. La
successiva fase di trasformazione della matrice produce poi la matrice:

AV =M P A

Analogamente al passo 2: se si effettua uno scambio tra la IT e III riga della matrice I si ottiene:

1.0 0
P,=10 0 1
0 1 0
mediante la quale & possibile ottenere:
4 1 =2 1 0 0 4 1 =2
0 I -1 ]=(001 0 -2 i) =pAad
0o -2 4 010 0 I -1

cioe la fase di pivoting & equivalente a moltiplicare a sinistra la matrice AWM = M, P, A per la
matrice P,. La successiva fase di trasformazione della matrice produce poi la matrice:

U=A® = MyP, AV = MyP, My PyA = MyP, My PY PP A

Posto quindi P = P, P, si ha:

0 01
P={11 00
010

cioé la matrice P si ottiene applicando a [ tutti gli scambi di righe effettuati durante l’algoritmo di
eliminazione di Gauss.

&

In generale sussiste il

Teorema 2.3. Data una matrice A non singolare, l’algoritmo di eliminazione di Gauss
con pivoting parziale calcola le matrici L e U tali che:

dove:

PA=LU
P=PF, 1P
My =Py Pyt MyPpy1 - Pooy per k<n-—2
Mnflenfl
L=2"21," 31",
U=M, -M, 5---M;A
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Dimostrazione: posto A(®) = A, al generico passo k dell’algoritmo di eliminazione di Gauss si ha:
AW = M P AR con k=1, ,n—1

dove Py, e My, sono le matrici che effettuano la fase di pivoting e di trasformazione della matrice attiva.
All’ultimo passo si ha quindi:

U=A"1Y = M, 1Py 1M, 5Py o+ MoP,M P, A (2.16)

Ora, poiché Vk si ha PP, = I & possibile scrivere:

M, 9 =M, »2PT P, ,

M, _3 =M, 3PT ,PT P, 1P,

Mk =MyPE, - PL Py Py k>1
e quindi dalla (2.16) si ottiene:

U=M, 1P, 1M, sP P, 1P, oM, 3PT P, y---P, 1P, 5---P A
Posto, infine:
P=P, 1Pys--Pi My=Pyi  Pop1 MyPl P

si ha la tesi. m

Poiché PA = LU, una volta calcolati, mediante 1’algoritmo di eliminazione di Gauss
con pivoting parziale, i fattori L ed U della matrice PA si ha

LUx = (PA)x = P(Axz) = Pb

ovvero prima di procedere nella applicazione della back e forward-substitution per il
calcolo di x & necessario effettuare sul vettore b gli stessi scambi effettuati sulla matrice

A.

& Esempio 2.21. Nell’esempio 2.18; considerato
b=(6 0 2)T;

e al passo 1 viene effettuato uno scambio tra la I e III riga di A. E necessario, quindi operare tale
scambio sul vettore b ottenendo:

(2 06)7;

e al passo 2 viene effettuato uno scambio tra la IT e IIT riga della matrice ottenuta dopo il passo
1. Tale scambio va operato anche sul vettore dei termini noti e, quindi si ha il vettore:
2 6 0)T.

Tale vettore si pud ottenere anche moltiplicando la matrice di permutazione P per il vettore b.
Infatti:

0 01 6 2
Pb=11 0 0 0 ]=16
010 2 0
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Pertanto per risolvere il sistema Ax = b mediante ’algoritmo di eliminazione di
Gauss con pivoting parziale:

1. si applica I'algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale alla matrice
A (Procedura 2.10) e si ottengono i fattori L ed U della matrice PA, dove P ¢ la
matrice di permutazione che si ottiene dalla matrice identica effettuando su essa
gli scambi di righe che sono derivati dall’applicazione del pivoting parziale;

2. si effettuano sul vettore b gli stessi scambi (moltiplicando P per b);

3. si risolve il sistema LUz = Pb mediante forward e back substitution.

2.6.1 Aspetti implementativi

Si e visto, nel paragrafo precedente, che, per operare sul vettore b dei termini noti gli
scambi effettuati durante il processo di eliminazione con pivoting sulle righe, bisogna
conoscere la matrice P. In realta non e necessario costruire P, ma e sufficiente costruire
un vettore che ricordi gli scambi effettuati. Come si costruisce tale vettore?

& Esempio 2.22. Sia

1 3 5 7
-1 4 0 2
< 8 3 0 5
4 2 01

Si costruisca un vettore, indicato con ipiv, di dimensione 4, che contiene inizialmente gli indici di riga
in ordine naturale, ovvero:

ipiv; =1, 1=1,...,4

1 3 58 7 — 1

A= -1 4 0 2 — 2| _ ipiv
8 3 0 5 — 3 )
4 2 01 — 4

Se si opera uno scambio tra la IT e IV riga di A, tale scambio ¢ “memorizzato” in ipiv, scambiando il
contenuto di ipivs ed ipivy:

O = =

= {Piv.

= N W
O O O Ut
N Ot = =3
[ RNURTEN

Analogamente, se si opera su tale matrice uno scambio tra la II e III riga, esso & memorizzato in ipiv
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scambiando il contenuto di ipivs ed ipivs:

= ipiv

= 00
[ CINURNJU)
SO O WL
N = Ol
N s W

-1

Verificando il contenuto degli elementi del vettore ipiv & possibile stabilire come & stato alterato ordine
delle righe di A (nell’esempio si ha che la I riga & rimasta al suo posto, la II riga di A costituisce ora la
IV, la Il riga di A ¢ orala Il e la IV & la III).

1l vettore ipiv & un wvettore di puntatori, nel senso che l’elemento di posto ¢ di ¢piv contiene ( “punta
a”) l'indice della riga di A che ora costituisce la i-ma riga ( ipiv; = j = la j—ma riga della matrice
originaria A & ora la i—ma riga).

Una volta costruito il vettore ipiv, durante il processo di eliminazione con pivoting sulla matrice A, per
effettuare gli opportuni scambi sul vettore b dei termini noti, basta “consultarlo”.

Sia quindi:

3.4 1
b= 0 ; Apiv = 3
1.5 |’ 4
8 2

di conseguenza per effettuare gli opportuni scambi su b, bisogna spostare la III componente al posto
della II, 1a II al posto della IV e 1a IV al posto della II1I, ottenendo:

3.4
1.5
8
0

&

Il vettore ipiv € un wettore di puntator:i, nel senso che 1’elemento di posto 7 di ipiv
contiene ( “punta a”) 'indice della riga di A che ora costituisce la --ma riga ( ipiv; = j =
la j—ma riga della matrice originaria A & ora la i—ma riga).

L’utilizzo che si pud fare del vettore ipiv nell’ambito di una procedura per la risoluzione
di un sistema lineare Ax = b basata sull’algoritmo di fattorizzazione LU con pivoting
parziale e di back e forward-substitution € in realta pii ampio. Infatti, oltre ad essere
necessario per effettuare gli opportuni scambi sul vettore b, esso pué essere utilizzato
anche per non scambiare fisicamente le righe di A e gli elementi di b.

& Esempio 2.23.

2.4 010 0
0 0010
b=1 6 15 P=110 0 0
5 000 1
e quindi:
0
6
Pb=1 o4
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2 2.4 0
3 0 6
1 6 2.4
4 - 5 S 5

Figura 2.17: Utilizzo dell’array ipiv per ’accesso alle componenti di b.

11 vettore ipiv, che memorizza gli scambi operati su b, é:

ipiv =

=N

Si osservi che
e I componente di Pb=0 e b(ipiv(l)) = by = 0;
e II componente di Pb = 6 e b(ipiv(2)) = b3 = 6;
e IIT componente di Pb= 2.4 e b(ipiv(3)) = by = 2.4;
e IV componente di Pb =5 e b(ipiv(4)) = by = 5.
Cio significa che:
b(ipiv(i)) = (Pb);, i=1,2,...,4,

ovvero b(ipiv(i)) & il valore contenuto nell’elemento di posto ¢ del vettore Pb.

&

Quindi, per accedere correttamente alle componenti del vettore Pb, anziché scam-
biare fisicamente gli elementi di b, si possono utilizzare le componenti del vettore ipiv
come indici del vettore b (Procedura 2.11), ovvero si pud accedere alle componenti del
vettore Pb attraverso b:

b(ipiv(i)) = (Pb);, i=1,...,n.

In maniera analoga si pué operare per la matrice A come mostrato nella Procedura 2.10.
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ipiv A PA

Bl =Wl N

Figura 2.18: Utilizzo dell’array ipiv per I’accesso alle componenti di A.

& Esempio 2.24.

1 3 5 7 01 00
-1 4 0 2 0 01O
A_8305’P_1000
4 2 01 0.0 0 1
e quindi:
-1 4 0 2
8 3 0.5
PA=4"y 35 7
4 2 0 1
da cui:
2
. |3
ipiv=|
4

Osservando la Figura 2.24 si nota che gli elementi

a(ipiv(i),j), j=1.2,...,4,

sono gli elementi della i—ma riga di PA. Di conseguenza per accedere correttamente alle righe (e quindi
agli elementi) di PA , anziché scambiare fisicamente la righe di A, basta utilizzare le componenti del
vettore ipiv come indici di riga della matrice A.

&

In conclusione,

e nell’algoritmo di fattorizzazione PA = LU con pivoting parziale (Procedura 2.10)
I'utilizzo di un vettore di puntatori che memorizzi, come illustrato, gli scambi
richiesti sulla matrice A consente di:

1. non costruire la matrice P per memorizzare gli scambi;
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2. non effettuare fisicamente lo scambio di righe.

e nell’algoritmo di forward substitution per la risoluzione di Ly = Pb (Procedura
2.11) l'utilizzo del vettore di puntatori consente di:

1. conoscere gli scambi da effettuare su b;

2. non effettuare fisicamente gli scambi.

Si osservi infine che, data l’equivalenza dell’algoritmo di eliminazione di Gauss con
pivoting parziale con la fase di fattorizzazione PA = LU seguita dalla risoluzione di
Ly = Pb, nell’algoritmo di back-substitution per la risoluzione di Uz = y non ¢ necessario
I'utilizzo dell’array ipiv, in quanto la fase di forward substitution gia ha predisposto gli
elementi di y nell’ordine opportuno.

procedure paeqlu (in: q, ipiv, n; out: a, ipiv)
/# SCOPO: fattorizzazione LU con pivoting parziale.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n . intero { dimensione del sistema }
var: ipiv(n) : intero { vettore delle permutazioni }

var: a(n,n) :reale { matrice del sistema }
{ da fattorizzare }

Procedura 2.10: Algoritmo di fattorizzazione PA = LU con pivoting parziale - continua
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/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: ipiv(n) : intero { vettore delle permutazioni }
{ effettuate }
var: a(n,n) : reale { matrice del sistema fattorizzata }

/# VARIABILI LOCALI:
var: i, 7, k,t,r : interi

var: mas : reale

/# INIZIO ISTRUZIONI:

fori=1ton {inizializzazione array ipiv}
ipiv(i) ==
end for
fork=1ton—1 {ciclo sui passi}
mas = abs(a(ipiv(k), k)) {pivoting}
r==k
fori=k+1ton {ricerca del massimo}

if (abs(a(ipiv(é), k)) > mas) then
mas = abs(a(ipiv(i), k))

ri=1
end if
endfor
if (r # k) then
t:=ipiv(r) {scambio virtuale delle righe}
ipiv(r) == apiv(k)
ipiv(k) =1
endif
fori=k+1ton {calcolo degli elementi di L e U}

a(ipiv(i), k) := a(ipiv(i), k) /a(ipiv(k), k)
for j=k+1ton
a(ipiv(i), 7) := a(ipiv(i), ) — a(ipiv(i), k) * a(ipiv(k), j)
end for
end for
end for
end paeqlu

Procedura 2.10: Algoritmo di fattorizzazione PA = LU con pivoting parziale - fine
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procedure lyeqpb (in: [, b, n, ipiv ; out: x, comp)
/# SCOPO: Risoluzione di un sistema triangolare inferiore.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }
var: ipiv(n) : intero { vettore delle permutazioni }
var: I(n,n) :reale { matrice del sistema }

{ da fattorizzare }
var: b(n) : reale  { wettore dei termini noti }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:
var: y(n) : reale  { vettore delle soluzioni }
var: comp : logical { é vera se il sistema é }

{ compatibile }
{ falsa se il sistema ¢, }

{ o potrebbe essere, incompatibile }
{ o compatibile ma indeterminato }

/# VARIABILI LOCALI:
var: 1, ] : interi

var: r : reale

/# INIZIO ISTRUZIONI:

comp = true {sistema compatibile}
if (I(ipiv(1),1) # 0) then

y(1) = b(ipiv(1)) /l(ipiv(1),1) {calcolo di y(1)}
else if (b(ipiv(1l)) = 0) then

y(1):=0 {il sistema potrebbe essere incompatibile}

comp := false {o compatibile ma indeterminato}
else

comp := false {sistema incompatibile}
end if
1:=2

Procedura 2.11: Forward-substitution per Ly = Pb - continua
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while (: < n and comp)
r = b(ipiv(i))
for j=1toi—1
r=r— (ipiv (i), ) * y(5)
end for
if (I(ipiv(i),i) # 0) then
y(1) :==r/l(ipiv(i), i)
else if (r = 0) then
comp := false  {o
else
comp := false
end if
1:=1+1
end while
end lyeqpb

y(i) :==0 {il sistema potrebbe
compatibile

{sistema incompatibile}

{ciclo sugli y(i)}

{calcolo del resto}

{caleolo di y(i)}
essere incompatibile}

ma indeterminato}

Procedura 2.11: Forward-substitution per Ly = Pb - fine

2.7 Condizionamento di sistemi lineari

E noto che il condizionamento ¢ una caratteristica del problema e non dell’algoritmo
risolutivo. Pertanto, la risoluzione di un sistema mal condizionato risulta inaccurata

anche utilizzando algoritmi stabili.

E chiaro che, essendo interessati alla risoluzione di sistemi lineari mediante calcolatore,
e necessario analizzare il condizionamento del sistema in esame, in quanto i dati sono

affetti almeno dagli errori di round-off.

& Esempio 2.25. Il sistema di equazioni lineari:

21z + 35y = 8
{ 419z + Ty = 15, (2.17)
ha soluzione z = 100, y = —57.714 - --. Si consideri ora, il sistema:
21z + 35y = 8
{ 4192z + Ty = 15, (2.18)
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2.1x+3.5y=8 _— r
> 4.19x+7y=15 - — — — — s

~ 4102x+7y=15 - — — — — — - t

Figura 2.19: Rappresentazione grafica del sistema dell’esempio 2.25

che puod essere riguardato come una perturbazione del sistema (2.17), essendo stato introdotto un
errore sulla quarta cifra significativa del coefficiente della x nella seconda equazione (un errore relativo
di 1073). La soluzione del sistema (2.18) & x = 125, y = —72.714.... Se si considera la soluzione di
(2.18) come la soluzione del sistema (2.17) perturbato, si osserva che Perrore introdotto ha condotto ad
un soluzione completamente diversa. Il motivo per cui si ¢ verificato tale fenomeno si desume facilmente
dalla rappresentazione geometrica dei due sistemi (Figura 2.19)

La perturbazione introdotta corrisponde ad una modifica della inclinazione della retta rappresen-
tata dalla seconda equazione del sistema (2.17). Tale modifica provoca una grande perturbazione sulla
soluzione in quanto le due rette relative al sistema (2.17) sono “quasi parallele” e, quindi una lieve per-
turbazione del coefficiente angolare di una delle due rette determina un notevole spostamento del punto
di intersezione. Il sistema (2.17), pertanto, & tale che ad una piccola variazione nei dati corrisponde
una grande perturbazione nella soluzione. Il sistema (2.17) ¢ un sistema mal condizionato.

&

& Esempio 2.26. I sistema:

2
2.0001

r + Y
{:U + 1.0001y (2.19)

ha soluzione x = 1, y = 1. Utilizzando un sistema artimetico floating-point con base 8 = 10 e precisione
t = 4, si ottiene il sistema:

z + y = 2

che ¢ singolare!

Quindi Perrore di round-off nei dati ha alterato il coefficiente angolare della retta rappresentata dalla
seconda equazione del sistema (2.19) in maniera tale da rendere coincidenti le due rette (Figura 2.20)
e di conseguenza, singolare il relativo sistema.

&
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~ x+1.0001y=2.0001 - — — — -

Figura 2.20: Rappresentazione grafica del sistema dell’esempio 2.26

Come si puo stimare quantitativamente il condizionamento di un sistema lineare?
Dato un sistema lineare:

Az =, (2.21)

A:(ai,j), i,jzl,...,n, b=(bz)z:1,,n,

i coefficienti ed il termine noto sono affetti almeno dall’errore di round-off di rappresen-
tazione. Cio vuol dire che in luogo del sistema assegnato si risolve sempre un sistema
perturbato; ad esempio, utilizzando il sistema aritmetico indicato nell’esempio 2.26, in
luogo del sistema (2.19) si risolve il sistema (2.20).

In generale, si risolve un sistema con coefficienti perturbati:
ai,j-l—Aa,-,j, Z,]=1,... , 1,

con Aa;; = errore di round-off nella rappresentazione di a; ; e componenti del termine
noto perturbate:

bZ+AbZ, ’i=1,...,n,

con Ab; = errore di round-off nella rappresentazione di b;.
Naturalmente anche la soluzione, z, del sistema (2.21), risultera perturbata. Pertanto,
indicata con:

AA = (Aa;j)ij=1,.n
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la matrice delle perturbazioni relativa ai coefficienti del sistema, con:
Ab = (Abi)i=t,un

il vettore delle perturbazioni relative alle componenti del termine noto e, detta Az la
perturbazione introdotta sulla soluzione, in luogo del sistema (2.21) si risolvera il sistema
perturbato:

(A+ AA)(z + Az) = b+Ab (2.22)

& Esempio 2.27. Utilizzando un sistema aritmetico floating-point con base 3 = 10 e precisione
relativa t = 3, con il metodo dell’arrotondamento, in luogo del sistema,

4.124x + 3.02y = 5.246
1.34x + 2.563y = 7.31,
si risolve il sistemas:
412 + 3.02y = 5.25
1.34x + 2.56y = 7.31

Pertanto,

Ao (4124 302N L (5246
—\ 134 2563 )0 7T\ 7.31

—0.004 0. 0.004
Ad= ( 0. —0.003 )’ Ab= ( 0. )

[ )

Prima di risolvere il sistema perturbato & necessario valutare come gli errori AA e
Ab influenzeranno la soluzione, ovvero determinare una stima dell’errore Az in funzione
degli errori nei dati.

2.7.1 Indice di Condizionamento

Per stimare il condizionamento ¢ necessario valutare 1’errore relativo nella soluzione del
sistema:

in funzione degli errori relativi nei dati:

1aA] llA]
1Al 1ol]
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cioé bisogna determinare quanto ’errore nei dati si amplifichi nella soluzione.

Inizialmente, per semplicita, si supponga che ci sia una perturbazione solo sul termine
noto del sistema, ovvero anziché

Ax =b, (2.23)
si sta risolvendo il sistema perturbato:
A(x + Az) = b+ Ab, (2.24)
213

nella ipotesi che Ab sia “piccolo” rispetto a b.
Per stimare Az in funzione di Ab, si osservi che da (2.24) discende che:

Arx + AAx =b+ Ab, con Az =b
e quindi:
AAz = Ab
da cui:
Az = AT'Ab

nell’ipotesi che A sia invertibile.
Introdotta, dunque, una norma matriciale compatibile con una vettoriale (cfr. Defini-
zione A.5), la soluzione soddisfa la disuguaglianza

1Az < AT 1A

Questa relazione fornisce informazioni sul condizionamento assoluto del problema; &
possibile, inoltre, ottenere un’espressione analoga, per il condizionamento relativo. Va-
lutando 'errore relativo nella soluzione si ha:

Al _ [[ATAb_lATTI[AB]] _ A [[1AD]
]l el ==l flell/1Al
dove I'ultima eguaglianza si ottiene tenendo presente che:

o1l = [[Az|[ < {fAll|z]

da cui:
1 < 1
=)l = lloll/1|All°
In conclusione si € ottenuto che:
|Az]] _p 1AD|
—— < AA™ 5
|zl Il

Quindi la quantita || A]|||4 || stima Pamplificazione dell’errore nei dati sulla soluzione.

BPer “piccolo” si intende dell’ordine dell’errore di round-off che si commette nel rappresentare b in
un assegnato sistema aritmetico floating-point a precisione finita.
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& Esempio 2.28. Il sistema di equazioni lineari:

r1 + 99.732
993}1 + 98.732

1.989903
1.970106

(2.25)

ha soluzione z = (3.0000 , —1.0203)%.
Utilizzando un sistema aritmetico floating-point con base 8 = 10 e precisione relativa ¢ = 3 con il
metodo di arrotondamento, il sistema (2.25) diventa

{ r1 + 992, = 1.99 (226)

99z, + .98z, = 197,

la cui soluzione & z + Az = (1, 1)7.
Pertanto, una perturbazione

—0.000097
Ab= ( +0.000106 )

sul termine noto, dovuta alla sua rappresentazione nel sistema aritmetico considerato, ha condotto ad
una soluzione completamente diversa. In particolare,

2.0000
Az = ( 2.0203 )

[|Az||cc = 2.0203 e ||z||cc = 3.0000

Si osservi che:

da cui:
||”Ax:|v||l:o - g:sz% =~ 0.67 arrotondato a 2 cifre
Inoltre,
1Ab] = 106 %107 e bl = 1989903
e quindi

Ab 1 103
[Abllo; _ 106 x'10 ~0.53 x 10~* arrotondato a 2 cifre.

bl 1.989903
Da ci6 discende che
[ECTFS S
| oo 116l oo

ovvero il fattore di amplificazione dell’errore nei dati sulla soluzione ¢ dell’ordine di 10%.
D’altra parte, poiché

A1 = —9800 9900
N 9900 —10000

si ha che:
|Allc =1.99 € [|A™" (| = 19900
da cui:
IAI[IIA~Y = 1.99 x 19900 ~ 4 x 10*

si ottiene cioe, a meno di una costante, il fattore di amplificazione dell’errore nei dati sulla soluzione.

&
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Sussiste la seguente:

Definizione 2.8. (Indice di condizionamento relativo)
La quantita

u(A) = A AT, (2.27)

¢ detta indice di condizionamento relativo del sistema di equazioni Ax = b.

Dall’espressione di p(A), si deduce che il condizionamento di un sistema lineare &
una proprieta intrinseca della matrice dei coefficienti (e non dipende dagli errori di cui
¢ affetto il vettore dei termini noti). Inoltre, & sempre p(A) > 1, in quanto:

L= p(l) = [AATY| < JJA[[[JAT | = p(A)

L’indice di condizionamento misura il massimo fattore di amplificazione dell’errore re-
lativo sulla soluzione, rispetto all’errore relativo sui dati. Un sistema di equazioni e,
quindi, mal condizionato se pu(A) >> 1, mentre & ben condizionato se u(A) ~ 1. Tale
definizione richiede alcune considerazioni. Innanzitutto si deve osservare che, il valore
dell’indice di condizionamento e, ovviamente, influenzato dalla norma matriciale adot-
tata e, quindi, dal modo in cui si misura ’errore. Si osserva, a tal proposito, che, posto
ta(A) = [[Alla]|A7|a con a = 1,2, 00, sussitono le seguenti relazioni:

~a(A) S s (4) < ()

%#w(A) < pia(A) < npiog (A)

%M(A) < fioo(A) < 1P (A)

da cui si ricava che, se n ¢ grande (ad esempio n = 10°%) e p.(A) = O(n), il sistema
risultera mal condizionato utilizzando p.(A), mentre potrebbe risultare ben condizio-
nato utilizzando po(A); viceversa, perd, se n & piccolo rispetto a u(A), si verifica che,
se ||A]|[][A7Y| & grande in una norma, lo sard in tutte le altre. Per tale motivo si & so-
liti anche definire mal condizionato un sistema di equazioni in cui & almeno pu(A) > O(n).

L’ipotesi che il solo termine noto sia perturbato, €, in realta, poco realistica, dato che la
stessa matrice A puo essere affetta da errori (in generale ¢ sempre affetta almeno dagli
errori di round-off di rappresentazione). E tuttavia possibile ottenere una relazione
per il condizionamento anche nel caso piu generale, in cui si verifica che 'amplificazione
dell’errore presente sui dati continua ad essere influenzata, in modo essenziale, dall’indice
di condizionamento i(A), con A matrice dei coefficienti del sistema. Supponendo, allora,
che i dati costituiti dai coefficienti e dal vettore dei termini noti, siano affetti da errore,
per studiare il caso generale, e necessario dimostrare il seguente:
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Lemma 2.1. Sia ||-|| una norma matriciale submoltiplicativa (cioé ||AB|| < ||Al|||B||) e
compatibile con una norma vettoriale (cioé ||Az|| < ||A||||z|| Yz # 0). Se una matrice
A ¢ tale che |A|| < 1, si ha:

1. I+ A é non singolare;
2. L+ AT < NI +A)T < @ -4~
Dimostrazione Per dimostrare la 1. si consideri un vettore  # 0. Allora si ha:

(I + Azl = [l + Az|| 2 [J«|| - [|Az| =

ll=ll = ll= ([ Al = [l/I(X = ||4]) > 0

Cio vuol dire che il vettore (I + A)z # 0 Vz # 0, e quindi il sistema di equazioni (I + A)z = 0 ammette
solo la soluzione banale e quindi la matrice (I + A) € non singolare.
Per dimostrare la 2. si osservi che:

1=[lI] = (T + AT+ A7 < N+ AT+ A< @+ (AN - 1T+ A7

da cui si ha:

1

I+A)71Y >
II( )l > T3 4]

e quindi la prima disuguaglianza € dimostrata. Inoltre si ha:
I=(I+A)I+A) " T=T+A4) ' +AT+4)7!
da cui:
(I+A) " =I-AT+A)™!
Passando alle norme:
1T+ =1 - AT+ AT <1+ (A 1T+ )7
e quindi:
I+ A7 - (14l <1
Ma, poiché l'ipotesi [|A|| < 1= (1 — ||4]|]) > 0, si ha:

1
1—[lA]

(I +A4)7H <

e quindi anche la seconda disuguaglianza della 2. & dimostrata. |

Si e ora in grado di dimostrare il teorema seguente, che fornisce una stima dell’indice
di condizionamento relativo, per un sistema lineare.
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Teorema 2.4. [Teorema del condizionamento]

Sia || - || una norma matriciale submoltiplicativa (cioé ||AB|| < ||A|||B||) e compatibile
con una norma vettoriale (cioé ||Az|| < ||A||||z|| Vz # 0). Sia inoltre il sistema Ax = b
(con A non singolare) e si consideri il sistema perturbato:

(A+ AA)(x + Az) = (b + Ab) (2.28)

Se

1

[AVEI/RS
[

(2.29)

posto p(A) = [|A[|[|A7Y]| si ha-

Azl u(A) (IIAAH IIAbH) (2.30)

< +
el = 1= ) B\ AT

Dimostrazione Posto C = A~'AA si ha:
IC] = |AT AA| < [JATY]| - [|A4]| < 1

per cui applicando il Lemma alla matrice C si ha che la matrice (I+C) = (I+ A~1AA) & non singolare.
Poiché inoltre (A + AA) = A(I + A~'AA) si ha che anche (4 + AA) @ non singolare. Dal lemma si ha
anche che:

1 1

I+0)7 Y =[(I+A7tAd)™Y < S 231
I+ )~ = II( VIS TRy S T A A 230

Moltiplicando quindi per A~! il sistema perturbato (2.28) si ha:
AN A+ A (z+Az) = (T + A'AA)(z + Az) = A7'b+ A1 AD

da cui:

(I+A7'AA)z+ T+ A 'AA)Az =2+ A1 Ab
e quindi:

I+ A" ANNAz =2+ A7'Ab—2 — A7 AAx
Isolando a primo membro Az e passando alle norme si ha:

Azl < (1T + AT AA)TH] - [JATHILAB] + IAA]] - [l2])

da cui, utilizzando anche la (2.31), si ha

A

Azxl| <
A2l < T =T TaaT

(I[AD[| + [|AA[l - [l]1)

e, dunque,

1Al A7) ( [[Ad]|
< [AA]l + F—
lzll = 1= (A=Y - [[AA]l 1]
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Ma, poiché da Az = b si ha ||z]| > ||b]|/||A]|, dalla precedente espressione, moltiplicando e dividendo
per ||A]|, si ottiene:

[Az]] A~ - (1Al (IIAAII IIAbII>
llzll = 1= (LA - [JAAl X NALL & floll

e quindi, posto u(A) = ||A]| - [|A71]|, si ha la tesi.

Si osservi che da ||A[[||A7Y|| > 1, lipotesi (2.29), implica che ||[AA| < [JA]], la quale &
una ipotesi realistica, in quanto afferma che Pordine di grandezza delle perturbazioni e
inferiore all’ordine di grandezza degli elementi di A. Se cosi non fosse le perturbazioni
altererebbero completamente i dati. Inoltre, la stessa ipotesi (2.29) garantisce che:

AA

e quindi il denominatore al secondo membro della (2.30) sard sempre strettamente
positivo.

& Esempio 2.29. Considerata la matrice dei coefficienti del sistema nell’esempio 2.26

1L 1.
A= ( 1. 1.0001 )

si ha che:
A1 = ( 10001  —10000 )
—10000 10000
e quindi:
[ 4] = 2.0001 e [|A7}{|o = 20001
da cui:

pw(A) ~ 4 x10*

ed il sistema (2.19), come visto, & mal condizionato.
Si osservi inoltre, che nel sistema aritmetico floating-point considerato nell’esempio 2.26, la matrice

A diventa
1. 1.
A+ad= ( 1. 1. )

che & una matrice singolare. Cié sembra indicare che una matrice mal condizionata € una matrice “quasi
singolare”, nel senso che una piccola perturbazione sui suoi elementi conduce ad una matrice singolare.
Se si calcola ora la “distanza” della matrice A dalla matrice singolare A + A A, ovvero ’errore relativo

AA| .
”“A””, si ha che:

lAAllo _ 0.0001

= ~ 105
Al — 20001 ~2*10
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e, d’altra parte,

‘ -

~25x107°

=
=

&

In generale, 1/u(A) € una stima della distanza della matrice A dalla matrice singolare
piu vicina, cioe:
1 , { 1A - B : }
—— =min{ ———— : B singolare
p(A) 1A]

Pertanto quanto piui e grande I'indice di condizionamento p(A) tanto pid la matrice A &
vicina (in norma) ad una matrice singolare, con 1’assunzione che una matrice singolare
ha indice di condizionamento u(A) = oco.

& Esempio 2.30. Si consideri la matrice A con la sua inversa:

101! 0 0 10 O 0
0 10! 0 10 0

A= i — Al=
0 0 101 0 0 10

Tale matrice ha determinante det(A) = 10" e l'indice di condizionamento & u(A) = 1 e quindi & ben
condizionata. &

In generale non c’¢ alcun legame tra indice di condizionamento e determinante di
una matrice, nel senso che, avendo posto p(A) = oo per una matrice singolare (che
ha det(A) = 0), si potrebbe essere portati a pensare che un determinante piccolo sia
caratteristico delle matrici mal condizionate e che il determinante di una matrice sia
legato, in qualche senso, all’inverso dell’indice di condionamento.

& Esempio 2.31. Si considerino i punti z; = ¢ per i = 1,2,..,10 e si consideri la matrice di Vander-
monde:

1z - Pt 1 = - ¥
1 zy - 207t 1 =z - 23
2 2 2
V = =
1 =z, --- IEZ_I 1 z10 --- .'L'?O

E noto che una matrice di Vandermonde & malcondizionata (in questo caso & u(V) = 3.3064 x 10'2),
mentre il determinante & det(V) = +1.8... x 10%!.
&
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Stabilito che p(A) permette di sapere di quanto l’errore nei dati si amplifica sulla
soluzione, il problema che si pone, assegnata una matrice A, e calcolarne I'indice di
condizionamento. 11 calcolo di x(A) coinvolge la valutazione di A, che si ¢ visto essere
un problema di elevata complessita computazionale (0 comunque di pari complessita
rispetto alla risoluzione del sistema). Per tale motivo sono stati sviluppati algoritmi per
stimare p(A), che non richiedono il calcolo'dell’inversa di A.

Elementi di software matematico basati su tali algoritmi sono presenti nelle pii impor-
tanti librerie di software matematico, quali LAPACK, NAg e IMSL.

2.8 Accuratezza della soluzione di un sistema di equa-
zioni lineari

In questo paragrafo si vogliono approfondire alcuni aspetti correlati all’accuratezza della
soluzione di sistemi di equazioni lineari di ordine n del tipo'*:

1,171 + Q1,2T2 + - A1 Ty = by
: <~ Az =0 (2.32)

Up,17T1 + Up 272 Foee T e bn

calcolata mediante la fattorizzazione A = LU della matrice dei coeflicienti seguita dagli
algoritmi di Forward Substitution e di Back Substitution.

Ricordiamo che la fattorizzazione A = LU e la successiva risoluzione del sistema
triangolare inferiore Ly = b mediante la Forward Substitution sono equivalenti all’algo-
ritmo di eliminazione di Gauss, nel senso che, posto A = A e b = b, 'algoritmo di
eliminazione di Gauss genera una sequenza di sistemi equivalenti:

AWy =) A@p =@ ... AG-Dy -

tali che U = A e L & costituita da tutti i moltiplicatori calcolati nel corso dell’algo-
ritmo di eliminazione di Gauss ( ponendo inoltre [;; =1, ¢=1,..,n ). Si pud osservare
inoltre che b~ & la soluzione del sistema triangolare inferiore Ly = b.

Pertanto, al fine della valutazione dell’accuratezza della soluzione del sistema (2.32),
analizzeremo la stabilita degli algoritmi di eliminazione di Gauss e di Forward e Back
substitution, cioe come si propagano gli errori di round-off in tali algoritmi.

M Nel seguito, tutti i sistemi di equazioni considerati sono ben condizionati tranne dove specificato
diversamente.
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2.8.1 Analisi dell’errore di round-off nell’algoritmo di Gauss

& Esempio 2.32. La soluzione del sistema di equazioni lineari:

4.4409X10717(L'1 + x5 =1
T + x93 =2

21 = 1.000 000000000000 044... x> = 0.999999 999 999 999 955...

ma la soluzione calcolata utilizzando un calcolatore con aritmetica IEEE in doppia precisione, mediante:
o fattorizzazione A = LU (mediante algoritmo di Gauss senza pivoting)
e risoluzione di Ly = b (mediante forward Substitution)

e risoluzione di Uz = y (mediante backward Substitution)

71=0 Tp=1
Tale soluzione ¢ inaccettabile in quanto non verifica la seconda equazione. E possibile osservare
inoltre che l’errore relativo commesso é:

|Az]loo | max (|21 — 21/, |T> — 22])
{EZ]RS max (|2, |22|)

~1

& Esempio 2.33. Si risolva il sistema di equazioni Az = b, con:

A 1Y) = (1) 2

nel sistema aritmetico floating-point, caratterizzato dai parametri:
'7::{/8:10 t=3 Emin=—6 Emaq:zﬁ}
il quale ha massima accuratezza relativa u = 0.5 x 10~2. La soluzione del sistema &:

z1 = 1.0010... =z =0.999....

Fattorizzazione LU. L’algoritmo di eliminazione di Gauss per la fattorizzazione LU in questo caso
esegue un solo passo. Eseguendo le operazioni nel sistema aritmetico considerato si ottiene:

o ffiay = fl(ay]/al")) = (100 x 10")/(.100 x 10~2) = .100 x 10*
o 3y = fl(a¥) —ms1al’)) = .100 x 10" — (.100 x 10%) x (.100 x 10!) =

.100 x 10* — 100 x 10* = —.100 x 10*
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. . . : ~(1) .
Si osservi che nella sottrazione presente nel calcolo di ag% e stato commesso un errore relativo

di round-off:
.100 x 101
=———=.1 1072
19:1 = oo %107 — 100 %10
Si ottiene in definitiva che:
- 100 x 10* 0
L= ( 100 x 10* 100 x 10" ) (2.34)

- ~ 100 x 102 .100 x 10t
1) _ 7 _
4 _U_( 0 —.100x104)

Forward Substitution. Applicando la Forward Substitution al sistema Ey = b si ottiene:
e Ui =b; =.100 x 10!
e o = fl(bs — m2171) = .200 x 10! — (.100 x 10%) x (.100 x 10') =
200 x 10" —.100 x 10* = —.100 x 10*

Back Substitution. Infine applicando la Back Substitution al sistema Uz = ¥ si ottiene:
o B = fl(§2/a}}) = (=100 x 10%)/(=.100 x 10*) = 0.100 x 10"
o & = fI(§1 — af')&3) = .100 x 10" — (.100 x 10") x (-100 x 10') = 0.0
La soluzione calcolata anche in questo caso ¢ inaccettabile. L’errore relativo commesso é:

|Az|o _ max (@ — 21|, |22 —z2) _
1P max (|21}, |z2|)

A questo punto ¢ utile osservare che, relativamente all’esempio 2.33, la fase di fattorizzazione della
matrice A ha generato le matrici L e U della (2.34) tali che:

Eﬁ—A'—(O'Om 1)

1 0

Il prodotto LU ricostruisce quindi una matrice A' che pud essere vista come la matrice A in cui
'elemento as » & stato modificato mediante una perturbazione dell’ordine O(10°), cioe:

0.001 1 0.001 1 0 0
A’:( ) 0>:( " 1>+(0 622>:A+E E|=0010°  (2.35)

)

avendo indicato |E| = (|e; ;])i,j=1,..,n- In definitiva, quindi, a causa del sistema aritmetico a precisione
finita utilizzato, nella fase di fattorizzazione si ¢ di fatto fattorizzata la matrice A’ della (2.35) in luogo
della matrice A della (2.33).

&

Relativamente ad un generico sistema di equazioni di ordine n = 2 si ottiene:

1171+ a1922 =0
{ 1,171 + 01,272 1 Az = b

a2,1%1 + A22%2 = by
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nella fase di fattorizzazione della matrice, si ha che:

o1 = fl(as1/a) = aQ)(1 + 84) /al®) =ma (1 + 64)

by = (a¥) DL+ 6)) (1 + 6)

(2.36)
Uy o = (a22 maq(1+ 5d)a

7

dove |04] < u, |6 < w e [6s] < u sono gli errori relativi di round-off commessi
rispettivamente nella divisione, moltiplicazione e sottrazione. Dalla (2.36) si ha:

651% = ag,)% — Mo aﬁ"; + ag?%és — m2,1a§°%(5d + 0 + 85) + O(u?) =

= ai) + afy0, — mo 0\ (8g + 6 + 85) + O(u?)

(0) ( )

~ 1 0 ~ a
7 R 07— 1,1 012
ma1 1 0 g%

Se si effettua in aritmetica esatta il prodotto LU = A’ si ottiene la matrice:
0 0
ooy i)
asy(1+6a) al)+ ez

€2,2 = ag,)%és - mz,lag(,)% (Om +04) + O(u?)

Siano:

con:

Dall’espressione precedente si nota che il moltiplicatore ms; rappresenta un fattore di
amplificazione per gli errori relativi di round-off 64, 6, ds commessi nelle operazioni
aritmetiche. Di fatto il prodotto LU ricostruisce una matrice A’ che, per effetto di tale
moltiplicatore, pué essere molto distante dalla matrice A.

Nell’esempio 2.33 si & avuto Mgy = 0.1 x 10%, per cui Perrore relativo di round-off
|0s] < u=0.5x 1072 si ¢ amplificato di circa 1000 volte.

Teorema 2.5. Sza A una matrice di ordine n. Se ad ogni passo k della fattorizzazione
LU si ha che ak e 7é 0 (cioé non si incontrano pivot nulli), allora i fattori calcolati Le

U soddisfano:

LU=A=A+E
~ (2.37)
|E| < 3(n — Du(|A] + |L]|U]) + O(u?)

dove |E| = (|e;,

)i,j:l,..,n-

Dimostrazione La dimostrazione procede per induzione su k. Poiché il teorema & ovviamente vero
per k = 1, si supponga che la (2.37) sia vera per k — 1. Sia quindi la matrice:

a wT
a=(% %)
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dove B & una matrice di ordine £ — 1, v e w due vettori di ordine k — 1 e a uno scalare e se ne effettui
la fattorizzazione LU. Allora, nel primo passo di tale fattorizzazione, si ha:

2= fl/a) =2+ “If| Sufz

A, = fiB-zw")=B-zw’ +F |F| < 2u(|B| + |2||w|") + O@@?) (2.38)

I passi successivi effettuano la fattorizzazione della matrice ;1\1, di ordine k — 1. Per l'ipotesi di
induzione, per tale matrice vale la (2.37), cioé:

Elﬁl == A\l + E1
|Ey| < 3(k — 2)u(|Ay | + |La||T1]) + O(u?)

Posto allora:

dalla (2.38) si ha qundi che
41| < (1 +2u)(|B|+ 2]jw|") + O(?)
e quindi usando le ipotesi di induzione sulla matrice ;1\1 si ha:
By +F| < 3(k = Du(|B| + |2llw|” + |L1||Th]) + O(u?)

Poiché |af| < u|v| si ha:

m<se-vu (o B0+ (g 0 ) (5 ||U5'T|| )] +ow)

cioe la tesi.

La (2.37) asserisce che, effettuando la fattorizzazione A = LU di una matrice in
un sistema aritmetico a precisione finita, in pratica si fattorizza una matrice A’, i cui
elementi differiscono da quelli di A di una quantita:

n
laij — aj ;] = leigl < 3(n — Vullaigl + Y [lil [k 5) + O(u?)
k=1
cioe:

laij—a

n T —~
= - l; ,
< 3(n 1)U 1+ Zk:l ‘ z,k||uk’J
|| |ai ]

il e

+ O (u?) (2.39)
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Analizzando la (2.39), si nota che la perturbazione relativa |e; ;|/|a; ;| dipende da
quanto grandi possono diventare gli elementi® |l; ;| e |ug;|. Poiche la matrice L &
costituita da tutti i moltiplicatori l; ; = a;x/ax incontrati nel corso dell’algoritmo di
eliminazione di Gauss, la presenza di elementi ay, ;, piccoli rispetto agli elementi a; 5, della
stessa colonna, comporta che [l; ;| >> 1 e quindi la possibilita di grosse perturbazioni
e j| nei dati.

La soluzione a tale problema deve avere quindi come obiettivo quello di rendere gli
elementi |l; x| = |aik|/|axs] < 1 in modo da non amplificare gli errori di round-off. E
noto che una possibile soluzione risiede nella tecnica del pivoting (parziale o totale) che
consiste, ad ogni passo k, in una riorganizzazione delle righe e/o delle colonne di A in
modo da avere I’elemento di massimo modulo sempre sulla diagonale. Si ricordi inoltre
che I'utilizzo di tale tecnica comporta che ad essere fattorizzata e la matrice A opportu-
namente moltiplicata per una matrice di permutazione. Ad esempio, relativamente alla
tecnica del pivoting parziale si ha:

PA=LU & A=P'LU

dove P & una matrice di permutazione, P” la sua trasposta ed ¢ PTP = I.

A questo punto & necessario effettuare nuovamente ’analisi dell’errore di round-off
della fattorizzazione A = PT LU ottenuta utilizzando la tecnica del pivoting parziale. A
tal fine e utile notare che nella fase di pivoting, cioe nella fase dello scambio delle righe
della matrice A, non vengono effettuate operazioni aritmetiche e quindi non vengono
commessi errori di round-off. Il teorema che segue, la cui dimostrazione ¢ analoga a
quella del Teorema 2.5, fornisce I’analisi dell’errore di round-off richiesta:

Teorema 2.6. Sia A una matrice di ordine n. Se ad ogni passo k della fattorizzazione
LU con pwoting parziale si ha che agf,)e # 0 (cioé non si incontrano pivot nulli), allora

i fattor: calcolats LeU soddisfano:

LU=A+E
o~ (2.40)
|E| < 3(n — Du(lA| +|PT||L]|U]) + O(u?)

dove |E| = (leijl), i, =1,..,n e P é la matrice di permutazione derivante dall’utilizzo
del pivoting parziale nell’algoritmo di eliminazione di Gauss.

Dalla (2.40) si ricava che:

- iy "l |
|az,y am| _ ‘6,,] < 3(n _ 1)u 1+ Zpkzl z,pkH pk:]‘ + O(uz)
il i, i

1511 fattore n — 1 non ¢ di importanza significativa e pud essere trascurato in questa analisi. Tale
fattore e la conseguenza del fatto che nel Teorema 2.5 si sono utilizzati i valori assoluti degli errori di
round-off |§| non tenendo conto che essi, essendo con uguale probabilitd positivi e negativi, tendono
a compensarsi a vicenda. Come sottolineato da Wilkinson lo scopo di tale analisi ¢ di individuare
le potenziali instabilita degli algoritmi per migliorarli e non di ottenere una precisa maggiorazione
dell’errore di round-off.
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dove pr, = 1,..,n rappresenta una permutazione degli indici ¥ = 1,..,n. Inoltre, poiche

HﬁTH =1le HZH = n, utilizzando le norme si ha:
1B o 1| :
<3n—-1Nu[l+n + O(u?) (2.41)
[1Alloo [1A]loo

che mostra la grandezza della perturbazione relativa sulla matrice A nel caso di pivoting
parziale.

__A questo punto ¢ opportuno chiedersi quanto grande possa diventare il rapporto
[|Ul|oo/||A]|cc presente nella (2.41), in quanto anche esso puo rappresentare un fattore
di amplificazione per gli errori di round-off.

& Esempio 2.34. Si risolva mediante la fattorizzazione A = LU con pivoting parziale e gli algoritmi
di Forward Substitution e Back Substitution il sistema di equazioni:

-1 sei>j n
Az =b conA=< 1 sei=joj=mn_ e bizz%j
0 altrimenti j=1

La soluzione di tale sistema ¢ z; =1 ¢ = 1,..,n, ma, per un sistema di ordine n = 100, si ha che la
soluzione calcolata con un calcolatore con aritmetica standard IEEE in doppia precisione é:

zi=1 i=1,.,53 2;,=0 i=54,.,99  z190=1

con un errore relativo ||Az||/||z|| = 1. La soluzione & quindi inaccettabile.
Per capire il perché di tale inaccuratezza, nonostante 1’utilizzo della tecnica del pivoting parziale,
si osservi che la matrice U che si ottiene nella fase di fattorizzazione & la seguente:

1 0 1

0 1 o --- 2
v=|0 0 1 - 22

6 277,'—1

e quindi [|U]loo/|| Allee = 02"~ /).

E possibile dare la seguente:

Definizione 2.9. (Fattore di crescita) Relativamente all’algoritmo di eliminazione
di Gauss, st definisce il fattore di crescita nel modo sequente:

~(k
‘a’z(,j)

p = max

igk || Alloo

Il fattore di crescita, quindi, misura quanto grande diventano gli elementi \?ig?\ nel

corso dell’algoritmo di eliminazione di Gauss rispetto alla matrice A. Poiché | \[7 oo/ || Al]o0 <
np, dalla (2.41) si ottiene:

HiHm < 3(n = u (1+n°p) + O(u?) (242)
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L’esempio 2.34 mostra che il fattore di crescita pud essere, in alcuni casi, un fattore di
amplificazione non trascurabile dell’errore di round-off nell’algoritmo di eliminazione di
Gauss.

& Esempio 2.35. Il programma MATLAB :

n=100; rho=0;

% ciclo sul numero di matrici
for nmat=1:100
a=10*rand(n) ; norma=norm(a,inf) ; rapp=0;

% fattorizzazione LU

for k=1:n-1
% pivoting
[y,r] = max(abs(a(k:n,k))); r=r+k-1;
% scambio delle righe
t=a(k,k:n); a(k,k:n)=a(r,k:n); a(r,k:n)=t;
% calcolo moltiplicatori
a(k+1l:n,k)=a(k+1:n,k)/alk,k);
% trasformazione matrice attiva
a(k+1l:n,k+1:n)=a(k+1l:n,k+1:n)-a(k+1:n,k)*a(k,k+1:n);
%
rt=max(max(abs(a(k:n,k:n))));
if rt>rapp rapp=rt; end

end

% calcolo di rho
rapp=rapp/norma;
if rapp>rho rho=rapp; end

end
disp(’massimo rho=’); disp(rho)

calcola il massimo fattore di cresita ottenuto da 100 matrici casuali di ordine n = 100 i cui elementi
sono tali che 0 < a;; < 10. Tale programma fornisce come risultato:

massimo rho=
0.1879

Anche se & possibile definire matrici con fattore di crescita p = O(2"), nella pratica
tale valore rimane limitato e non costituisce un effettivo fattore di amplificazione per gli
errori di round-off nell’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale.

Tale risultato, associato alla considerazione che il costo computazionale del pivoting
totale & sensibilmente maggiore di quello del pivoting parziale, permette di concludere
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che l'algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale € un algoritmo pratica-
mente stabile e puo essere utilizzato nello sviluppo di software matematico accurato.

2.8.2 Analisi dell’errore di round-off nella Forward e Back Substi-
tution

Per completare I’analisi dell’accuratezza della soluzione di un sistema di equazioni lineari
Ax = b e opportuno effettuare la backward error analysis anche degli algoritmi di
Forward Substitution e di Back Substitution. Vista ’analogia tra i due algoritmi, nel
seguito verra effettuata solo ’analisi dell’errore di round-off della Forward Substitution,
in quanto quella della Back Substitution puo essere condotta allo stesso modo. Sia quindi
un sistema di equazioni triangolare inferiore Lz = b:

In generale la componente z; viene calcolata mediante:

b — 30 i
_ D e i i=1,.,n (2.43)

)
L

Z;

Relativamente a tale espressione e possibile dimostrare il seguente:

Teorema 2.7. Sia L una matrice triangolare inferiore di ordine n. Se ad ogni passo i
dell’algoritmo di Forward Substitution si ha che l;; # 0, allora la soluzione calcolata T
e soluzione del sistema:

(L+BE)z=b |B|<(n—1)|Llu+0? (2.44)

Dimostrazione Relativamente alla (2.43) si ha che:

by

= Lhi(l14+8)Z1 =0 6q| <
1171(1+5d) = 1,1( + 64)Z1 1 |04 <w

T
con §4 errore di round-off commesso nella divisione. 11 calcolo di z; avviene quindi come se ’elemento
l1,1 fosse stato perturbato della quantita:

lev,1] = [l1,184] < [l,1]u
Proseguendo nella, Forward Substitution si ha:

_ by —l21Z1(1 + 6y)
la,2(1 + 0a)(1 + d5)

8)

2 = bi(14+0m)Z1 +la2(14+65)(1+ 64)Z2 = ba

con d, e 0, rispettivamente errori di round-off nella sottrazione e nella moltiplicazione. Il calcolo di z2
avviene quindi come se I ; e [ o fossero stati perturbati rispettivamente da:

leaa| = ll2,10m] < [laa|u e eza| = |l2,2(8q + 65 + 8ads)| < 2|l2 2|u + O(u?)
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Per la componente x; si osservi che Z;;i l; jz; ¢ il prodotto scalare tra le prime ¢ — 1 componenti
della i_ma riga di L e del vettore Z. Quindi si ha:

i1
fl (Z li,jfcj) =lin T (14 0i—1) + LipZa (14 60;—2) + ... +1;;-1@5=1 (1 4+ 61)

j=1
con
0] < iu+ O(u?)
da cui si ha:

5 = bi — (i Z1(14+60;—1) + -+ 1 i—1Zim1 (1 + 61))
' li,i(1+65)(1+6d)

LiaZi(14+60;—1) + -+ 1L (1 +8) X+ 05)Z; = b;
cioé z; viene calcolato come se gli elementi [; ; fossero stati perturbati da:
les1] = |1i10: 1] < (i = Dlig|u+ O(u?)
leii| = |Li;0i—;] < (i = iglu+O0@w?) j=2,.,i-1
lesi| = |1i,i(8a + 0s + 0ads)| < 2|1 i|u + O(u?)

da cui la tesi. [}

La soluzione calcolata T ¢ la soluzione esatta del sistema di equazioni perturbato
(L+E)Z = b. Si osservi pero che le perturbazioni e; ; sono piccole rispetto agli elementi
della matrice /; ;, in quanto:

Jeis] < nu+ O(u?)

lij

per cui il sistema perturbato si discosta di poco dal sistema originario Lx = b. In
definitiva algoritmo di Forward Substitution (come anche quello di Back Substitution)
puo essere considerato stabile.

2.9 Sistemi lineari con matrici strutturate

L’algoritmo di fattorizzazione LU ¢ stato applicato a matrici generiche, intendendo con
cio che esso non tiene del fatto che la matrice possa avere particolari caratteristiche, ad
esempio “pochi” elementi non nulli disposti secondo un certo schema, oppure elementi
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simmetrici rispetto alla diagonale principale uguali. I paragrafi che seguono sono dedicati
alla risoluzione di sistemi lineari con matrice dei coefficienti “speciale”; si vedra infatti
come sia possibile sfruttare eventuali proprieta della matrice dei coefficienti per ridurre
la complessita di tempo e di spazio richiesta da tale risoluzione. Si noti, a tal proposito,
che risolvere un problema cercando di trarre vantaggio dalle particolari caratteristiche
del problema stesso costituisce un principio generale dell’Analisi Numerica.

Nei due esempi che seguono sono presentati alcuni problemi descritti da sistemi
lineari la cui matrice dei coefficienti ha particolari caratteristiche.

& Esempio 2.36. Si consideri una rete di resistori uguali tra loro, disposti come in Fig. 2.21. Si indichi
con R la resistenza di ciascuno di essi e con vy, il potenziale nel k-mo nodo della rete e si supponga che
U9 € Up41 Siano noti.

v0 vl v(k=1) vk v(k+1) vn v(n+1)

Figura 2.21: Rete di resistori.

Applicando la prima legge di Kirchoff e 1a legge di Ohm!9, si ha, per ogni nodo k, la seguente equazione:

(k=1 =vk) (O — VK1) _ vk

R R R’
ovvero
—Vg—1 + v — Vg1 = 0. (2.45)
L’equazione (2.45), scritta per k =1,...,n, da luogo al seguente sistema lineare nelle incognite vy:
3 -1 V1 Vo
-1 3 -1 Vg 0
= : . (2.46)
-1 3 -1 VUn—1 0
-1 3 Un, Un+1

16La legge di Ohm afferma che I'intensitd della corrente elettrica che percorre un filo metallico a
temperatura costante e direttamente proporzionale alla differenza di potenziale esistente tra gli estremi
del filo. Indicata con v4 — vp la differenza di potenziale tra gli estremi A e B del filo e con I I'intensita
della corrente che percorre il filo dal punto A al punto B, la legge di Ohm si pud esprimere come
I = (v4a —wB)/R, dove la costante R & la resistenza del filo.
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La matrice del sistema (2.46) ha molti elementi nulli e gli elementi non nulli si trovano sulla diagonale
principale e sulle due diagonali immediatamente al di sotto ed al di sopra di questa. Tale matrice &
inoltre simmetrica, ciog, detto a; ; il suo generico elemento di posto (¢, j), risulta a; ; = a;;. )

& Esempio 2.37. Si consideri ’equazione differenziale ordinaria (equazione di convezione-diffusione
stazionaria in una dimensione):

dc d*c
ua(x) - aﬁ(x) =0, ze€][0,1], (2.47)

con le condizioni al contorno:
c(0)=0, c¢1)=1. (2.48)

Per risolvere numericamente il problema (2.47)-(2.48) si pud procedere nel modo seguente. Posto
Az =1/n, con n intero positivo, si considerino i punti

20, L1y..- , Ly € [0, ].]
tali che
= kAz, k=0,...,n,

e si approssimino le derivate di ¢(x) in tali punti con le espressioni seguenti:!7

1 1
%(-’L'k) =~ SAz (Ck41 — Cp—1) + 6AT (Ck—2 — 3cg=1 + 3¢k — Cry1)
1

= — 1c ¢ +1 +1
= Az 6’“72 k—1 2Ck 3Ck+1 )

d*c 1

E(xk) ~ Az (Ck—1 — 2¢k + Crt1) »
dove ¢j & un’approssimazione di ¢(x). Sostituendo le espressioni precedenti nell’equazione (2.47), si
ha:

LC' — i.}_L Ci L L+2—Oé . L_L . =0
6Az 77 Az ' (Az)?2) Tt 2Az  (Ax)? € 3Az  (Ax)? G ="
ovvero, posto R = u/Auz:
R R R
gc]'_z —(R+1)cj—1 + (E + 2) ¢ + (g - 1) cj+1 =0.

Posto ¢_1 = 0 e tenuto conto delle condizioni (2.48), si perviene al seguente sistema lineare nelle
incognite ¢, k=1,... ,n—1:

E+2 R _ C1 0
? & R

R+1 7+2 E—l C2 0

£ R+1 £+2 £-1 cs 0

. =] (2.49)

R R R ) ;

3 R;‘]. §+2 E— Cp—2 0

3 R+1 5—{—2 Cpn—1 1

La matrice dei coefficienti del sistema (2.49) ha gli elementi non nulli disposti solo su quattro diagonali,
la diagonale principale, le prime due inferiori e la prima superiore. &

"Non ci si sofferma, in questa sede, su tali approssimazioni delle derivate. Ci si limita solo ad
osservare che esse possono essere ottenute utilizzando opportunamente lo sviluppo in serie di Taylor
della funzione c(z) e che sono effettivamente utilizzate nelle applicazioni (Si veda, ad esempio, [7]).
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Le matrici considerate negli esempi precedenti hanno gli elementi disposti secondo uno
schema preciso e si dicono quindi strutturate. In particolare, nella matrice dell’esempio
2.36, gli elementi non nulli sono localizzati sulla diagonale principale e sulle due diagonali
ad essa adiacenti; nella matrice dell’esempio 2.37, gli elementi non nulli appartengono
alla diagonale principale e ad altre diagonali ad essa vicine.

Definizione 2.10. (Matrice tridiagonale)
Una matrice A = (a; ;) si dice tridiagonale se

a;; =0 per |i—j|>1.

Definizione 2.11. (Matrice a banda)
Una matrice A = (a;;) si dice a banda, con ampiezza di banda inferiore p ed ampiezza
di banda superiore q, se

a;; =0 per 1>j+p e per 3>1+q.

Una rappresentazione grafica di una matrice a banda e fornita in Fig. 2.22. Si osservi
che una matrice tridiagonale ¢ una particolare matrice a banda, con ampiezze di banda
p = q = 1. Si osservi inoltre che la definizione di matrice a banda non implica che gli
elementi della diagonale principale, delle p diagonali inferiori e delle ¢ diagonali superiori
siano tutti non nulli, ma solo che siano nulli gli elementi che non appartengono a queste
diagonali.

Le matrici degli esempi 2.36 e 2.37 sono matrici a banda. La prima ha entrambe le
ampiezze di banda uguali ad 1, ovvero ¢ tridiagonale; la seconda ha ampiezza di banda
inferiore uguale a 2 ed ampiezza di banda superiore uguale ad 1.

p

Figura 2.22: Matrice a banda.

In maniera analoga alla matrice tridiagonale si definisce la matrice pentadiagonale
(p = q = 2), eptadiagonale (p = ¢ = 3), etc. Anche una matrice diagonale si pud vedere
come una particolare matrice a banda, in cui p = ¢ = 0. Nel seguito si considerano
matrici a banda quadrate, anche se le precedenti definizioni si applicano anche a matrici
con un numero di righe diverso dal numero di colonne.

Sono matrici strutturate anche le matrici ¢riangolari, i cui elementi non nulli sono
appunto disposti secondo una struttura a triangolo. Tali matrici possono essere anche
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a banda, con una delle due ampiezze di banda necessariamente nulla. In tal caso, si
parla semplicemente di ampiezza di banda della matrice, facendo riferimento alla banda
di ampiezza non nulla. Un esempio di matrice triangolare inferiore a banda ed uno di
matrice triangolare superiore a banda e fornito di seguito.

& Esempio 2.38.

Si considerino le seguenti matrici:
1 5 =3
-2 4 1 -2
5 1 ’ -4 1
-7 2 6

Tali matrici, oltre ad essere triangolari, sono matrici a banda; la prima con ampiezza di banda (inferiore)
p =1 e la seconda con ampiezza di banda (superiore) ¢ = 1. L

In generale, si da la seguente definizione:
Definizione 2.12. (Matrice bidiagonale)
Una matrice A = (a;;) si dice bidiagonale inferiore se
a;; =0 per 3>1 e per 1> j+1,
e st dice bidiagonale superiore se

a;; =0 per 1>7 e per j>1+1.

2.10 Memorizzazione di matrici strutturate

Memorizzare una matrice strutturata in un array bidimensionale non e in generale con-

veniente dal punto di vista della complessita di spazio, in quanto si memorizzano anche

elementi nulli la cui posizione & nota. Una memorizzazione efficiente deve tener conto

della struttura della matrice, evitando di conservare informazioni inutili. D’altra parte,

la struttura stessa della matrice suggerisce schemi di memorizzazione piu appropriati.
Si inizi col considerare una matrice diagonale, di dimensione n X n:

Gn,n

Se si memorizza tale matrice in un array di dimensione n X n si ha una complessita di
spazio pari a n?, anche se gli elementi che bisogna effettivamente conservare, cio¢ quelli
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della diagonale, sono solo n. Tale osservazione conduce in maniera naturale ad utilizzare
un array monodimensionale, AD, di lunghezza n, per memorizzare solo tali elementi:

AD = (al,la a2, - -- aan,n) )
ovvero
AD(i) =a;;," i=1,...,n.

La complessita di spazio si riduce, in tal modo, di un ordine di grandezza.
Nel caso di una matrice tridiagonale di dimensione n X n, gli elementi che bisogna
effettivamente conservare sono quelli delle tre diagonali, cioe sono 3n — 2.

& Esempio 2.39. Si consideri la matrice tridiagonale del sistema (2.46) (esempio 2.36). Si vuole
determinare uno schema di memorizzazione efficiente, che non conservi cioe gli elementi al di fuori delle
tre diagonali. Una scelta naturale e utilizzare tre array monodimensionali, uno per ciascuna diagonale.
Detti AD, AU ed AL tali array, si ha quindi:

AD=(3, 3,..., 3),
N— ————
n volte
AL = (-1,-1,...,-1),
n—;jlolte
AU = (-1,-1,...,-1)
n—ltzolte

Si noti che la matrice considerata e anche simmetrica e si puo quindi evitare di memorizzare la diagonale
inferiore o quella superiore, utilizzando cosi solo due array monodimensionali, con un ulteriore risparmio
dello spazio di memoria. &

In generale, data una matrice tridiagonale A di dimensione n x n,

a11 A1
Q21 Q22 Ga2.3

Up—1,n—2 Op—1n-1 0Qn-1n

Apn—1 Qnn

si utilizza un array monodimensionale, di lunghezza n, per memorizzare la diagona-
le principale e due array monodimensionali, di lunghezza n — 1, per memorizzare la
diagonale inferiore e quella superiore:

AD(i):ai,i; z':l,...,n,
AL(?;+1):U,Z'+1,,', z':l,...,n—l,
AU(’i):CLi,i+1, z':l,...,n—l.

Si noti che al primo elemento dell’array AL ¢ stato assegnato l'indice 2; in tal modo
I'indice del generico elemento dell’array risulta essere uguale all’indice di riga del corri-
spondente elemento della diagonale inferiore. La scelta di assegnare I’indice 1 al primo
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elemento di AL e chiaramente equivalente. Tale schema di memorizzazione ha una com-
plessita di spazio pari a 3n — 2, cioe O(n), di un ordine di grandezza inferiore rispetto
alla usuale memorizzazione mediante un array bidimensionale.

Se la matrice tridiagonale & simmetrica si puo evitare di memorizzare la diagonale
inferiore o quella superiore, riducendo la complessita di spazio a 2n— 1. Si osservi che la
memorizzazione con due array monodimensionali e adatta anche a matrici bidiagonali.

Per una matrice a banda A, di dimensione n x n, con ampiezza di banda inferiore p ed
ampiezza di banda superiore g, si potrebbero utilizzare p+¢+1 array monodimensionali,
contenenti le p diagonali inferiori, la diagonale principale e le ¢ diagonali superiori. In
tal modo, pero, il numero di array da dichiarare in un programma che opera su matrici
a banda sarebbe variabile con la dimensione della matrice.

& Esempio 2.40.

Si consideri la matrice a banda del sistema lineare (2.49) (esempio 2.37), che ha ampiezza di banda
inferiore p = 2 ed ampiezza di banda superiore ¢ = 1. Dato che la matrice ha solo quattro diago-
nali “significative”, si pud considerare un array bidimensionale AB di dimensione 4 X n, e si possono
memorizzare le diagonali della matrice nelle righe di tale array, nel modo seguente:

R R R R
R R R R R
B — 24+2 £42 42 42 542
| R+1 R+1 R+1 R+1 * ’
R R R
0 5 0 * *

dove il simbolo * indica che al corrispondente elemento dell’array AB non & stato associato alcun
valore. Y

Nell’esempio 2.40 le diagonali della matrice sono memorizzate, una dopo 'altra, a partire
dalla diagonale superiore, nelle righe dell’array. Inoltre, per ogni j, la j-ma colonna della
matrice si trova nella j-ma colonna dell’array.

& Esempio 2.41.

Si consideri una matrice A di dimensione 6 x 6, con ampiezze di bandap=1e q=2:

a1 ai2 G1,3
G2;1 QG222 G23 a4
A= as2 das3 as4 0aggs
a3 Q4.4 QG45 QA46
a4 QAs5 0as6
Qg5 06,6

Utilizzando per la matrice A lo schema di memorizzazione introdotto nell’esempio 2.40, si ha:
* * a1,3 Q2,4 G35 Q4.6
AB — * 12 Q2,3 a34 Q4,5 056

G110 Q22 (33 A44 G55 06,6
a1 az2 04,3 G54 06,5 *

L’elemento a; ; € dunque memorizzato nella colonna di posto j e nella riga di posto 3+i—j = ¢+1+i—j.

&
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In generale, per memorizzare una generica matrice a banda A, di dimensione n x n, con
ampiezze di banda p e g, si utilizza un array bidimensionale di dimensione (p+¢+1) X n,
nel modo seguente:

AB(Q+1+Z_ja]) = Q5 , max(l,j _q) S { S mln(”:j+p)

Tale schema di memorizzazione ¢ detto a banda (in inglese si parla di band storage) ed
ha una complessita di spazio pari a (p + ¢ + 1)n. E’ chiaro che la memorizzazione a
banda e “significativamente” vantaggiosa, rispetto alla usuale memorizzazione mediante
un array bidimensionale di dimensione n X n, se p,q << n/2.

Analogamente alle matrici a banda, si definiscono schemi di memorizzazione oppor-
tuni, per le matrici triangolari.

& Esempio 2.42.

Si consideri la matrice triangolare inferiore

-3 10

2 8 -1

4 -5 1 9

2 6 4 -3 2
14 -8 6 —4 7 11

di dimensione 6 x 6. Il triangolo superiore della matrice, senza la diagonale principale, € costituito da
15 elementi nulli; se per memorizzare tale matrice si utilizza un array bidimensionale con 6 righe e 6
colonne, si “sprecano” 15 su 36 componenti dell’array. Una scelta piu efficiente, suggerita in maniera
naturale dalla struttura della matrice, ¢ utilizzare un array monodimensionale, LP, contenente, una
dopo laltra, le righe, oppure le colonne, di L (si considera, ovviamente, solo la parte “significativa” di
L):

LP = (1,-3,10,2,8,—1,4,-5,1,9,2,6,4,-3,2,14, 8,6, —4,7,11),
oppure

LP=(1,-3,2,4,2,14,10,8,—5,6,-8,—1,1,4,6,9,—3,—4,2,7,11).

Per una matrice triangolare inferiore, di dimensione n x n,

lia
I— loa 12.,2 ’
ln,l ln,? o ln,n

si puo utilizzare un array monodimensionale di lunghezza n(n + 1)/2, contenente, una
dopo ’altra, le righe oppure le colonne del triangolo inferiore:

LP = (ll,lg l2,1, lg,z, ceey ln,l; ln,g, .. 7ln,n) ,



Capitolo 2. Calcolo matriciale: metodi diretti 279

oppure
LP = (ll,la l2,1’ e ’ln,la l2,27 R 7ln,25 o oo aln,n) .

Si consideri ad esempio la memorizzazione per righe. La posizione di /; ;, 7 > j, in LP
si puo determinare col seguente ragionamento. L’elemento /; ;, appartenendo alla i-ma
riga di L, & preceduto in LP dagli elementi delle 7 — 1 righe precedenti, che sono

1—1 .
1424 +(-1)=) k= ;
k=1

essendo inoltre il j-mo elemento della :-ma riga, € preceduto in LP da altri j—1 elementi.
L’elemento /; ; € quindi preceduto in LP da

i(i— 1)

1
5 1V

elementi, ovvero si ha
LP(i(i—1)/2+4j) =ly, i>3j.
Analogamente si verifica che, se si usa la memorizzazione per colonne, risulta
LP(i+ (2n= ) =1)/2) = liy, i>].

Seguendo gli stessi criteri, si ottengono schemi di memorizzazione adatti ad una
matrice triangolare superiore

U1 U2 - Uip
U= Uz - Ugp
un,n

Anche in questo caso si utilizza un array monodimensionale U P, di lunghezza n(n+1)/2,
per memorizzare le righe di U:

UP = (U1,1,U12, -+ s U1y U2y -+« U2y« - 5 Unp) s
oppure le colonne:
UP = (U1,1,U1,2, U225 - - - s ULy U2py -« - » Unp) -
Nel primo caso risulta
UP((2n—i)(i—1)/2+j) =u;, i<];
nel secondo

UP(i+35(j —1)/2) = uig, <],
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Gli schemi di memorizzazione per matrici triangolari sopra descritti sono detti packed
(si parla, in inglese, di packed storage) e sono utilizzabili anche per la memorizzazione di
matrici simmetriche. La scelta di una memorizzazione per righe o per colonne dipende
dall’algoritmo che agisce sulla matrice; se ’algoritmo accede agli elementi della matrice
per righe & opportuno utilizzare una memorizzazione per righe in modo da avere accessi
a locazioni di memoria consecutive e quindi un utilizzo pit efficiente della cache memory.

L’uso di schemi di memorizzazione particolari comporta una “riorganizzazione” degli
algoritmi che operano sulle corrispondenti matrici. Alcuni esempi al riguardo sono forniti
dalle Procedure 2.12 e 2.13. La prima risolve un sistema lineare con matrice triangolare
inferiore memorizzata secondo uno schema packed, utilizzando I’algoritmo di back substi-
tution particolarizzato per lo schema di memorizzazione in uso. La complessita di tempo
¢ quindi invariata, mentre la complessita di spazio & quasi dimezzata, risultando O (n?/2)
anziché O(n?). La Procedura 2.13 calcola il prodotto di una matrice tridiagonale per un
vettore, utilizzando per la matrice una memorizzazione con tre array monodimensionali.
Essa differisce da una procedura per il prodotto di una matrice generica per un vetto-
re non solo per il modo in cui si fa riferimento agli elementi della matrice, ma anche
per il fatto che non si eseguono le operazioni che coinvolgono gli elementi (nulli) al di
fuori delle tre diagonali. Cio e una conseguenza immediata dello schema di memorizza-
zione utilizzato per la matrice tridiagonale. La complessita di tempo della Procedura
2.13 risulta quindi O(n) operazioni aritmetiche floating-point, mentre nel caso generale
¢ O(n?). Analogamente, la complessita di spazio di tale procedura & O(n), invece di

O(n?).

procedure trisol (in: n,lp, b; out: b, ierr)

/# SCOPO: risolve un sistema lineare con matrice

triangolare inferiore in formato packed

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n . intero { dimensione del sistema }
var: Ip(n(n+1)/2) : reale { matrice del sistema }

var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: b(n) : reale  { wvettore soluzione }

var: ierr : intero { indice del primo elemento }

{ diagonale nullo }

Procedura 2.12: Risoluzione di un sistema lineare
con matrice triangolare inferiore in formato packed - continua
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/# VARIABILI LOCALI:

var: i, j,idiag,irow : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:
terr =0
1:=1
repeat
idiag :=ix(1—1)/2+i—1
if (Ip(idiag) = 0) then
err =1
endif
1=1+1
until (ierr #0ori=n+1)
if (ierr #0) then { risoluzione del sistema }
b(1) = b(1)/Ip(1)
fori=2ton
irow :=i(i —1)/2
for j=1toi—1

b(i) := b(i) — Ip(irow + j) * b(j) { calcolo della soluzione }
{ memorizzata in b}

{ controllo della singolaritd }

endfor
b(i) := b(i)/lp(irow + 1)
endfor
endif
end trisol

Procedura 2.12: Risoluzione di un sistema lineare
con matrice triangolare inferiore in formato packed - fine
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procedure tridvet (in: n,ad, al, au, z; out: y)

/# SCOPO: calcola il prodotto di una matrice A,
tridiagonale quadrata, per un vettore .

La matrice é memorizzata in tre vettors.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del vettore }
var: ad(n) : reale  { diagonale principale }

{ della matrice A}
var: al(n—1) :reale { diagonale inferiore }

{ della matrice A}
var: au(n—1) :reale { diagonale superiore }
{ della matrice A}

var: z(n) : reale  { secondo fattore del prodotto}
/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: y(n) : reale  { vettore soluzione }

/# VARIABILI LOCALI:

var: 14 : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:
fori=2ton—1 {componentii=2,... , n—1}
y(i) :==al(r) *z(i — 1) + ad(2) * (i) + au(?) xx(i + 1)
endfor
y(1) :=ad(1) * (1) + au(1) *x z(2) {componente i=1}
y(n) :=al(n) *z(n —1) + ad(n) * z(n) {componente i=n }
end tridvet

Procedura 2.13: Calcolo del prodotto di una matrice tridiagonale
per un vettore. La matrice € memorizzata usando
tre array monodimensionali
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2.11 Risoluzione di sistemi lineari con matrice a ban-
da

Si consideri un sistema lineare Ax = b, dove A e una matrice a banda. Per risolvere
tale sistema si puo eseguire la fattorizzazione LU di A ed applicare la back e la forward
substitution ai sistemi lineari triangolari associati. Si vuole vedere se le matrici L ed
U derivanti dalla fattorizzazione sono dotate di qualche struttura, dalla quale si possa
trarre vantaggio in termini di complessita computazionale.

Nei prossimi paragrafi si analizza dapprima la fattorizzazione LU senza pivoting e
poi quella con pivoting parziale.

2.11.1 Fattorizzazione LU senza pivoting di una matrice tri-
diagonale e risoluzione dei sistemi lineari associati

[’esempio che segue mostra in che modo la fattorizzazione LU senza pivoting “agisce”
su una matrice tridiagonale.

& Esempio 2.43.

Si vuole eseguire la fattorizzazione LU senza pivoting della matrice tridiagonale

5 =3
1 4 =2
A= -1 3 1
2 5

Tale fattorizzazione si pud ottenere con Palgoritmo di eliminazione di Gauss, cioé con i passi seguenti:
passo 1:

e calcolo dei moltiplicatori relativi alla prima colonna: mo ;1 = 1/5 (m3,1 = ma1 = 0);

o trasformazione della sottomatrice attiva:

5 -3
a_10 23/5 -2 )
AT = -1 3 1 !
2 5
passo 2:
e calcolo dei moltiplicatori relativi alla seconda colonna: ms 2 = —5/23 (my 2 = 0);
e trasformazione della sottomatrice attiva:
5 -3
4@ — 0 23/5 —2 .
0 59/23 1 ’

2 )
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passo 3:

¢ calcolo del moltiplicatore relativo alla quarta colonna: my 3 = 46/59;

e trasformazione della sottomatrice attiva:

5 -3
AG) — 0 23/5 -2
B 0 59/23 1
0 249/59

Si ha quindi:

A=LU
con

1 5 =3
| 1/5 1 _ 23/5 =2
L= —5/23 1 » US 59/23 1 ’
46/59 1 249/59

cioe L e U sono matrici bidiagonali. &

In generale, i fattori L ed U di una matrice tridiagonale (che ammette la fattorizza-
zione LU) sono bidiagonali. Tale risultato si puo dimostrare in maniera indipendente
dall’algoritmo utilizzato per calcolare L ed U.

& Esempio 2.44.

Sia A una matrice tridiagonale non singolare di dimensione 4 x 4:

a1 41,2
a a a
A= 2,1 G22 a23
as2 az3 0G34
a4,3 Q4.4
e siano
1 U1 U2 U3 Ul
_ | a1 _ Uy U3 Usg
L= . U=
I31 I3 1 u3,3 U34
lagg lap lLz 1 U4, 4

le matrici ottenute applicando la fattorizzazione LU senza pivoting ad A. Calcolando il prodotto LU
si ottiene la matrice

LU =
U1,1 Uy,2 u1,3 Ul ,4
A Lauip  ljauis+usp2 loqurs +uas loqug 4 +us 4
- I3purs I31urn +132u22 I31u1,3 +132u2,3 +u33 I30u1,4 +132u24 + Uz

lagury lgauip +lapuss lggur s +laouss +lasuss lygura +laous g + lazus s + Usgg
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e quindi, uguagliando gli elementi di LU con i corrispondenti elementi di A, si ricava:!

Irquiga+uzs =0
I31u1,, =0
lygui1 =0

lyquip +liouz2 =0

Risulta dunque:

1
_| a1 _
L=1"0 15, 1 » U=
0 0 Is 1

ovvero L e U sono bidiagonali. Inoltre, uguagliando gli elementi delle tre diagonali di LU con i
corrispondenti elementi delle tre diagonali di A e ricordando che sono nulli gli elementi u; ; coni > je

WLy

8
u1,3 = 0;
u1,4 =05
Uz 4 = 0;
l31 =0;
ly,1 = 0;
Iy =0
ur,n urz 0 0
U2,2 U2,3 0
u3,3  U3,4
Ug, 4

gli elementi /; ; con 4 < j, si ricavano le espressioni dei rimanenti elementi di L e di U:

lrquig =a2,: —
lraui g +us2 =asp ==
logui 3z +us 3 =as3 —
~
=0

I31 ur2 +132u22 = aspo =
—~—

=0

131 u1,3 +l32u23 +us 3 = as3 =
—~

I31 w14 +l32uz 4 +us g = asy =
—~ ~—

-0 —o —0

lag w1z + lao uz3 +la3us s = as3 =
~ N

=0 =0 =0

f—r

lsg a4 lap usg Hlasus s +uss = aas
N
=0 =0 =0 =0

U1,1 = a1,1;

Ui,2 = a1,2;

l2,1 = 02,1/u1,1;

U2 = A2,2 — l2,1U1,2 =a2,2 — lz,1a1,2;

U2,3 = a2 3;

l3.0 =a32/uz2;

U3 3 = 3,3 — l32U2 3 = a3 3 — I3 202 3;
U3,4 = a3,4;

lag = as3/usz =0;

Uga = 04,4 — l4,3u3,4 =a4,4 — l4,3a3,4-

In particolare, gli elementi della diagonale superiore di U sono uguali a quelli della diagonale superiore
di A. )

Il ragionamento dell’esempio precedente si puo applicare ad una generica matrice
tridiagonale A di dimensione, n X n:

di f
cy  dy Jo
SO (2.50)

dnfl fﬁfl
Cn  dy

Cn—1

18Gi noti che uiy 70 e ug 2 # 0, altrimenti A risulterebbe singolare.
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Siano

1 o ... ... ....0
lg,l 1 0 il .8 \
l371 l3,2 1 0 ... O
L= . . . } . . ,
: : : . 0
\ It lno log ..o oo 1)
Ui U2 U3 --- ... Ulp
0 U2 U233 --- ... Usnp
0 0 U3 --- ... Uznp
U= : : . : : (2.51)

Lo 0/

le matrici ottenute applicando la fattorizzazione LU senza pivoting ad A. Calcolando
il prodotto LU si ottiene la matrice

LU =
U1,1 U1,2 U1,3 .- Ui,n
loggurr  laiuio + ugo lour 3 + ug 3 e lg U1 + Uz p
= | lzaug lzauig +lspuzs  lzaurz+lspuss+uss ... 31U, +I30U2, + Uz,
lnguig lpiuig +lpotss lyiui s+ lyoues + 1y 3uss ... lpgi, + .00 4 Uy

e quindi, uguagliando gli elementi di LU con i corrispondenti elementi di A, si
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ricava:'?

U1,3 = 07
Ura = 0,
Uiy = 0;
loqur g +uss =0 = ug4 = 0;
logurpn + g =0 = Uz, =0;
l3au1,1 =0 = I3, =0;
l3iurs + l32uss +uzs =0 = ugs = 0;
lnjui, =0 = lp1 =0;
ln,lul,n—Q + ln,QUQ,n—2 +...+ ln,n—2un—2,n—2 =0 = ln,n—2 =0
Risulta dunque:
( 1 0 ... 0
log 1 o ... ... 0
0 Iz 1 .. ... 0
L=1 0 0 1 1 0|
\ 0 ... ln,n—l 1 /
( uyr uie 0 0 \
0 U2 U23 0 Ce 0
0 0 u U3.4 0 0
v=| . . .
0 Ce e . Upn-1n—1 Un—-1n
K o ... ... ... Unn

ovvero L e U sono bidiagonali.

Inoltre, uguagliando gli elementi delle tre diagonali di LU con i corrispondenti ele-
menti delle tre diagonali di A e ricordando che sono nulli gli elementi u;; con ¢ > j e
gli elementi /; ; con ¢ < j, si ricavano le espressioni dei rimanenti elementi di L e di U.

19Gi noti che uiy 70 e ug 2 # 0, altrimenti A risulterebbe singolare.
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Riscrivendo le due matrici bidiagonali come:

1 ur - fi
lg 1 Ug f2
I = . , U = . 3 (2.52)
ln—l 1 Up—1 fn—l
I, 1 Uy,
si avras:
di = uq, cy = louy,

dy = la f1 + ua, c3 = lzug,

dn = lnfn—l + U, Cp = lnun—la

da cui si ricavano le seguenti espressioni per u; € [;:

Uy = dl, U; = dz —lifz'_l (ZZ 2, ,n),
li:Ci/ui_l (2=2,,n)

In particolare si osservi che gli elementi della diagonale superiore di U coincidono con
quelli della diagonale superiore di A.

Le espressioni degli elementi di L e di U si possono ricavare anche applicando ad A
I’algoritmo di eliminazione di Gauss formulato per una generica matrice e tenendo conto
del fatto che gli elementi di L al di sotto della prima diagonale inferiore e gli elementi di
U al di sopra della prima diagonale superiore sono necessariamente nulli. L’algoritmo
per la fattorizzazione LU di una matrice tridiagonale consiste quindi nel calcolare, al
generico passo 7, la i-ma componente della diagonale inferiore di L e la +-ma componente
della diagonale principale di U, come di seguito mostrato nella Procedura 2.14.
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procedure lutrid (in: n,d, ¢, f; out: [, u)

/# SCOPO: effettua la fattorizzazione LU senza
pivoting di una matrice A tridiagionale.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { prima dimensione }
{ della matrice }

var: d(n) :reale { diagonale principale }
{ della matrice A}

var: c(n) :reale { diagonale inferiore }
{ della matrice A}

var: f(n) :reale { diagonale superiore }
{ della matrice A}

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: [(n) :reale { matrice triangolare}
{ inferiore }

var: u(n) : reale  { matrice triangolare }
{ superiore }

/# VARIABILI LOCALI:

var: 1 : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:
u(l) :==d(1) { calcolo primo elemento}
fori=2ton { fattorizzazione LU }
1(7) :== c(i)/u(i — 1)
u() :=d(@) — 1(3) * f(i — 1)
endfor
end lutrid

Procedura 2.14: Fattorizzazione LU senza pivoting
di una matrice tridiagonale

289
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Si osservi che il precedente algoritmo non altera la struttura della matrice, nel senso che
non trasforma elementi nulli in elementi non nulli.

Nella Procedura 2.14 si eseguono 2n — 2 moltiplicazioni o divisioni floating-point e
n — 1 addizioni floating-point; la complessita di tempo € quindi

Tryiria(n) = 3n =3 = 0(n) flop,

dove flop indica la generica operazione aritmetica floating-point. La struttura della
matrice consente dunque di ottenere un notevole vantaggio computazionale rispetto alla
fattorizzazione di una matrice generica, la cui complessita di tempo ¢ O(n?) flop.

Per quanto riguarda la complessita di spazio, si osservi che & possibile memorizzare
gli elementi /; ed u; nelle stesse variabili utilizzate rispettivamente per ¢; e d;, in quanto,
per ogni %, ¢; interviene solo nel calcolo di /;, € d; solo in quello di u;. Con tale strategia,
la complessita di spazio dell’algoritmo di fattorizzazione LU risulta essere:

Srvwia(n) = 3n —2 = 0O(n).

Si consideri ora il sistema lineare Ax = b, dove A & una matrice tridiagonale a cui e
stata applicata la fattorizzazione LU. Per calcolare la soluzione di tale sistema, bisogna
risolvere i sistemi triangolari bidiagonali Ly = b ed Uz = y. Da Ly = b si ricava:

y1 = by
Yo = by — loys;

Yn = bn_lnyn—l;

mentre da Uz = y si ricava:

Tn = yn/u'n;
Tp—1 = (ynfl - fnflmn)/unfl;
L1 = (yo— fizo)/us.

Gli algoritmi di back e forward substitution applicati alle matrici bidiagonali (2.52) si
particolarizzano quindi nel modo illustrato nelle Procedure 2.15 e 2.16.
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procedure fstrid (in: n, [, b; out: y)

/# SCOPO: effettua la forward substitution di un sistema

la cui matrice é triangolare inferiore bidiagonale.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }

var: Il(n) :reale { contiene gli elementi non nulli }
{ della matrice del sistema }

var: b(n) : reale { vettore dei termini noti }

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: y(n) : reale { wvettore risultante }
/# VARIABILI LOCALI:

var: 1 : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:
y(1) == b(1)
fori=2ton

y(@) == b(i) —1(3) xy(i = 1)
endfor
end fstrid

Procedura 2.15: Forward substitution per un sistema con matrice
triangolare inferiore bidiagonale, derivante dalla fattorizzazione LU
senza pivoting di una matrice tridiagonale
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procedure bstrid (in: n,u, b; out: y)

/# SCOPO: effettua la backward substitution di un sistema

la cut matrice € triangolare superiore bidiagonale.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }

var: u(n) :reale { contiene gli elementi non nulli }
{ della, matrice del sistema }

var: b(n) :reale { vettore dei termini noti }

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: y(n) :reale { vettore risultante }
/# VARIABILI LOCALI:

var: 1 : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:
z(n) := y(n)/u(n)
fori=n—-1to1lby —1

z(i) := (y(¢) — f(i) * z(i + 1)) [ul(z)
endfor
end bstrid

Procedura 2.16: Backward substitution per un sistema con matrice
triangolare superiore bidiagonale, derivante dalla fattorizzazione LU

senza pivoting di una matrice tridiagonale

Nella Procedura 2.15 si eseguono n — 1 moltiplicazioni ed n — 1 addizioni floating-
point, mentre nella Procedura 2.16 si eseguono 2n — 1 moltiplicazioni o divisioni floating-

point e n — 1 addizioni. La complessita di tempo dei due algoritmi & quindi:

Nei due algoritmi e inoltre possibile memorizzare la soluzione sovrascrivendo il vettore
dei termini noti, senza dover ricorrere all’'uso di un’area di memoria aggiuntiva. La

TFfstrid(n) = TBbst'rid(n) = O(n) fl0p-

complessita di spazio e dunque

stt’rid(n) = Sbst'rid(n) = O(’I’L) flop.
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In conclusione, le complessita di spazio e di tempo di un algoritmo per la risoluzione
(mediante fattorizzazione LU e back e forward substitution) di un sistema lineare con
matrice tridiagonale di dimensione n X n sono:

Tristria(n) = O(n),
SRIStrid(n) =0 (n)

2.11.2 Fattorizzazione LU senza pivoting di una matrice a ban-
da e risoluzione dei sistemi lineari associati

I risultati ottenuti per una matrice tridiagonale si estendono al caso di una generica
matrice a banda.

& Esempio 2.45. Si esegua la fattorizzazione LU senza pivoting della matrice a banda:

1 2
2 -1 1
A=]3 1 3 1 ,
1 2 -2 1
-1 2 1

che ha ampiezza di banda superiore ¢ = 1 e ampiezza di banda inferiore p = 2. Si ha:

passo 1:

e calcolo dei moltiplicatori: ma1 =2, ms1 =3 (ma1 = ms,1 = 0);

e trasformazione della sottomatrice attiva:

1 2
-5 1
AL = -5 3 1 :
1 2 =21
-1 2 1
passo 2:
e calcolo dei moltiplicatori: mgz2 =1, my2 = —1/5 (ms 2 = 0);
e trasformazione della sottomatrice attiva:
1 2
-5 1
A2 — 2 1 ;
11/5 -2 1
-1 2 1

passo 3:
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e calcolo dei moltiplicatori: m4 3 = 11/10, m5 3 = —1/2;

e trasformazione della sottomatrice attiva:

1 2
-5 1
A® = 2 1 ;
—-31/10 1
5/2 1
passo 4:
e calcolo del moltiplicatore: ms 4 = —25/31;
o trasformazione della sottomatrice attiva:
1 2
-5 1
AW = 2 1
—31/10 1
56/31
Si ha quindi:
A=LU
con
1 1 2
2 1 -5 1
L=1] 3 1 1 , U= 2 1 ;
-1/5 11/10 1 —31/10 1
-1/2 -25/31 1 56/31
ovvero L ha ampiezza di banda p = 2 ed U ha ampiezza di banda ¢ = 1. &

In generale sussiste il risultato seguente che include il caso delle matrici tridiagonali:

Teorema 2.8. Sia A una matrice a banda di dimensione n X n, con ampiezza di banda
inferiore p ed ampiezza di banda superiore q. Se A ammette la fattorizzazione LU, allora
L é una matrice triangolare inferiore a banda, con ampiezza di banda inferiore p, ed U
e una matrice triangolare superiore a banda, con ampiezza di banda superiore q.

Dimostrazione
La dimostrazione procede per induzione su n. Per n = 1 la tesi € banalmente vera. Si suppenga
quindi n > 1. Scrivendo la fattorizzazione nella forma:

a wT 1 0 1 0 a wT
A = == T
v B vfja I, 4 0 B—ww'/a 0 I,
E facile osservare che B — vwT /a ha ampiezza di banda superiore g e ampiezza di banda inferiore

p. Sia quindi L;U; la fattorizzazione LU della matrice B — vw’ /a. Utilizzando le ipotesi di induzione
e osservando che le prime ¢ componenti di w e le prime p di v sono nulle, segue che:

= (e i) v=(5 %)
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hanno ampiezza di banda rispettivamente p e ¢ e sono tali che A = LU. |

Come gia osservato per le matrici tridiagonali, al medesimo risultato si giunge se
si applica l'algoritmo di eliminazione di Gauss formulato per una generica matrice e si
osserva che la struttura a banda della matrice da fattorizzare implica che siano nulli gli
elementi di L al di sotto della p-ma diagonale inferiore e quelli di U al di sopra della
g-ma diagonale superiore (cfr. esempio 2.44).

q
P 0

A=

Figura 2.23: Fattorizzazione LU senza pivoting di una matrice a banda.

La fattorizzazione LU senza pivoting di una matrice a banda produce quindi fattori
che conservano le ampiezze di banda della matrice di partenza (una rappresentazione
grafica di cio ¢ fornita in Fig. 2.23). Al generico passo k dell’eliminazione di Gauss si
calcolano al pid p moltiplicatori, uno per ciascun elemento della banda inferiore nella
k-ma colonna, e si trasformano gli elementi della sottomatrice attiva che appartengono
alle righe k+1,... ,min(k+p, n) ed alle colonne k+1,... ,min(k+¢q,n). Tale algoritmo
puo essere eseguito utilizzando per la matrice A lo schema di memorizzazione a banda
di cui e parlato nel §2.10 e scrivendo gli elementi di L e di U sui corrispondenti elementi
di A (algoritmo in place), come mostrato®® nella Procedura 2.17. Gli elementi della

208i noti che gli indici delle componenti dell’array AB possono essere scritti in maniera pid “compat-
ta”, riducendo il numero di operazioni aritmetiche intere e quindi migliorando Pefficienza dell’algoritmo.
Ad esempio, facendo variare I’indice del ciclo su 4 nel modo seguente:

fori:=¢+2tomin(g+p+1l,g+n—k+1),
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diagonale principale di L non sono, ovviamente, memorizzati.

procedure bandlu (in: n, AB, p,q; out: AB)

/# SCOPQO: effettua la fattorizzazione LU di una matrice A a banda

memorizzata secondo lo schema band storage.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { prima dimensione }
{ della matrice A }

var: AB(p+q+1,n) :reale { matrice da fattorizzare }

var: p sintero { ampiezza della banda }
{ inferiore di A }
var: ¢ : intero  { ampiezza della banda }

{ superiore di A }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:
var: AB(p+q+1,n) :reale { matrice fattorizzata }
/# VARIABILI LOCALI:

var: i, 7, k : interi

Procedura 2.7: Fattorizzazione LU senza pivoting di una matrice
a banda memorizzata secondo lo schema band storage - continua

i moltiplicatori si possono calcolare con l'istruzione

AB(i, k) := AB(i, k) /AB(q + 1,k);

si puo inoltre precalcolare il valore di ¢ + 1, con un’istruzione del tipo r := ¢ + 1, e quindi scrivere:

AB(i, k) == AB(i,k)/AB(r, k) .
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/# INIZIO ISTRUZIONI:
fork=1ton—-1

for i = k+ 1 to min(k + p,n) { caleolo moltipl.}
AB(q+1+i—k k)= AB(q+1+i — k, k)/AB(q+1,k)
endfor

for j = k+ 1 to min(k + ¢,n)
for i = k+ 1 to min(k + p,n)
AB(g+1+1i—4,5):=AB(¢g+1+4+i—7,7)+
—AB(g+1+i—k,k)x AB(g+1+k — 4,7)
endfor
endfor
endfor
end bandlu

Procedura 2.17: Fattorizzazione LU senza pivoting di una matrice
a banda memorizzata secondo lo schema band storage - fine

Si osservi che nell’algoritmo precedente la trasformazione della sottomatrice attiva
e eseguita accedendo agli elementi per colonne, cioe si trasformano una dopo I’altra le
colonne di tale matrice (il ciclo sull’indice di riga ¢ € all'interno del ciclo sull’indice di
colonna j). Scambiando i cicli su i e j si ottiene un algoritmo che accede alla sottomatrice
attiva per righe, analogo a quello per la fattorizzazione LU di una matrice generica. |
due algoritmi sono equivalenti, cioe producono gli stessi risultati, ed hanno la stessa
complessita computazionale; la scelta dell’'uno o dell’altro dipende essenzialmente dal
linguaggio in cui tale algoritmo e implementato. Se, ad esempio, si usa il Fortran 77, in
cui gli array sono memorizzati per colonne, I’algoritmo che accede agli elementi dell’array
AB per colonne consente un utilizzo piu efficiente della memoria.

& Esempio 2.46.

Sia A una matrice a banda di dimensione 10 x 10, con ampiezza di banda inferiore p = 2 ed ampiezza
di banda superiore g = 4:

a1 a2 G1,3 414 aigs
a1 Qa22 G23 0A24 G235 G246
asz,;1 as2 ass3 as4 G35 asze 437
G42 Q4,3 0G44 Q45 G466 Q47 Q438
A= as,3 as,4 G55 56 as7 04538 as,9
g4 d65 Qg6 UGe7 0Ggg de,9 6,10
ars are Gary arg Grg 4710
age dasy7 agg agg  04g10
ag7 Q9.8 ag9g9 (10,10
a10,8 a10,9 @10,10




298

Contiamo il numero di operazioni aritmetiche floating-point che si eseguono applicando la Procedura
2.17 a tale matrice.

L’algoritmo considerato consta di n — 1 passi, individuati dal contatore k; il numero di operazioni
varia, al variare di k, nel modo seguente:

e perk=1,...,6 (6 =n—gq)siha:

min(k + p,n) =min(k + 2,10) = k + 2,
min(k + ¢,n) =min(k +3,10) =k + 3

e quindi al passo k si eseguono

— p = 2 divisioni per calcolare i moltiplicatori,

— pq = 8 addizioni ed altrettante moltiplicazioni per trasformare la sottomatrice attiva,

per un totale di
6(2+2-8)=108 flop;
eperk=78 (T=n—q+1, 8=n—p) si ha:
min(k + p,n) = min(k + 2,10) = k + 2,
min(k+ ¢;n) = min(k + 3,10) = 10
e quindi al generico passo k si eseguono

— p = 2 divisioni per calcolare i moltiplicatori,

— p(n—k) = 2(10— k) addizioni ed altrettante moltplicazioni per trasformare la sottomatrice
attiva,

per un totale di

]
D (2+2-2:(10- k) =14+10=24 flop;
k=7

eperk=9 9=n—-p+1=n—1)siha

min(k 4+ p,n) = min(k + 2,10) = 10,
min(k + ¢,n) = min(k + 3,10) = 10

e quindi si eseguono

— n — k =1 divisione per calcolare i moltiplicatori,

— (n—k)(n — k) =1 addizione ed 1 moltplicazione per trasformare la sottomatrice attiva,

per un totale di
3 flop.
Nell’algoritmo si eseguono dunque
108 + 24+ 3 =135 flop.

Si osservi che tale numero e significativamente inferiore rispetto al numero di operazioni che si eseguono
applicando 1’algoritmo di eliminazione di Gauss formulato per una generica matrice, che & (4n® — 3n? —
n)/6 = 615. &
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Consideriamo una matrice a banda A, di dimensione n X n, con ampiezza di banda
inferiore p ed ampiezza di banda superiore g:

( a1,1 cee e e 01941

Apt1,1 +vv oee e e cee Opylg+i+p

Si suppone che p < ¢, e quindi che n — ¢ < n — p; algoritmo consta di n — 1 passi,
g

individuati dal contatore k; il numero di operazioni varia, al variare di k£, nel modo
seguente:

e perk=1,...,n—q risulta

min(k +p,n) =k +p,
min(k +¢,n) =k + ¢

e quindi al passo k si eseguono

— p divisioni per calcolare i moltiplicatori,

— pg addizioni ed altrettante moltiplicazioni per trasformare la sottomatrice
attiva,

per un totale di
(n — q)(p + 2pq) = np + 2npq — pq — 2pg®>  flop;
eperk=n—q-+1,...,n—p risulta

min(k +p,n) =k +p,
min(k + ¢,n) =n

e quindi al passo k si eseguono

— p divisioni per calcolare i moltiplicatori,
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— p(n—k) addizioni ed altrettante moltplicazioni per trasformare la sottomatri-
ce attiva,

per un totale di

i (p+2p(n—k))=(g—p)p + 2p i (n—k) =

=(qg—pp + 2pii= (¢g—p)p + 2p (iz—iz) =

=1
=(q—pp+plelg—1)—pp-1)) =pg” —p° flop;
eperk=n—p+1,... ,n—1 risulta

min(k 4+ p,n) =n,
min(k +¢,n) =n

e quindi al passo k si eseguono

— n — k divisioni per calcolare i moltiplicatori,

— (n — k)(n — k) addizioni ed altrettante moltplicazioni per trasformare la
sottomatrice attiva,

per un totale di

n—1 p—1 p—1
Yo ((n=k)+2n—k)?) =) i+2) =
k=n—p+1 =1 i=1
-1 —1(@2p—-1) 4p® —3p? -
_ p(p2 ), plp )3( p—1) _4p 6p 2 flop,

Sommando i valori precedentemente ottenuti, si ha:

4p* —3p* —¢q
np+2npq—pq—2pq2+pq2—p3+T=
203 +3p* +p
:2npq+np—pq2—f—pq flop.

e quindi la complessita di tempo dell’algoritmo descritto nella Procedura 2.17 & :

TLUband(napa C]) = O(”PQ) flop.

Si noti che al crescere di p e ¢ la complessita di tempo si avvicina a O(n?) flop, cioe a
quella dell’algoritmo per una matrice di dimensione n X n, e che per p,q ~ n, essa &
proprio O(n?®) flop. L’algoritmo ¢ dunque “significativamente vantaggioso” se p, ¢ << n.



Capitolo 2. Calcolo matriciale: metodi diretti 301

La complessita di spazio e quella richiesta dallo schema di memorizzazione a banda
(cfr. § 2.10), ovvero

SLUband(”:pa Q) = (p+ q + ].)TL = O((p + q + 1)”) .

Si consideri ora la risoluzione dei sistemi lineari aventi come matrici dei coefficienti
i fattori L ed U calcolati con la Procedura 2.17. Con un ragionamento analogo a quello
fatto per le matrici L ed U derivanti da una matrice tridiagonale, si hanno gli algoritmi
di back e forward substitution riportati nella Procedura 2.18 e 2.19. Si osservi che gli
algoritmi sono in place, cioe il vettore soluzione é riscritto sul vettore dei termini noti.
Inoltre, in analogia con I’algoritmo descritto nella Procedura 2.17, I’accesso agli elementi
dell’array AB e per colonne; al generico passo j si ottiene il valore della j-ma incognita
e si aggiornano i valori delle incognite che devono ancora essere calcolate.
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procedure bandfs (in: n, AB, p, q, b; out: b)

/# SCOPO : risolve un sistema con matrice a banda A,

deriwante da fattorizzazione LU, utilizzando

la forward substitution.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var:
var:

var:

var:

var:

n : intero
AB(p+q+1,n) : reale
P : intero
q : intero
b(n) : reale

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var:

b(n) : reale

/# VARIABILI LOCALI:

var:

i, ] : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:
forj=1ton-1
for i =j+ 1 to min(j +p,n)
b(i) = b(i) = AB(g+ 1 +i— j,7) * b(j)
endfor
endfor
end bandfs

{ dimensione del sistema }
{ matrice da fattorizzare }
{ ampiezza della banda }

{ inferiore di A }

{ ampiezza della banda }

{ superiore di A }

{ wvettore dei termini noti }

{ wvettore risultante }

Procedura 2.18 : Forward substitution per un sistema con matrice
triangolare inferiore derivante dalla fattorizzazione LU
senza pivoting di una matrice a banda
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procedure bandbs (in: n, AB, p, ¢, b; out: b)

/# SCOPO: risolve un sistema con matrice a banda A,
deriwante da fattorizzazione LU, utilizzando

la back substitution.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione del sistema }
var: AB(p+q-+1,n) :reale { matrice da fattorizzare }
var: p : intero { ampiezza della banda }

{ inferiore di A}
var: q : intero { ampiezza della banda }

{ superiore di A }
var: b(n) : reale  { vettore dei termini noti }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:
var: b(n) : reale  { vettore risultante }
/# VARIABILI LOCALI:
var: i, J : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:
for j =n to 2 by —1
b(j) := b(7)/AB(g+1,7])
for i =max(j —¢,1) to j —1
b(i) :=b(i) — AB(q+ 141 —j,7) *b(j)
endfor
endfor
b(1) :==b(1)/AB(¢+1,1)
end bandbs

Procedura 2.19: Back substitution per un sistema con matrice
triangolare superiore derivante dalla fattorizzazione LU
senza pivoting di una matrice a banda

303
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Si verifica che la complessita di tempo della Procedura 2.18 é:

Trorwband(n, p) = O(np)  flop,

mentre quella della Procedura 2.19 e :

Tackbana(n, q) = O(ng) flop.

Dato che gli elementi delle matrici L ed U sono memorizzati sui corrispondenti elementi
della matrice di partenza A, la complessita di spazio ¢ la stessa della fattorizzazione LU,
cioe

Srorwband (M, D) = Spackband(n, ¢) = O((p+ ¢)n).

2.11.3 Fattorizzazione LU con pivoting parziale di una matrice
a banda e risoluzione dei sistemi lineari associati

Gli algoritmi di fattorizzazione LU considerati nei paragrafi precedenti non utilizzano
alcuna strategia di pivoting; in generale, essi risultano quindi instabili. Si vuole allora
vedere se la fattorizzazione LU con pivoting parziale genera delle matrici L ed U dotate
di qualche struttura. Dato che il pivoting comporta scambi di righe, ci si aspetta che
la struttura a banda della matrice di partenza non venga conservata. Gli esempi che
seguono mostrano in che modo il pivoting modifica tale struttura.

& Esempio 2.47.

Si esegua la fattorizzazione LU con pivoting parziale della matrice tridiagonale:

11
21
A= 1

DO b=
- DN

Si ha:
passo 1:

e pivoting in prima colonna;: max15i54|a,~,1| = 2 = ap,1 e quindi si scambiano la prima e la
seconda riga di A, ottenendo

— N
e

N =
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e calcolo dei moltiplicatori: ma ;1 = 1/2 (m31 = mas1 = 0), ovvero

1
1/2 1
1 b
1

LM —

dove L% indica la matrice triangolare unitaria inferiore che contiene, nella prime i colonne,
i moltiplicatori calcolati nei primi ¢ passi, ed ha tutti gli elementi subdiagonali delle colonne
successive alla i-ma uguali a 0;2!

e trasformazione della sottomatrice attiva:

2 1 1
o gl
2 1
passo 2:
e pivoting in seconda colonna: max2§i§4|a§}2) |=1= ag% e quindi si scambiano la seconda

e la terza riga di A ed L™, ottenendo

2 1 1 1
‘“’(1)_ 1 1 2 ~(1)_ ]. )
AT = 12 —1/2 L= e ;
2 1 1

e calcolo dei moltiplicatori: mz o =1/2 (m4,2 = 0), ovvero

1
7(2) _ 1 :
L 12 12 1 ’
1
e trasformazione della sottomatrice attiva:
2 1 1
@ _ 11 2
A -1 -1 ’
2 1

passo 3:

e pivoting in terza colonna: max3§i§4|a§’23) |=1= aff% e quindi si scambiano la terza e la
quarta riga di A® ed L(?), ottenendo

2 1 1 1

1@ _ 1 1 2 F(2) _ 1 '

A 2 1 |° L 1 ’
-1 -1 1/2 1/2 1

21Tale matrice & stata introdotta solo per mostrare in che modo il pivoting agisce sulla matrice L che
si ottiene con la fattorizzazione LU.
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e calcolo del moltiplicatore: my4 5 = —1/2, ovvero

1
1
(3) — :
L® = . ;
1/2 1/2 -1/2 1

e trasformazione della sottomatrice attiva:

2 1 1
11 2 |
2 1 |’
~1/2

AB) =

Eseguendo la fattorizzazione LU con pivoting della matrice A si ottiene quindi

PA=TIU,
con
1 2 1 1
1 11 2
L= 1 » U= 2 1 |’
1/2 1/2 -1/2 1 -1/2
01 00
0010
P=19 001
1000

Le matrici L ed U non sono matrici bidiagonali. U & una matrice a banda con ampiezza di banda
uguale a 2, cioé uguale alla somma delle ampiezze di banda di A, mentre L & una generica matrice
triagolare. Si noti pero che ciascuna colonna di L ha al pid un elemento non nullo al di fuori della
diagonale principale. &

& Esempio 2.48. Si esegua la fattorizzazione LU con pivoting parziale della matrice a banda, che ha
ampiezza di banda inferiore p = 2 ed ampiezza di banda superiore ¢ = 1:

1 1
2 -1 1
A= 3 1 3 1
1 3 -2 1
-2 1 1
Si ha:
passo 1:

e pivoting in prima colonna: mazi<i<s|ai1| = 3 = as,1 e quindi si scambiano la prima e la
terza riga di A, ottenendo

31 3 1
2 -1 1
A=]1 1 :
1 3 -2 1
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e calcolo dei moltiplicatori: ma ;1 =2/3, m31 = 1/3 (m41 = ms1 = 0), ovvero

1
2/3 1
LM =1 1/3 1 ;
1
1
e trasformazione della sottomatrice attiva:
3 1 3 1
-5/3 -1 -2/3
AW = 2/3 -1 -=1/3 ;
1 3 -2 1
-2 1 1
passo 2:
e pivoting in seconda colonna: mazs<i<sl|ai2| = 5/3 = |as;2| e quindi non si eseguono
scambi;
e calcolo dei moltiplicatori: m3 s = —2/5, my2 = —3/5 (ms,2 = 0), ovvero
1
2/3 1
L®) =1 1/3 -2/5 1 ;
-3/5 1
1
¢ trasformazione della sottomatrice attiva:
3 1 3 1
—-5/3 -1 -2/3
A® = —-7/5 -=3/5 ;
12/5 —12/5 1
-2 1 1

passo 3:

e pivoting in terza colonna: mazs<i<slais| = 12/5 = |as,3| e quindi si scambiano la terza e
la quarta riga di A® ed L) ottenendo

3 1 3 1 1
) -5/3 -1 -2/3 ) 2/3 1
A® = 12/5 —12/5 1 |, I® = -3/5 1 ;
—7/5 —3/5 1/3 —2/5 1
-2 1 1 1
e calcolo dei moltiplicatori: m4 s = —7/12, ms 3 = —5/6, ovvero
1
2/3 1
L® = -3/5 1 ;

1/3 -2/5 -7/12 1
—5/6 1
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e trasformazione della sottomatrice attiva:

3 1 3 1
-5/3 -1 -2/3
A®) = 12/5 —12/5 1 |;
-2 7/12
-1 11/6

passo 4:

e pivoting in quarta colonna: mazs<i<s|ai 4| = 2 = |as,4| e quindi non si eseguono scambi;

e calcolo del moltiplicatore: ms 4 = 1/2, ovvero

1
2/3 1
LW = -3/5 1 ;
1/3--2/5 —7/12 1
—-5/6 1/2 1
e trasformazione della sottomatrice attiva:
3 1 3 1
—5/3 -1 -2/3
AW = 12/5 -12/15 1
—2  7/12
37/24
In conclusione, si ha:
PA=LU,
con
1 3 1 3 1
2/3 1 -5/3 -1 -2/3
L= -3/5 1 N 12/5 —12/5 1 ,
1/3° =2/5 —7/12 1 -2 7/12
—5/6 1/2 1 37/24

0.0 1 0 O
01 0 0O

P=]1 00010
1 00 00O
0 00 01

La matrice U ha ampiezza di banda 3 = p + ¢; L ha ampiezza di banda 3, ma ha in ciascuna colonna
al pid 2 elementi non nulli oltre a quello diagonale. &

Teorema 2.9. Sia A una matrice a banda di dimensione n X n, con ampiezza di banda
inferiore p ed ampiezza di banda superiore q. Esegquendo la fattorizzazione LU con
pivoting parziale di A, si ottiene:

PA=LU,
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dove U e una matrice triangolare superiore a banda con ampiezza di banda uguale a
p+q, L é una matrice triangolare inferiore, con al pit p elementi non nulli in ciascuna
colonna oltre all’elemento diagonale, e P € una matrice di permutazione.

Dimostrazione Sia PA = LU la fattorizzazione calcolata dall’algoritmo di eliminazione di Gauss con
pivoting parziale e si ricordi che P = P, 1 ---P;. Si ponga PT = (e,,,...,e,,) dove (s1,...,8,) € una
permutazione degli indici (1,...,m). Se s; > i + p allora si ha che il minore principale di ordine 4 della
matrice PA ¢ singolare, poiché (PA);; = as,; j=1,..,8,—p—1cons;—p=12>i. Ciécomporta
I’assurdo che A e U sono singolari. Quindi s; < i+ p e di conseguenza P A ha ampiezza di banda p+ q.
Dal teorema 2.8 si ha allora che U ha ampiezza di banda superiore p + q. |

Il pivoting distrugge la struttura a banda della matrice A, nel senso che ’ampiezza
di banda superiore di U diventa maggiore di quella di A, mentre nulla si puo dire sulla
banda di L (Fig. 2.24). Se si vuole eseguire una fattorizzazione in place non si puo
quindi memorizzare A in un array di dimensione (p+ ¢ + 1) X n, perché non c’e spazio
sufficiente per conservare tutta la banda di U. Dato che L ha al piti p elementi non
nulli in ciascuna colonna, oltre a quello diagonale, lo spazio utilizzato per memorizzare
la banda inferiore di A & adatto a contenere tali elementi; bisogna pero “ricordare” quali
righe sono state scambiate durante la fattorizzazione, in modo da poter ricostruire la
posizione effettiva degli elementi di L. Per eseguire la fattorizzazione LU in place, si
puo dunque utilizzare un array di dimensione (2p + ¢ + 1) X n, in cui la matrice A
¢ memorizzata secondo lo schema a banda, ma supponendo che 'ampiezza di banda
superiore sia p + ¢, in modo da riservare spazio per gli elementi della banda di U.

& Esempio 2.49.

Si considerino nuovamente la matrice A dell’esempio 2.48, di dimensione n X n = 5 X 5 e con ampiezze
di bandap=2eq=1:

11
2 -1 1
A=]3 1 3 1 ,
1 3 -2 1

-2 1 1

e le matrici L, U e P ottenute mediante la fattorizzazione LU di A con pivoting:

1 3 1 3 1
2/3 1 —5/3 -1 —2/3

L= -3/5 /1 , U= 12/5 —12/5 1 ,
1/3 —2/5 —7/12 1 -2 7/12

-5/6 1/2 1 37/24



310

pP+q

0 p+q

Figura 2.24: Fattorizzazione LU con pivoting parziale di una matrice a banda.

00100
01 00 0
P=10 0010
100 00
0 00 01

Se si considera un array AB, di dimensione (2p+ ¢+ 1) Xxn = 6 X 5, e si memorizza A in AB nel modo
seguente:22

R x4+ 4
* ko + o+ 4
x 1 1 1 1
o 1 -1 3 -2 1 |’
2 1 3 1 =«
3 1 -2 x x
si puo utilizzare tale array per memorizzare anche L ed U:
* * * 1 0
* * 3 -2/3 1
AB — * 1 -1 —12/5 7/12
- 3 -=5/3 12/5 -2 37/24
2/3 =3/5 -7/12 1/2 *
1/3 —-2/5 —5/6 * *

(i simboli * e + indicano rispettivamente le componenti di AB che non sono proprio usate e quelle che
sono usate da U, ma non da A).

22Tn questo caso lo schema di memorizzazione a banda non & conveniente, in quanto il numero di
componenti dell’array AB risulta maggiore del numero di elementi della matrice A; cid & dovuto al
fatto che p e q sono “prossimi” a n/2. Lo schema a banda, infatti, fornisce un effettivo vantaggio in
termini di complessita computazionale, rispetto all’'usuale schema di memorizzazione di una matrice,
se p,g << mn/2.
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La matrice P indica la permutazione che bisogna applicare alle righe di A per ottenere una matrice
uguale al prodotto LU, e quindi indica la posizione di ciascuna riga al termine dell’algoritmo di fattoriz-
zazione. Come gia visto nel caso di matrici generiche, tale matrice non viene effettivamente costruita; si
costruisce piuttosto un vettore di puntatori che contiene in maniera piti compatta le stesse informazioni

di P. &

Tenendo conto delle considerazioni precedenti si ottiene 1’algoritmo descritto nella
Procedura 2.20, che esegue in place la fattorizzazione LU con pivoting di una matrice a
banda, memorizzando A ed i fattori L ed U secondo lo schema a banda, in un array di
dimensione (2p + ¢ + 1) X n.
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procedure bandlupiv (in: n,p, ¢, AB; out: AB)

/# SCOPO: effettua la fattorizzazione LU
con pivoting di una matrice a banda A.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero

var: AB(p+q+1,n) : reale

var: p : intero
var: ¢ : intero
var: b(n) : reale

/# PARAMETRI DI OUTPUT:
var: AB(p+g¢+1,n) : reale
/# VARIABILI LOCALI:

var: 1,75, k, s : interi
var: ¢ : reale
/# INIZIO ISTRUZIONI:
s:=p+q

fork=1ton—1

{ prima dimensione della }
{ matrice da fattorizzare }

{ matrice da fattorizzare }
{ ampiezza della banda }
{ inferiore di A }

{ ampiezza della banda }
{ superiore di A }

{ vettore dei termini noti }

{ matrice fattorizzata }

ip=min{r: |AB(s + k)| = maxi<i<p11 [AB(s +14,k)[}

ipiv(k) ==ip+k —1
if (ip # 1)

for j =k tomin(k+q+ip—1,n)

t:=AB(s+1+4+k—j,j)

AB(s+14+k—j,j):=AB(s+ip+k — j,§)

AB(s+ip+k—j,j) =t

Procedura 2.20: Fattorizzazione LU con pivoting parziale
di una matrice a banda - continua
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endfor
endif
for i =k +1 to min(k +p,n)
AB(s+1+4i—k,k) :=AB(s+1+1i—k,k)/AB(s+ 1,k)
endfor
for j =k +1to min(k + s,n)
for i = k + 1 to min(k + p,n)
AB(s+1+i—7,j) = AB(s+14i—j,j)+
—AB(s+1+4+i—k,k)* AB(s +1+k —j,7)
endfor
endfor
endfor
end bandlupiv

Procedura 2.20: Fattorizzazione LU con pivoting parziale
di una matrice a banda - fine

Si osservi che ipiv(k) = [ indica che al passo k la riga k-ma ¢ scambiata con la
riga [-ma; array ipiv € dunque usato diversamente rispetto al caso generale, in cui
ipiv(k) = [ indica che al termine dell’algoritmo di fattorizzazione la riga k-ma si trova
nella l-ma posizione. Per comprendere meglio la differenza tra i due modi di usare ipiv,
consideriamo la fattorizzazione LU nell’esempio 2.48. Se si usa ipiv per ricordare lo
scambio di righe eseguito al generico passo k, si ha:

ipiv = (3,2,4,4);
mentre, in generale ipiv é:
ipiv = (3,2,4,1,5).

Nel primo caso, ad esempio, ipiv(4) = 4 indica che al quarto passo dell’algoritmo la
quarta riga non & stata scambiata con alcuna riga, mentre, nel secondo caso ipiv(4) = 1
indica che la prima riga di A e diventata la quarta al termine della fattorizzazione.
Inoltre, dato che I'algoritmo di fattorizzazione consta di 4 passi, il primo array ipiv ha
una componente in meno.

Si osservi inoltre che, al passo k, lo scambio di righe e eseguito solo sulla sottomatrice
attiva, lasciando quindi inalterata la posizione degli elementi di L appartenenti alle
colonne precedenti la k-ma, in accordo col fatto che ipiv(k) contiene una informazione
relativa al solo passo k. Tale scelta e coerente anche con la memorizzazione degli elementi
subdiagonali di L, che sono posti nelle ultime p righe dell’array AB, senza tener conto
della riga alla quale essi appartengono.
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Si noti, infine, che nella Procedura 2.20 si suppone che siano state inizialmente
azzerate le componenti delle prime p righe di AB riservate alle p diagonali superiori
U generate dalla fattorizzazione; se cosi non fosse, in seguito agli scambi di righe, si
potrebbero avere istruzioni di assegnazione il cui secondo membro contiene variabili non
definite.

La Procedura 2.20 si applica, ovviamente, anche ad una matrice A tridiagonale.
Se pero si assume che A sia memorizzata mediante tre array monodimensionali, si puo
considerare un ulteriore array monodimensionale per gli elementi della seconda diagonale
superiore di U e si possono usare i tre array di A per gli elementi extradiagonali di L e per
la diagonale principale e la prima diagonale superiore di U. In questo caso, 1’algoritmo
va modificato sostituendo opportunamente ad AB i quattro vettori suddetti.

Con un procedimento analogo a quello della fattorizzazione LU senza pivoting, si
verifica che la Procedura 2.20 ha la complessita di spazio:

TLUband—Fpi'u(napa Q) = O(np(p + q + 1)) flop;

dato che la fattorizzazione e eseguita in place, lo spazio di memoria e essenzialmente
quello richiesto dall’array AB, e quindi la complessita di spazio é:

SLUband+piv(napa Q) = O((2p +q+ 1)”) :

Si consideri ora la risoluzione dei sistemi lineari Ly = Pb ed Ux = y, derivanti dalla
fattorizzazione LU con pivoting della matrice a banda A, ottenuta con la Procedura
2.20.

L’algoritmo di forward substitution per la risoluzione di Ly = Pb deve tener conto
della effettiva posizione degli elementi di L e deve associare ad ogni riga di L il termine
noto giusto, utilizzando le informazioni contenute in ipiv.

& Esempio 2.50.

Si vuole risolvere il sistema Ly = Pb, dove L e P sono le matrici derivanti dalla fattorizzazione LU
della matrice A dell’esempio 2.48 e b & il seguente vettore:

b= (1,2,-1,-2,1)T.

Se si suppone che L sia stata calcolata eseguendo la Procedura 2.20, si ha che gli elementi di L che
non appartengono alla diagonale principale sono memorizzati nelle ultime due righe di un array AB,
di dimensione 6 x 5, nel modo seguente:

* * * + +

x ox + + o+
ag-| * + + + o+

+ o+ + + o+

2/3 —2/5 —7/12 +1/2 «x

1/3 =3/5 —5/6  *x %

dove il simbolo + indica un elemento del fattore U, e la matrice P € rappresentata in maniera compatta
dal vettore

ipiv = (3,2,4,1).

la soluzione del sistema si puo calcolare con i passi seguenti:
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passo 1:

e scambio delle componenti di b e determinazione di y;: ipiv(l) = 3 indica che al passo
1 dell’algoritmo di fattorizzazione LU la prima riga di a & stata scambiata con la terza;
bisogna quindi eseguire lo stesso scambio su b:

1 -1
2
-2 —2
1 1
e risulta
=7 = —1;

e aggiornamento del vettore soluzione, utilizzando il valore calcolato di y;:

4
1 ygl)
Y0 = ygl) ,
i
vs"
con
y?) = 5(1)2_17
_ 2 8
v = 7 =4BG ) =2+ 5 =2,
_ 1 4
ys) = 75 —ABG.y =1+3 =73,
= g0k,
o= 3 =1

passo 2:

e scambio delle componenti di 1) e determinazione di ys: ipiv(2) = 2 e quindi non si esegue
alcuno scambio, ovvero

-1
8/3
y(l) — y(l) v 4/3 ,
-2
1
e risulta
8
_(1
Y2 = yg ) = 3 ;

e aggiornamento del vettore soluzione, utilizzando il valore calcolato di ys:

o)
2 y%)
y( ) — yéz) ,
yi”
(2
Ys

)
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con
w = yp=-1,
yéz) = yzzg,
W = B0 - ABG Y =3+ o s =
R R
y = g =1,

passo 3:

e scambio delle componenti di y® e determinazione di ys: ipiv(3) = 4 e quindi si scambiano
la terza e la quarta riga di y(®), ovvero

-1 -1

8/3 8/3
y® =1 12/5 — g = —2/5
—2/5 12/5

1 1

e risulta
2
Y3 = ?g) S

e aggiornamento del vettore soluzione, utilizzando il valore calcolato di ys:

)
3 yé;
y® = yg; 7
)
oL
con
y§3) = y=-1,
8
y§3) = Y2 = 57
2
y§3) = Y= _g )
) _ 2 _appg,® 12 1 2_13
Ya Yy (573)y3 5 12 5 6 ’
® _ 2@ _ape.aw® =14 2. (_2) = _2.
Ys Ys (6,3)y3 + 6 5 3’

passo 4:

e scambio delle componenti di y®) e determinazione di y4: ipiv(4) = 4 e quindi non si esegue
alcuno scambio, ovvero

-1
8/3

g =y® = | 25 |,
13/6
2/3
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e risulta
13
Ya = y( ) = 3 ;
e aggiornamento del vettore soluzione, utilizzando il valore calcolato di y4:
W
4 yé:
gy = y§4) :
Y
o
con
y§4) = N = _17
8
yé‘l) = Y2 = g ’
2
yig4) = Ys= _g;
13
yz(14) = UYs= E ’
@ _ 2® _ appay® -2_113__5
Ys Ys (5,4)y, 37326 12"
Si osservi che risulta
M __5
Ys = Y5 " = 12
&

In generale, la soluzione del sistema Ly = Pb si puo calcolare con una back substi-
tution per colonne, in cui al generico passo j si “aggiornano” le componenti del vettore
soluzione a partire dalla j-ma e si scambia la componente di posto j del vettore aggior-

nato con quella di posto ipiv(j), ottenendo la j-ma
come mostrato nella Procedura 2.21.

23Gli elementi diagonali della matrice L sono uguali ad 1.

componente del vettore soluzione??,
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procedure forsub3d (in: n,b, AB, p, q, ipiv; out: b)

/# SCOPO : risolve un sistema con matrice a banda A,

deriwante da fattorizzazione LU con pivotin

parziale, utilizzando la forward substitution.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:

/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero
var: AB(p+q+1,n) : reale
var: p : intero
var: ¢ : intero
var: b(n) : reale
var: ipiv(n) : reale

/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: b(n) : reale
/# VARIABILI LOCALI:

var: 1,7, S : interi
var: t : reale

/# INIZIO ISTRUZIONI:
s:=p+q
forj=1ton—-1

{ dimensione del sistema }
{ matrice da fattorizzare }
{ ampiezza della banda }

{ inferiore di A }

{ ampiezza della banda }

{ superiore di A }

{ wvettore dei termini noti }

{ vettore di permutazione }

{ wvettore risultante }

Procedura 2.21: Forward substitution per un sistema
con matrice triangolare inferiore derivante dalla fattorizzazione LU
con pivoting parziale di una matrice a banda - continua
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if (j # ipiv(j)) then
= b(j)
b(j) := b(ipiv(j))
b(ipiv(j)) =1t
endif
for i = j + 1 to min(j + p, n) { aggiornamento componenti }
b(i) := b(i) — AB(q + 1+ — 7, j) * b(j)
endfor
endfor
end forsub3d

Procedura 2.21: Forward substitution per un sistema
con matrice triangolare inferiore derivante dalla fattorizzazione LU
con pivoting parziale di una matrice a banda - fine

Tale algoritmo ha la stessa complessita di tempo della Procedura 2.19 che risolve il
sistema Ly = b derivante dalla fattorizzazione senza pivoting:

Trorwband+piv(1, ) = O(np)  flop.

Per quanto riguarda il sistema Uz = g, dato che gli scambi sulla matrice U sono
stati effettivamente eseguiti durante la fattorizzazione, la soluzione si puo calcolare con
la Procedura 2.20, considerando ¢ + p al posto di p. La complessita di tempo in questo
caso e

Trackband+pin(n, P +q) = O(n(p+q)) flop.
La complessita di spazio dei due algoritmi &

SFORWband+piv (T, ) = SBACKband+piv(0: P+ ¢) = O(n(p+ q)),

in quanto entrambi considerano I'intero array AB, anche se operano solo su parte di
€sS0.
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2.12 Fattorizzazione di matrici simmetriche

2.12.1 Fattorizzazione LDLT

Le matrici simmetriche, come quelle a banda, sono dotate di una struttura, ed € naturale
chiedersi se si possa trarre qualche vantaggio da essa nell’esecuzione della fattorizzazione
LU.

& Esempio 2.51.

Si calcoli la fattorizzazione LU della matrice simmetrica

21 3 1
11 2 1
A= 3.2 =2 3
11 3 4

Applicando P’algoritmo di eliminazione di Gauss senza pivoting, si ha:
passo 1:
e calcolo dei moltiplicatori relativi alla prima colonna: ms 1 = 1/2, m31 = 3/2, mg1 = 1/2;
o trasformazione della sottomatrice attiva:

2 1 3 1
/2 1/2  1/2
1/2 -13/2 3/2
12 3/2 7/2

AM —

passo 2:

o calcolo dei moltiplicatori relativi alla seconda colonna: mz 2 =1, myo =1;

o trasformazione della sottomatrice attiva:

2 1 3 1

4 = 1/2 1/2 1/2 |
-7 1 ’
1 3
passo 3:
¢ calcolo del moltiplicatore relativo alla terza colonna: my4,3 = —1/7;

e trasformazione della sottomatrice attiva:

2 1 3 1

3) _ 1/2 1/2 1/2
AT =U -7 1
22/7

Si noti che, ad ogni passo, la sottomatrice trasformata, sulla quale si deve operare al passo successivo,
€ simmetrica; & quindi possibile calcolarne solo gli elementi diagonali e quelli che si trovano al di sopra,
o al di sotto, della diagonale principale. Cid consente di dimezzare approssimativamente la complessita
di tempo dell’algoritmo di eliminazione di Gauss.
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L’algoritmo precedente calcola i fattori L ed U:

1 2 1 3 1
N A
1/2 1 -1/7 1 22/7
Posto
D = diag(2,1/2,-7,22/7),
si ha:

1 1/2 3/2 1/2

i 111 &,
DU = Y
1

la matrice A risulta quindi fattorizzata nel modo seguente:
A=LDLY,

dove L e la matrice unitaria triangolare inferiore ottenuta con la fattorizzazione LU senza pivoting e
D & una matrice diagonale, i cui elementi sulla diagonale principale coincidono con i corrispondenti
elementi della matrice U, risultante dalla fattorizzazione suddetta.

&

Applicando ad una matrice simmetrica I’algoritmo di eliminazione di Gauss senza
pivoting, si ottengono sottomatrici attive simmetriche. Inoltre, a partire dalla fatto-
rizzazione LU di una matrice simmetrica A, si e pervenuti ad un’altra fattorizzazione,
A= LDLT, che tiene conto della proprietd di simmetria. I risultati ottenuti valgono in
generale per le matrici simmetriche che ammettono la fattorizzazione LU.

Teorema 2.10. Sia A € R"*™ wuna matrice simmetrica. Allora, se A ammette la
fattorizzazione LU, si ha:

o) =alf), k=001, i j=k+1,... 0,
(k)
isj
di eliminazione di Gauss, e A = A,

dove a," ¢ il generico elemento della matrice A®) ottenuta al k-mo passo dell’algoritmo

Dimostrazione

La dimostrazione € basata sul principio di induzione.

Per k = 0 la tesi ¢ vera in quanto A©) = A. Si supponga ora che la tesi sia vera per k = s — 1.
Sfruttando tale ipotesi, per 4,7 = s+ 1,... ,n si ha:

(s—1) (s—1) (s—1)

IO B Cs VR LR s VIR 3 VR I Con D C S VR R S VI
ivj - lv] (571) S,j - .77" (S*l) i75 - Jal (S*].) S,’i - j7i7
as,s As,s as,s

e quindi la tesi e vera anche per k£ = s. La tesi & dunque vera per £k =0,... ,n — 1. |
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Teorema 2.11. [Fattorizzazione LDL"]

Sia A € ™™™ una matrice simmetrica tale che tutte le sue sottomatrici principali sono
non singolari. Esistono allora una ed una sola matrice L € R™ " triangolare unitaria
inferiore ed una ed una sola matrice D € R™"*"™ diagonale tali che

A=LDL".

Inoltre, L coincide con la matrice triangolare inferiore della fattorizzazione LU di A
e gli elementi diagonali di D coincidono con i corrispondenti elementi diagonali della
matrice triangolare superiore della fattorizzazione LU di A, owvero LT = D™'U.

Dimostrazione

Per ipotesi, A ammette una ed una sola fattorizzazione LU, con L € R™*" triangolare unitaria inferiore
ed U € R™*™ triangolare superiore non singolare. Posto

D = diag(u1 1,--- ;Un,n),
dove u;; € I’i-mo elemento diagonale di U, e
MT =D,
si ha:
A=LDMY, (2.53)

con M triangolare unitaria inferiore.
Si vuole ora dimostrare che risulta L = M. Moltiplicando ambo i membri di (2.53) a sinistra per

M~ ed a destra per (MT)_I, si ha:
M~*A(MT)™ = MT'LD.

Dato che M4 (MT) ' & una matrice simmetricae M ~'LD & una matrice triangolare inferiore, dalla
relazione precedente discende che M 1L & una matrice diagonale; inoltre, M 'L & una matrice unitaria,
in quanto prodotto di matrici triangolari inferiori unitarie, e quindi M 'L = I, con I € R™*™ matrice
identica, ovvero

M = L.

L’unicita delle matici L e D discende dall’unicita della fattorizzazione LU. Si supponga infatti che
esistano L1, La € R™*™ triangolari unitarie inferiori e D1, Dy € R™*™ diagonali tali che

A=L,D,LT = 1,D,LT.
Posto Uy = D1 LT e Uy, = D, LT, si ha:
A = LUy = LyUs,
con U; e Us triangolari superiori, e quindi, per 'unicita della fattorizzazione LU risulta
Li=L,, U1=0U,
e quindi

LDy = LyDs.



Capitolo 2. Calcolo matriciale: metodi diretti 323

Poiché L, = Lo, risulta anche Dy = D5. |

I risultati precedenti suggeriscono che il calcolo della fattorizzazione

LDLY si pud eseguire modificando opportunamente I’algoritmo di eliminazione di Gauss,
utilizzato per ottenere la fattorizzazione LU. Inoltre, grazie alla simmetria della matrice
A e delle sottomatrici attive, ad ogni passo, dopo avere calcolato i moltiplicatori, si puo
operare solo sul triangolo superiore della sottomatrice attiva corrente. l’algoritmo si
puo eseguire in place, memorizzando gli elementi del triangolo superiore di A al posto
dei corrispondenti elementi di LT e gli elementi diagonali di D al posto di quelli di
A; gli elementi diagonali di L, essendo tutti uguali ad 1, non sono memorizzati. Una
descrizione di tale algoritmo e fornita di seguito.
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procedure 1dlt (in: n,a; out: a)
/# SCOPO: effettua la fattorizzazione LDL"

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:
var: n : intero { dimensione del sistema }
var: a(n,n) : reale { matrice del sistema }
{ da fattorizzare }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:
var: a(n,n) : reale ' { matrice del sistema }

{ fattorizzata }
/# VARIABILI LOCALI:

var: 1,7,k : interi
var: m : reale
/# INIZIO ISTRUZIONI:
fork=1ton—1
fori=k+1ton
m = a(k,1)/a(k, k)
for j=iton
ali, §) = a(i,g)— m * a(k, )
endfor
a(k,i) :=m
endfor
endfor
end Idlt

Procedura 2.22: Fattorizzazione LDL" di una matrice tridiagonale - fine

L’algoritmo precedente consta di n — 1 passi, individuati dal contatore k. Al k-passo si

€seguono:

e n — k divisioni floating-point per calcolare i moltiplicatori, m, ovvero gli elementi
subdiagonali della k-ma colonna di L;
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o> i n—itl)= S Fi=(n—k)(n—k+1)/2 addizioni ed altrettante mol-
tiplicazioni floating-point per trasformare il triangolo superiore della sottomatrice
attiva.

L’algoritmo richiede in totale

n—1 n—1 n—1
(n=Fk)n-k+1)\ _ _
> (n-k+2 . Sk S k(b 1) =
k=1 k=1 k=1
— _ _ 3_ 9.2
_ Qn(n 1) N n(n—1)(2n—1) —? " =3n"+n _
2 6 6
B 2n® + 3n% — 5n
a 6

operazioni aritmetiche floating-point. La complessita di tempo € dunque circa la meta
di quella dell’algoritmo utilizzato per costruire i fattori L ed U di una matrice quadrata:

3
Tyiprr(n) =0 (%) flop.

La complessita di spazio dell’algoritmo e quella dell’algoritmo di eliminazione di Gauss
per matrici generiche, cioé¢ O(n?), a meno che non si utilizzi uno schema di memorizza-
zione packed (cfr. §2.10); in quest’ultimo caso la complessita di spazio e

n

fatizo ().

Si osservi che la Procedura 2.22 costruisce esplicitamente il triangolo superiore della
matrice LT e lo memorizza sul triangolo superiore della matrice di partenza. Una va-
riante di tale algoritmo, che costruisce direttamente la matrice L, memorizzandola sul
triangolo inferiore di A, si puo ricavare imponendo l'uguaglianza tra gli elementi della
matrice LDL" ed i corrispondenti elementi di A, con un ragionamento analogo a quello
utilizzato, ad esempio, per ’algoritmo di fattorizzazione LU di una matrice tridiagonale.

La risoluzione di un sistema lineare Az = b, con matrice dei coefficienti simmetri-
ca fattorizzata come A = LDLT| si ottiene risolvendo due sistemi triangolari ed uno
diagonale:

Ly=b, Dw=y, L'z=uw;

si noti che la risoluzione del sistema Ly = b pu0 essere eseguita senza trasporre effetti-
vamente la matrice LT costruita con 1’algoritmo precedente.

L’algoritmo di eliminazione di Gauss e stato utilizzato per costruire la fattorizzazione
LDLT senza applicare alcuna strategia di pivoting e risulta, in generale, instabile. Dun-
que, anche se una matrice simmetrica A & dotata di fattorizzazione LDLT, 1’esecuzione
della Procedura 2.22 in un sistema aritmetico a precisione finita, puo condurre a risultati
inaccettabili. Si vuole dunque studiare come si comporta ’algoritmo di eliminazione di
Gauss con pivoting parziale quando viene eseguita su una matrice simmetrica.
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& Esempio 2.52.

Si applichi ’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale alla matrice:

a=(12 1.

L’esecuzione del pivoting parziale al primo passo dell’algoritmo genera la matrice

AI:(1}2 f)

che non & pid simmetrica. &

In generale, applicando ad una matrice simmetrica l’algoritmo di eliminazione di Gauss
con pivoting parziale, si distrugge la simmetria della matrice, perdendo in tal modo i
vantaggi, in termini di complessita computazionale, derivanti proprio dalla simmetria.
Esistono pero alcune classi di matrici che non richiedono l’esecuzione del pivoting.

2.12.2 Alcune matrici che non richiedono ’esecuzione del pi-
voting

& Esempio 2.53.

Si applichi ’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale alla matrice:

4 1 1
A= 1 3 1
11 4
Si ha:
passo 1:
¢ pivoting in prima colonna: maxi<;<3 |ai1| =4 = a1,1 e quindi non si eseguono scambi;
o calcolo dei moltiplicatori: ma 1 = 1/4, ms1 = 1/4;
e trasformazione della sottomatrice attiva:
4 1 1
AD = 0 11/4 3/4
0 3/4 15/4
passo 2:
e pivoting in seconda colonna: maxs<i<s |a$712)| = 11/4 = agg e quindi non si eseguono

scambi;

e calcolo del moltiplicatore: mgz o = 3/11;
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o trasformazione della sottomatrice attiva:

4 1 1
AW =1 0 11/4 3/4
0 0 39/11

Si noti che, in entrambi i passi, I’elemento di massimo modulo della colonna da annullare nella sotto-
matrice attiva si trova sulla diagonale e quindi non bisogna eseguire scambi di righe. &

La matrice dell’esempio precedente non richiede I’applicazione del pivoting nell’ese-
cuzione dell’algoritmo di eliminazione di Gauss. Cio & dovuto al fatto che tale matrice,
oltre ad essere simmetrica, ¢ a diagonale strettamente dominante.

Definizione 2.13. (Matrice a diagonale dominante)
Una matrice A € R™*" si dice a diagonale dominante se

n

lazel > Y agl, i=1,2,... m. (2.54)
1,7 =1
J#i

In particolare, se in (2.54) vale il segno >, la matrice si dice a diagonale strettamente
dominante.

Per le matrici simmetriche a diagonale strettamente dominante sussiste il

Teorema 2.12. Sia A € R™" una matrice a diagonale strettamente dominante. Allora
la matrice A é non singolare e, applicando l’algoritmo di eliminazione di Gauss senza
pivoting, si ottiene, ad ogni passo, una sottomatrice attiva a diagonale strettamente
dominante.

Dimostrazione La sottomatrice attiva al k-mo passo dell’algoritmo di eliminazione di Gauss, A®*~1),
& formata dalle ultime n — k — 1 righe e n — k — 1 colonne della matrice trasformata, A%*~1 ottenuta
al passo k — 1:

(k—1) (k—1)
a1, S Ay,
A(k_l) = N . .
agf,:l) e agfﬁl)
Per dimostrare che A*~1 & 3 diagonale dominante per ogni kK = 1,... ,n, si puo applicare il principio

di induzione.
Per k = 1 risulta A%~ = A e quindi la tesi & vera. Si osservi che, essendo A a diagonale dominante,
si ha:

n

lasa] > Y aigl>0.
1 =1
i #]

e quindi a1,; # 0.
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Si supponga ora che A*~2) k> 2 sia a diagonale strettamente dominante. Per ogni i = k,... ,n
si ha:
- ok - (k—2) a(kkle) (k—2)
_ i k— _
Yoo lai V= Y e - asy e S
j= k j= k Op_1,k—1
Jj#i Jj#i
2.55
n Ekk 21) (k—2) ( )
2
< X T2 | ‘“k L
j=k Yh—1k-1| j=F
J#i J#i

dove agck__f,)g_l # 0 in quanto A%*—2) ¢ a diagonale strettamente dominante. In virtd di questa proprieta

risulta inoltre, per i =k, ... ,n,

n
k—2 k—2
Z ‘ + Ek—l) < z(z ) ’
i=k
J#i
- k—2) k—2 k—2
Z ‘al(c 11‘—}—‘(12 lz) ‘al(c 1l)c 1|>
j. - -
J#i
e quindi, da (2.55), si ottiene:
" (kk 2
k-1 k—2 k—2 4 k—2 k-2
> az(,j )‘ < ( 51 ) ag,k—1)|) B T <‘al(c—1,l)c—1‘ - |a§c—1,2 ) =
ji=k g 1,k—1
J#
atk=2) (k—2)
. (k—2) ik—1 (k=2)| o | (k=2) k-1 (k—=2) ak=D)
= iyi - (k 2) | k10| > (% T 22 -1, | S |®ig
1,k—1 1k

La matrice A*~1) ¢ dunque a diagonale strettamente dominante ed & cosi dimostrato che tutte le
sottomatrici attive sono a diagonale strettamente dominante.

Per dimostrare che A & non singolare, basta osservare che, al generico passo k dell’algoritmo di
eliminazione di Gauss, risulta

(k 1)?50

Una conseguenza dei teoremi 2.12 e 2.10 & che, se una matrice & simmetrica a diago-
nale dominante, tutte le sottomatrici attive hanno come elemento di massimo modulo
della colonna pivot 1’elemento diagonale di tale colonna, e quindi la strategia di pivoting
¢ inutile. La fattorizzazione LDLT si pud dunque calcolare con la Procedura 2.22.
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2.12.3 Fattorizzazione di Cholesky

Definizione 2.14. (Matrice definita positiva)
Una matrice A € R"*", simmetrica, si dice definita positiva se, per ogni x € R", x # 0,
risulta

2T Az > 0.

Si dimostra che, se una matrice € simmetrica definita positiva, ’errore di roundoff nell’e-
secuzione dell’algoritmo di eliminazione di Gauss senza pivoting, in un sistema aritmetico
floating-pont a precisione finita, si mantiene limitato in maniera paragonabile a quanto
avviene con I’applicazione del pivoting [8]. Non ci si sofferma pero su tale argomento,
in quanto alle matrici simmetriche definite positive ¢ possibile applicare un algoritmo di
fattorizzazione ad hoc, come spiegato nel prossimo paragrafo.

Si e visto, nei paragrafi precedenti, che una matrice A simmetrica, in opportune ipo-
tesi, ha una fattorizzazione LDL”. Si vuole ora vedere se & possibile ottenere una fat-
torizzazione del tipo A = LL*, dove L & una matrice triangolare inferiore (con elementi
diagonali in generale diversi da 1).24

& Esempio 2.54. Si provi a fattorizzare la matrice simmetrica

16 4 20
A= 4 10 2 ,
20 2 30
nel prodotto LLT, dove L & una matrice reale triangolare inferiore:
lia
L= lax a9

I31 l32 33
Moltiplicando L per la sua trasposta, si ha:

B Ll lials
LLT = | il 13, +13, I3aloy +1asls2 |,
Lialsy I3aleq +1apl30 l%,l + l?2,72 + l§,3

che & una matrice simmetrica. Uguagliando gli elementi del triangolo inferiore (superiore) di A con i
corrispondenti elementi di L, si ricava

iy = an = V16 = 4;
log=as1/lig=4/4=1;

ls1 =az1/lip =20/4=75;
lap=\[az2—13; = VI0—1=3;

s, = (as,z = lslz,) [la2 = (2= 5)/3 = —1;
by = fans By By = VAT T2,

24 Anche se la matrice L considerata in A = LL” differisce dalla matrice L in LDLT, si continuera
ad indicare entrambe con la lettera L, a meno che cid non generi confusione, in quanto questa & la
notazione solitamente utilizzata.
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ovvero

4
L={|1 3
5 —1 2

L’esistenza di L dipende dal fatto che gli argomenti delle radici quadrate sono sempre non negativi; cio
garantisce non solo che gli elementi diagonali /;; esistano in &, ma anche che non vengano effettuate
divisioni per 0 nel calcolo degli altri elementi di L.

La matrice A ¢ definita positiva. Cio si puo verificare applicando il criterio di Sylvester (Teorema A.22,
Appendice A.9), ovvero controllando che il determinante di ciascuna sottomatrice principale di A sia
maggiore di 0. Si ha infatti:

det(A,) = det(16) = 16,
16 4
det(A;) = det( 4 10 ) = 144,
16 4 20
det(As) = det| 4 10 2 =576
20 2 30
e quindi la matrice ¢ definita positiva. &

Teorema 2.13. [Fattorizzazione di Cholesky]
Sia A € R™"™ simmetrica definita positiva. Allora esiste una ed una sola matrice
triangolare inferiore L € R™*™, con lyp > 0 per k =1,... ,n, tale che

A=LL".

Dimostrazione Se A € R"*™ & definita positiva, per il criterio di Sylvester tutte le sottomatrici
principali di A sono non singolari e quindi A ammette una ed una sola fattorizzazione del tipo

A=GDGT,

con G € R triangolare unitaria inferiore e D = diag (d1,... ,d,) € ®™*™ non singolare. Dato che
det(Ay) = dids .. . dg, per il criterio di Sylvester risulta anche

dp, >0, k=1,2,...,n.
La matrice

D%:diag(\/a,...,\/d_n,)

¢ quindi reale e non singolare e, posto

risulta
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con L triangolare inferiore tale che I ;, > 0 per k= 1,... ,n. L’unicita della fattorizzazione {/LT € una
conseguenza dell’unicitd della fattorizzazione GDGT. Si supponga, infatti, che esistano L,L € R"*",
tali che

gy lep >0, k=1,...,n,

e
A=LLY =LL".
Posto
B =diag(li1,--- ylnn), G=LB™', D= (B>
B =diag (l,1,--- slnn) , G=LB7', D=(B*7",
si ha:

da cui discende

e quindi

La dimostrazione precedente ¢ basata sul Teorema 2.11, riguardante l’esistenza e
I'unicita della fattorizzazione LDLT di una matrice. Una dimostrazione indipendente
da tale teorema & riportata in nota.

La fattorizzazione LLT di una matrice A € R™*™ simmetrica definita positiva ¢ detta
fattorizzazione di Cholesky di A e la matrice L e detta fattore di Cholesky di A. La
dimostrazione del Teorema 2.13 fornisce un procedimento per il calcolo della matrice L

ZDimostrazione 2 Si procede per induzione. Per m = 1 basta porre I = /a1 1 e la tesi & vera.

Si supponga ora che la tesi sia vera per per n = k — 1 > 1, ciod tale che, data Ay_; € RFE-Dx(*k-1)

simmetrica definita positiva, esista Ly_; € R*~D*(k=1) triangolare inferiore, con tutti gli elementi
diagonali positivi, tale che

A1 = Lp L.

Si considerino le seguenti matrici Ay, Ly € R¥Xk 1a prima simmetrica definita positiva e la seconda

triangolare inferiore:
Ak,1 Y ) (Lkl 0 )
wdon— , Ly = = ,
k ( y' apg k wl Ly

con y,w € RE=L vettori colonna e I ; > 0. Imponendo

Ay = Li LY,
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a partire dalla fattorizzazione GDG?T. Un algoritmo differente per il calcolo di L si ot-
tiene ragionando come nell’esempio 2.54: si considera una matrice L = ({; ;) triangolare
inferiore, si calcola il prodotto LLT e si impone 1'uguaglianza tra gli elementi di A ed i
corrispondenti elementi di LLT, ovvero

J J
— § T E 2 »
a/jJ' — l],klk,j — lj,k’ j = ].7 .o ,n,
k=1 k=1

J J
a;; = Zli,kllz;j:zli,klj,k j=1L...,n—1, i=453+1,... n.
k=1 k=1

Da cio si ricava:

7j—1
l],] = aj,]'_zl]z,k’ jzl,...,n,
’f:ll (2.58)
aij — S0 Lkl
i s MR j=1,...,n—1, i=j+1,...,n.
Js]

Gli elementi di L si possono quindi determinare in n passi, calcolando, al passo 7,
prima l’elemento diagonale della colonna j-ma e poi gli altri elementi di tale colonna che

si ha:

Aj_y =Ly LT,
Y= Lk—1w7

yt =w'Li_,,
Ak, = wTw + lik

(2.56)

La prima relazione in (2.56) & vera per ipotesi di induzione; dalla seconda (ovvero dalla terza) si ricava
univocamente w, in quanto L 1, avendo tutti gli elementi diagonali positivi, € non singolare; dalla

quarta relazione, infine, si ricava:
lk,k = \/ak’k - wTw. (2.57)

Per concludere la dimostrazione dell’esistenza di Lj occorre quindi dimostrare che 'argomento della
radice quadrata in (2.57) & positivo. Considerati i seguenti vettori:

— V4
z:Ak_11y: $:(1>5

T Ape = 2TAp 12—22Ty+ ap.p = 2Ty — 22Ty + Q. =

si ha:

= —2Ty+arp=ark—y ALy =arr —y (L Li_) 'y =

= Ok — (LI;_11Z/)T(L1;_11?/) = Qp,p — wlw;

dato che 2T Ayz > 0 (Aj & definita positiva), risulta a;r — wTw > 0, e quindi Uesistenza di Ly &
dimostrata. L’unicitd di L discende dall’'unicitd di Ly_1, di w e di I} ;. Il teorema & cosi dimostrato.
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si trovano al di sotto di quello diagonale. Si noti che i calcoli possono essere eseguiti in
place, come mostrato nella Proceura 2.23%°. Per costruire /; ; si utilizzano, oltre ad a; ;,
gli elementi della -ma e della j-ma riga di L che appartengono alle prime j — 1 colonne,
come schematizzato in Fig. 2.25.

26T istruzioni for ¢ = j+ 1 ton e for k = 1 to j — 1 si possono scambiare tra loro, lasciando
inalterato il valore finale di a; ;. In questo caso ’algoritmo, anziché calcolare definitivamente, uno dopo
I’altro, gli n — 7 elementi extradiagonali della colonna j-ma, esegue j — 1 aggiornamenti parziali di tali
elementi, ottenendo la colonna j-ma di L al termine del (5 — 1)-mo aggiornamento. Le due versioni
dell’algoritmo differiscono per il modo in cui si accede agli elementi dellla parte di L gia calcolata, per
ottenere una nuova colonna.
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procedure cholesky (in: n,a; out: a)

/# SCOPO: effettua la fatttorizzazione
di Cholesky di una matrice A.

/# SPECIFICHE DEI PARAMETRI:
/# PARAMETRI DI INPUT:

var: n : intero { dimensione della matrice A }
var: a(n,n) :reale { matrice da fattorizzare }
/# PARAMETRI DI OUTPUT:

var: a(n,n) :reale { matrice fattorizzata }
/# VARIABILI LOCALI:

var: i, 5, k : interi

/# INIZIO ISTRUZIONI:
for j=1ton { Calcolo degli elementi diagonali}
for k=1toj—1
a5 =5 = a5
endfor
jj = \/8jj
fori=j+1ton { Calcolo degli elementi del triangolo}
{ inferiore non diagonali}
fork=1toj—1
Qi = Q45 — Qi k0j

endfor
@ij = i[5
endfor
endfor

end cholesky

Procedura 2.23: Algoritmo di Cholesky

Calcoliamo la complessita di tempo della Procedura 2.23, al generico passo 7,

e il calcolo dell’elemento diagonale [/;; richiede j — 1 moltiplicazioni, altrettante
addizioni ed una radice quadrata, ovvero

2(j—1) flop + 1 radice quadrata;
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riga j

riga. i I

col. 5

Figura 2.25: Rappresentazione grafica dell’algoritmo di Cholesky.

e il calcolo di un elemento extradiagonale [; ;, 7 > 7, richiede j — 1 moltiplicazioni,
altrettante addizioni ed una divisione, e quindi il calcolo degli n — j elementi
extradiagonali della colonna j-ma richiede

(n—4)(25 —1) flop.

In totale, I’algoritmo richiede

n

Y @G -1)+n—4)Ei-1)=

j:nlfl n—1 n—1 n—1
= 2) j+2m) j-2> F=n?+d j+n
j=1 j=1 j=1 j=1

nn—1) _nn—1)2n—1)

= (2n+3) > —2 5 —n?—n(n-1)
20’ +3n° —5n
B 6

n radici quadrate.

La complessita di tempo dell’algoritmo & dunque

3

Tc}wl(n) = O <%> flOp.

Si noti che, come era prevedibile, il numero di operazioni aritmetiche floating-point
dell’algoritmo di Cholesky & circa la meta di quello dell’algoritmo di eliminazione di
Gauss.
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Se per memorizzare la matrice A, e quindi la matrice L, si utilizza un array bi-
dimensionale di dimensione n x n, la complessita di spazio dell’algoritmo di Cholesky

\

e:
SC’hol(n) = n2;

se invece si utilizza uno schema di memorizzazione packed, la complessita di spazio
diventa
ked n(n+1) n?
spaket(n) = " E 0 (%
e quindi risulta dimezzata. L’algoritmo relativo a quest’ultimo si puo ottenere dalla
Procedura 2.23, sostituendo ad a;; l’elemento corrispondente dell’array LP utilizzato
per la memorizzazione packed.

Analogamente all’algoritmo di eliminazione di Gauss, I’algoritmo di Cholesky, richie-
de Pesecuzione di istruzioni del tipo®”

Qi,j -= Giyj = ik Gk 5 (2.59)
i j = i [ G5
¢ quindi naturale chiedersi se sia necessaria qualche strategia di pivoting per evitare che,
al generico passo j, '’elemento a;; sia “troppo grande” e quindi gli a;;, che risultano
essere gli a;; dei passi successivi, crescano in modo da amplificare significativamente
I’errore.

& Esempio 2.55.

Applichiamo ’algoritmo di Cholesky alla matrice simmetrica definita positiva
.0001 .01
A= ( .01 100 ) ’

utilizzando un sistema aritmetico floating-point con base 8 = 10, precisione ¢ = 2 e massima accuratezza
dinamica. In tale sistema, A ha la seguente rappresentazione:

~ A0x 1073 .10 x 1071
A=4= ( A0x 1071 .10 x 108 )

si ha inoltre:

Zl,l = J/a11 = .10 % 10_1,
lon = asa/lia=(10x1071)/(.10 x 1071) = .10 x 101,

Ly = \|aap=13,=1/10x103— (10 x 10)* =

= 1.10x 103 —.1 x 10 = /.10 x 10% = .10 x 102,

27Gi noti che, per i = j, la prima delle (2.59) corrisponde alla seguente istruzione per il calcolo
dell’elemento diagonale j-mo:

2
Qj,j = Q5,5 — Q5 k-
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e quindi

7 ( 0x107
—\ 10x100 .10x 102 )

Eseguendo il prodotto LLT nel sistema aritmetico considerato, si ha:

c=p  (10x1073 1x 107" )
LL_(.1><10—1 1x10% ) =4

Anche se ai,; € due ordini di grandezza piu piccolo di a1, non si ha una crescita “eccessiva” degli
elementi di L, come invece ci si potrebbe aspettare, e quindi una crescita dell’errore di roundoff tale da
invalidare il calcolo. )

Dalla prima relazione in (2.58) si ricava che
Bi+G+...+0,=a;, j=1,...n,

dove tutti i termini a primo membro sono non negativi, da cui si ottiene la limitazione
a priori per gli elementi di L:

|Zj,k|§\/@7 k=1,...,75,7=1,...,n.

Ogni elemento di L ¢ dunque limitato dalla radice quadrata dell’elemento diagonale di
A che si trova sulla medesima riga, indipendentemente dalla grandezza degli elementi
“pivot” che compaiono al denominatore nei calcoli e dei conseguenti “moltiplicatori”.
In altri termini, gli elementi della matrice L non possono crescere in maniera tale da
invalidare il calcolo. L’algoritmo di Cholesky risulta quindi stabile.

Teorema 2.14.

Dato un sistema di equazioni Az = b con A € R"™™ simmelrica definita positiva. Se
L ¢ la matrice triangolare inferiore calcolata dall’algoritmo di Cholesky e X la soluzione
calcolata del sistema, allora si ha:

(A+AAT=0b con ||AA|ls < coullAllz + o(u?)

con ¢, = o(n?) costante dipendente solo da n.

Dimostrazione Si cominci col dimostrare che, detta v la massima accuratezza relativa e posto v; =
iu/(1 — du), per ogni fissato j si ha:

i i
laig = Y likliel <% > Mikllliel i=j+1,.,n (2.60)
k=1 k=1

Cié pué essere facilmente provato che detto:
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e ricordando che fl(a op b) = (a op b)(1 + d) con |§| < u, si ha:

F=ai;(1+00) - (1+6) =Y Lislin(+ex)(1+6) - (1+5)
k=1

con |€;| |6;] < u. Dividendo per (1 + 81)--- (1 + 6;) si ottiene:

~

s Lo - (14 e)
=a;; — D lixlj
L+01) (144 ; FIR AT 60) - (1+0p1)

Ri(;ordfnﬂo infine che ]_[2:1(1 + 0x)P* = 1+6; con pp, = £1 e |6;] < v; si ha 5(1+6;) = a;; —
> ket liklj k(14 0%), da cui la (2.60). Analogamente si pué provare che

J J
g = > Tkl <Y Bl (2.61)
k=1 k=1
Dalle (2.60) e (2.61) si ha quindi che, se si suppone nu < 1, si ottiene:
LL" = A+ AA con 4y |L|LT| < nu|L||LT| + o(u?) (2.62)
Poiché per la risoluzione di sistemi triangolari valgono®®:

(L+AL)j=b |AL| < nu|L| + o(u?)
U+AU)z =7y |AU| < nu|U| + o(u/2)

allora si ha:
b= (L+AL)YL" + ALT)Z = (A+ AA+ LAL” + ALLT + ALALT)Z = (A + AA') (2.63)

dove |AA'| < cpnu|L||LT| + o(u?).
Si osservi che

IMZILT| 12 = [[EHE < nnllLI[3 = nl|Al
e, analogamente, dalla (2.62) si ha:
IZHZT 2 < n(1 = nyn) I AL
da cui, utilizzando la (2.63) si ottiene

1AA"]2 < |[1AA] |2 < cnullAll2 + o(u?)

cioé la tesi. [

Il teorema precedente asserisce quindi che risolvere un sistema di equazioni lineari con
matrice simmetrica definita positiva, equivale alla risoluzione di un sistema perturbato,
dove le perturbazioni sui coefficienti rimangono limitate.

Si osservi, pero, che alcune “difficolta numeriche” si possono comunque presentare.

28F ricordando che L ¢ triangolare superiore
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& Esempio 2.56.

Si consideri la matrice simmetrica definita positiva:

Ao 100 9.71 x 1072
T\ 971x1072 943 x 1075 )

il cui fattore di Cholesky, arrotondato a quattro cifre decimali significative, &

I 10
~\ 9.710x 1073 9.662 x 103

Se si calcola L, mediante ’algoritmo di Cholesky, in un sistema aritmetico floating-point con base
B = 10 e precisione t = 3, dotato di massima accuratezza dinamica, si ha:

Ly = a;=.100 x 10%,
lon = as1/lia = (971 x1071)/(.100 x 10?) = .971 x 102,

m =943 x 10-% — 943 x 10~4=0,

= 10
L_<9.71x10_4 0)’

che ha il secondo elemento diagonale uguale a 0. Eseguendo il prodotto LL”, nel sistema aritmetico
floating-point considerato, si ha:

. 100 9.71 x 102
LL" = ( 9.71 x 10~2 0 ’

I

ovvero:

che non & una matrice definita positiva. Cio dipende dal fatto che la matrice A & “lontanamente” definita
positiva; i suoi autovalori, arrotondati a tre cifre significative, sono infatti A; = 100 e Ay = 9.34 x 1075,
e quindi uno di essi & prossimo a zero. &

In generale, nell’esecuzione dell’algoritmo di Cholesky si posso avere problemi di in-
stabilita numerica nel caso in cui la matrice A non e “sufficientemente” definita positiva,
ovvero se uno o piu autovalori sono prossimi a zero.

2.13 Software matematico per la risoluzione di si-
stemi lineari
Come gia osservato nei paragrafi precedenti, uno dei package pit utilizzati per la riso-

luzione di problemi di algebra lineare con matrice piena o a banda ¢ LAPACK [1]. Tale
package e il risultato di una intensa attivita rivolta allo sviluppo di software matematico
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efficiente, accurato e portabile per la risoluzione dei problemi suddetti?® ed & disponibile,
come software di dominio pubblico, al sito web http://www.netlib.org/lapack.

LAPACK e scritto in Fortran 77 e contiene routine per la risoluzione di sistemi di
equazioni lineari e problemi di autovalori e valori singolari, basate essenzialmente su
metodi di fattorizzazione della matrice dei coefficienti del problema. Le routine sono
disponibili in singola ed in doppia precisione, per problemi reali e complessi. Esistono
inoltre interfacce a LAPACK o conversioni/traduzioni di esso in Fortran 95, C, C++ e
Java.

LAPACK contiene, tra I’altro, routine per la risoluzione di sistemi lineari con matrice
speciale (tridiagonale, a banda, simmetrica definita positiva, simmetrica definita positiva
a banda, simmetrica definita positiva tridiagonale, simmetrica non definita, triangolare
a banda). Il package include inoltre routine che eseguono operazioni connesse con la
risoluzione di un sistema, quali, ad esempio, la stima dell’indice di condizionamento
della matrice dei coefficienti o dell’errore nella soluzione calcolata.

Per le matrici simmetriche, hermitiane o triangolari ¢ usata sia la memorizzazio-
ne convenzionale, nel triangolo superiore o inferiore di un array bidimensionale, sia la
memorizzazione di tipo packed. Per matrici a banda e utilizzato lo schema di memoriz-
zazione a banda, mentre per quelle tridiagonali ¢ utilizzata la memorizzazione mediante
tre vettori.

Le routine di LAPACK sono suddivise in tre classi:

e routine driver, ciascuna delle quali risolve un problema completo, quale, ad esem-
pio, il calcolo della soluzione di un sistema lineare;

e routine computazionali, ciascuna delle quali risolve un singolo problema computa-
zionale, quale, ad esempio, il calcolo della fattorizzazione LU di una matrice o la
stima dell’indice di condizionamento;

e routine ausiliarie, ciascuna delle quali risolve un singolo sottoproblema che si
presenta nei problemi computazionali suddetti.

Le routine driver chiamano, in generale, routines computazionali, le quali chiamano a
loro volta routine ausiliarie.

Le routine driver e computazionali hanno un nome a cinque o a sei caratteri’,
rispettivamente del tipo XYYZZ o XYYZZZ, in cui

29LAPACK costituisce I’evoluzione e I’estensione, per i calcolatori moderni a memoria gerarchica,
dei package LINPACK [3] ed EISPACK [10], sviluppati negli anni ’70 per la risoluzione di sistemi
lineari e di problemi lineari di minimi quadrati e per il calcolo di autovalori ed autovettori, utilizzando
essenzialmente metodi di fattorizzazione. Gli algoritmi implementati sono stati riorganizzati in termini
di operazioni tra matrici, quali, ad esempio, prodotti matrice-matrice, eseguite mediante Basic Linear
Algebra Subprograms (BLAS) [9, 5, 4], per tener conto della gerarchia di memoria della macchina in uso
e quindi minimizzare il traffico di dati da e verso tale memoria, con conseguente aumento dell’efficienza.
Si noti che il raggiungimento di elevate prestazioni richiede una implementazione ottimizzata di BLAS,
fornita da numerose case costruttrici di computer o generabile in maniera automatica utilizzando il
software ATLAS

30In LAPACK 'sono presenti due tipi di routine driver: i driver semplici, che calcolano la soluzione
di un problema completo, ed i driver esperti che, oltre al calcolo della soluzione, sono in grado di
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e X indica il tipo di dato su cui la routine agisce ( S = REAL, D = DOUBLE
PRECISION, C = COMPLEX, Z = COMPLEX*16
o DOUBLE COMPLEX );

e YY indica il tipo di matrice (GB = generale a banda, GT = generale tridiagonale,
PO = simmetrica o Hermitiana definita positiva - memorizzazione convenzionale,
PP = simmetrica o Hermitiana definita positiva - memorizzazione packed, SB =
simmetrica a banda, etc.);

e 77 o ZZ77 indica il tipo di operazione effettuata (SV = risoluzione di un sistema -
driver semplice, TRF = fattorizzazione, TRS = risoluzione del sistema fattorizzato,
CON = stima dell’indice di condizionamento, etc.).

Ad esempio, le routine SPOSV e SPPSV risolvono entrambe un sistema lineare reale
con matrice dei coefficienti simmetrica definita positiva, operando su dati in singola
precisione; SPOSV richiede che la matrice sia memorizzata in un array bidimensionale,
mentre SPPSV assume una memorizzazione packed. Analogamente, DGBTRF esegue
la fattorizzazione LU di una matrice reale a banda e DGBTRS risolve i sistemi lineari
triangolari a banda associati a tale fattorizzazione; entrambe le routine eseguono le
operazioni aritmetiche in doppia precisione. Maggiori dettagli sono forniti in [1].

Numerose routine per la risoluzione di sistemi lineari con matrice speciale sono pre-
senti nella Libreria Fortran 77 del NAg versione Mark 19. In particolare, per la risoluzio-
ne di sistemi lineari con matrice generale o speciale, oltre alle routine dei capitoli F01 e
F04, 1a libreria contiene, nel capitolo FO7, le routine di LAPACK?3! (si veda, a tal proposi-
to, la pagina web http://www.nag.co.uk/numeric/f1/manual/html/FLl1ibrarymanual.asp).

Routine di LAPACK, infine, sono utilizzate da funzioni di MATLAB per risolvere
problemi del tipo suddetto. Ad esempio, la funzione chol, di cui si parla nel prossimo
paragrafo, e basata sulle routine DPOTRE e ZPOTRF, che eseguono la fattorizzazione
di Cholesky rispettivamente di una matrice reale in doppia precisione e di una complessa
in doppia precisione.

2.14 Risoluzione di sistemi lineari in ambiente MATLAB

2.14.1 Elementi di base di MATLAB

In ambiente MATLAB la memorizzazione di un vettore viene effettuata racchiudendo tra
parentesi quadre una sequenza di numeri, separati da uno spazio bianco o da una virgola;
ad esempio

eseguire altre operazioni, quali, ad esempio, la stima dell’indice di condizionamento o il raffinamento
(miglioramento dell’accuratezza) della soluzione calcolata e la stima dell’errore corrispondente. Il nome
di un driver semplice ha cinque caratteri; quello di un driver esperto ne ha sei ed & ottenuto aggiungendo
una X alla fine del nome dell’analogo driver semplice.

31La libreria Fortran 77 /del NAg include anche le routine di LAPACK per i problemi di minimi
quadrati e di autovalori, nel capitolo F08.
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oppure
>> x=[1, 2, 3];

Il punto e virgola alla fine dell’istruzione consente di memorizzare, ma non visualizzare
sullo schermo, il risultato di un’operazione.

Analogamente, per definire una matrice si separano gli elementi delle righe con spazi
o virgole, mentre le diverse righe con punti e virgola (oppure andando a capo ad ogni
nuova riga).

> A=[1 23 ;456 ;7891

A =
1 2 3
4 5 6
7 8 9
>> A=[1 2 3
456
7 8 9];

L’operatore di trasposizione in MATLAB e il carattere apice ’, quindi sono analoghe
le istruzioni

>> y=[1; 4; 7]

'y' =
1
4
7
>> y=[1 4 7]’

y:
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1
4
7

L’accesso agli elementi di una matrice si ottiene tramite indici; 1’elemento a,,, €
indirizzato come A(m,n); ad esempio

>> A(2,3)

ans =

ciot il comando A(2,3) fa riferimento all’elemento di posto (2,3) della matrice A. Piu
in generale, per prelevare I’elemento sulla riga 7 e sulla colonna j della matrice A e
memorizzarlo nella variabile a, si utilizza 'istruzione

>> a=A(i,j)

La riga m-esima ¢ indirizzata come A(m,:), dove tutte le colonne sono indicate con due
punti:

>> A(2,:)
ans =

4 5 6

mentre la colonna n-esima & indirizzata come A(:n), dove tutte le righe sono indicate
con due punti:

>> A(:,3)
ans =

3

6

9

2.14.2 - Operazioni matriciali

Le operazioni algebriche tra matrici si eseguono con gli usuali operatori +, —,*; in
particolare, date due matrici A e B, di dimensioni opportune, si possono definire le
seguenti operazioni:
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>> S=A+B; % somma di due matrici
>> P=A*B; %, prodotto righe per colonne
>> At=A’; J, trasposta di una matrice

Altre funzioni operanti su matrici (e, quindi, su vettori riga o colonna) sono:
max, min,

sort,
sum, prod.

Esistono, poi, particolari operatori (.x,. /,. 7 ) che permettono di effettuare operazioni
su matrici, elemento per elemento, senza ricorrere a cicli. Ad esempio, se A e B sono
due matrici, per moltiplicarle elemento per elemento basta eseguire ’istruzione

>> C=A.xB;

Tra le funzioni che operano essenzialmente su matrici si ricordano:

e det, che restituisce il determinante di una matrice
>> det(4)
ans =
0
e size, che restituisce le dimensioni di una matrice
>> size(A)
ans =
3 3
e ramnk, che restituisce il rango di una matrice
>> rank(A)
ans =
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Si riporta un elenco di alcune funzioni predefinite, per la creazione di matrici parti-
colarmente usate:

eye(n) : matrice identica di ordine n

zeros(m,n) : matrice di 0, con m righe e n colonne

ones(m,n) : matrice di 1, con m righe e n colonne

rand(m,n) : matrice generata in maniera casuale (random),
costituita da valori compresi tra 0 e 1

diag(X) : se X € un vettore con n elementi, costruisce una

matrice quadrata, diagonale, di dimensione
n X n, con gli elementi di X sulla diagonale.
Se X €& una matrice quadrata di dimensione
n X n, produce un vettore di n elementi,
uguali a quelli sulla diagonale di X.

MATLAB presenta, inoltre, un help in linea, con informazioni sulla sintassi di tutte
le funzioni disponibili; ad esempio, per avere informazioni relative all’utilizzo di una
particolare funzione fun, & sufficiente digitare

>> help fun
Il solo comando
>> help
elenca tutte le categorie di funzioni disponibili (i toolbox), mentre, ad esempio,
>> help signal

fornisce informazioni su tutte le fiunzioni presenti nella categoria signal.

& Esempio 2.57. Calcolare il prodotto scalare
s=uxvl

tra i vettori

U= (5737 _27 _47 _1) v = (27 _1707 _77 2)

Memorizzando i due vettori mediante i comandi

>> u=[5 3 -2 -4 -1]
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>> v=[2 -1 0 -7 2]

2 -1 0 -7 2

si determina il risultato, come output generato dal comando

>> s=uxv’

33

& Esempio 2.58. Assegnata la matrice

5 3 -6
7 2 0
4 8 1

si vogliono calcolare

1. A1=A*A;
A2=A"*A;
A3=*A;
dl=diag(A);
d2=diag(A,1);
e=exp(A);
sq=sqrt(A);
el=exp(log(A+T7));
m=max(A);

10. sn=sign(A);

© »® N > ok W N

A tal fine si memorizza, dapprima, la matrice A come

>> A=[6 3 -6; 7 2 0; -4 8 1]

A =
5 3 -6
7 2 0
-4 8 1

Si ottengono, dunque, i risultati mediante le istruzioni
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>> Al=AxA

Al =
70 27 -36
49 256 -42
32 12 25

>> A2=A7 %A

A2 =

-3 77 -10
-3¢ -10 37

>> A3=A.xA
A3 =
25 9 36
49 4 0
16 64 1
>> di=diag(A)
dl =
5
2

>> d2=diag(A,1)
d2 =

3
0

>> e=exp(A)
e =
1.0e+03 *
0.1484 0.0201 0.0000
1.0966 0.0074 0.0010
0.0000 2.9810 0.0027

>> sq=sqrt(4)

sq =
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2.2361 1.7321 0 + 2.44951
2.6458 1.4142 0
0 + 2.00001 2.8284 1.0000

>> el=exp(log(A+7))

el =
12.0000 10.0000 1.0000
14.0000 9.0000 7.0000
3.0000 15.0000 8.0000

>> m=max (A)

7 8 1

>> sn=sign(4)

1 1 -1
1 1
-1 1 1

Con l'istruzione save e possibile salvare, in un file con estensione .mat, ad esempio ristest.mat, i
risultati ottenuti:

>> save ristest A1l A2 A3 d1 d2 e sq el m sn

Con l’istruzione clear
>> clear

si puo liberare la memoria dai risultati di tutte le operazioni eseguite; con il comando load &, poi,
possibile caricare il file di risultati creato

>> load ristest

In tal modo, in memoria, saranno nuovamente presenti le variabili salvate nel file ristest. )

2.14.3 Metodo di eliminazione di Gauss e fattorizzazione LU

Si supponga di voler risolvere in ambiente MATLAB un sistema lineare del tipo

Az =B
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ovvero di voler determinare il vettore z come
z=A"B.

MATLAB consente di risolvere il problema eseguendo le istruzioni
>> x=A\B;

o, analogamente,
>> x=inv(A)*B;

con
>> inv(A); % inversa della matrice A

Pit in generale la divisione tra matrici in MATLAB puo essere eseguita con due diversi
simboli:

e £ = A\B esegue r = A~! - B, risolvendo il sistema Az = B; in tal caso si parla
anche di diwvisione a sinistra.

e v = D/C esegue D - C ! risolvendo z - C = Dj in tal caso si parla anche di
divisione a destra.

Nel secondo caso si possono utilizzare i due comandi equivalenti:
>> x=D/C;
oppure
>> x=D*xinv(C) ;
Riassumendo

e slash / esegue la divisione con la matrice posta a destra;

e backslash \ esegue la divisione con la matrice posta a sinistra.

MATLAB determina la fattorizzazione LU di una matrice A mediante 1’istruzione

>> [L,U]=1u(A);
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che restituisce, in output, le matrici L, triangolare inferiore e U, triangolare superiore.
In realta, nel caso in cui il metodo di eliminazione di Gauss preveda I’applicazione della
tecnica di pivoting e, dunque, uno scambio di righe; la matrice L, restituita in output, e
la matrice risultante dal prodotto del fattore triangolare inferiore della decomposizione
LU, con la matrice di permutazione, P, tale che

PA = LU;

I’espressione esplicita delle tre matrici, L,U e P, si puo, invece, ottenere, mediante
I’istruzione

>> [L,U,P]=1u(A);

& Esempio 2.59. Risolvere il seguente sistema lineare

2x7 —4my +T7x3 +4x4 = 5
921 +3x9 +2x3 —-Txy =-1
Sry +2xy —3x3 +x4 =-3
6xy —5x0 +4x3 —314 = 2

e determinare i fattori della decomposizione LU della matrice dei coefficienti.

Memorizzando la matrice A mediante l'istruzione

> A=[2 -474;932-7;52-31;6-54-31

A =
2 -4 7 4
9 3 2 =7
5 2 -3 1
6 -5 4 -3

ed il vettore dei termini noti

>> b=[6 -1 -3 2]’

la soluzione del sistema si ottiene come output generato dall’istruzione
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>> x=A\b

-0.1704
-0.1137
0.6614
0.0640

I fattori della decomposizione LU di A si deducono mediante 'istruzione

>> [L,U]=1u(A);

che genera il seguente output:

>> [L,U]=1u(A)

L =

0.2222
1.0000
0.5556
0.6667

9.0000
0
0
0

In particolare, l'istruzione

0.6667

-0.0476
1.0000

3.0000
-7.0000
0

0

>> [L,U,P]=1u(A);

restituisce

L =

1.0000
0.6667
0.2222
0.5556

9.0000

1.0000
0.6667
-0.0476

3.0000
-7.0000

N

N

.0000

.8339

.0000
.6667
L7778

.0000
.8339

.0000
.6667
L7778

~

IS R NN

~

0 BN R

.0000

.0000
.6667
.4444
.6744

.0000

.0000
.6667
.4444
.6744
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2.14.4 MATLAB e le matrici speciali

In ambiente MATLAB non sono presenti funzioni predefinite specifiche per la risoluzione
di sistemi lineari con matrice a banda o simmetrica non definita. Per i sistemi lineari con
matrice simmetrica definita positiva €, invece, disponibile la funzione chol, che esegue
la fattorizzazione di Cholesky di una matrice A,

A= RTR,

dove R e una matrice triangolare superiore, con elementi diagonali positivi, calcolando
il fattore di Cholesky, R, mediante |’istruzione

>> R=chol(A)

& Esempio 2.60.

Si vuole risolvere il sistema linerare Az = b, con

22 2 12 15 1

2 47 18 -10 1
4= 12 18 25 21 » b= 3

15 =10 21 47 -2

La matrice A & simmetrica definita positiva. Per verificare che essa gode di quest’ultima proprieta si
puo applicare il criterio di Sylvester (Teorema A.22, Appendice A.9), utilizzando la funzione det.

Le istruzioni

> A= [ 22 2 12 15
2 47 18 -10
12 18 25 21
15 -10 21 47];
>> d2 = det(A(1:2,1:2))
>> d3 = det(A(1:3,1:3))
>> d4 = det(A)

generano il seguente output:
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d2 =
1030

d3 =
12718

d4 =
137641

da cui si ricava che la matrice ¢ definita positiva (il determinante della sottomatrice principale di A
di ordine 1 &, banalmente, 22). Poiché una matrice simmetrica € definita positiva se e solo se i suoi
autovalori sono positivi (cfr. § A.9), la precedente verifica si pud eseguire anche utilizzando la funzione
eig, che calcola gli autovalori (ed anche gli autovettori) di una matrice quadrata. L’istruzione

>> lambda = eig(A)
fornisce, in output, un vettore, memorizzato nella variabile 1ambda, di componenti gli autovalori di A:
lambda =
14.1028
2.5464
56.4276
67.9232
che sono, appunto, reali positivi. Utilizzando la routine chol si ottiene:
>> R=chol(A)
R =
4.6904 0.4264 2.5584 3.1980
0 6.8424 2.4712 -1.6608
0 0 3.5139 4.8158
0 0 0 3.2898

Naturalmente, eseguendo il prodotto

>> C = R’*R
si ottiene
C =

22.0000 2.0000 12.0000 15.0000
2.0000 47.0000 18.0000 -10.0000
12.0000 18.0000 25.0000 21.0000
15.0000 -10.0000  21.0000 . 47.0000

che coincide con la matrice A.

La soluzione del sistema Az = b si puo, dunque, eseguire con le istruzioni
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>> w = R’\b
> x =R \w

che corrispondono ad una forward e ad una back substitution e producono i seguenti risultati:

>> w = R’\b
W =
0.2132
0.1329
0.6051
-1.6339

> x =R \w

-0.0439
-0.4092

0.8529
-0.4967

Si osservi che il calcolo della soluzione del sistema Az = b si puo eseguire con l’istruzione
>x=A\D

che fornisce, in output, direttamente il vettore z:

X =

-0.0439
-0.4092

0.8529
-0.4967

In questo caso, prima di procedere alla risoluzione del sistema, MATLAB controlla se la matrice &
simmetrica e se ha tutti gli elementi diagonali positivi; in tal caso prova ad eseguire la fattorizzazione
di Cholesky. Se la matrice & definita positiva, come in questo caso, la fattorizzazione di Cholesky
termina senza errore ed i sistemi triangolari ad essa associati sono risolti con i relativi algoritmi di
sostituzione. 32 [ )

32Ge Palgoritmo di Cholesky fallisce, il sistema, & risolto mediante la fattorizzazione LU.
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2.15 Operazioni di Calcolo Matriciale

2.15.1 Operazioni tra vettori e matrici
1. Calcolare az, 27y, zy” e z + y per:
a) a=252=[6 2", y=[4 -2
b) a=-2z=y=[4 -2 2"

2. Posto:

(1) +(3)

calcolare AB e BA. Usa tali risultati per determinare, se definiti:

a) 2A — 3B, ABA, A’B, BA?, EBA, ABE, BAE;
b) B, Ed, d"A.
3. Verificare, utilizzando A, B, c e d dell’esercizio precedente, che:
a) (cT'A)B = cT'(AB);
b) (A+ B)d= Ad+ Bd;
c) A(BA) = (AB)A.

4. Verificare che per moltiplicare una matrice r X s per una matrice s Xt sono richieste
al pit rstM e rt(s — 1)A.

5. Scrivere un sottoprogramma FORTRAN dot(X, Y, N, C) che calcoli ¢ = z” -y, con
z,y € R", c€ R.

6. Scrivere un sottoprogramma FORTRAN saxpy(S, X,Y, N, Z) che calcoli z = sz +
y,conz,yz € R", s € R.

7. Scrivere un sottoprogramma FORTRAN matvet(A, X, M, N,Y’) che calcoli y =
Az, con z,y € R", A€ R™".

8. Scrivere un sottoprogramma FORTRAN add(S, A, B, M, N,C) che calcoli C' =
A+sB,con Ae R™*", Be€ R™" e s e R.

9. Scrivere un sottoprogramma FORTRAN mult(A, B, M, N, P,C) che calcoli C' =
AB, con A€ R™*" B € R™P.
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2.15.2 1l calcolo dell’inversa di una matrice

1. Per le seguenti matrici:

10 11
= (1) 2= )
calcolare AB, A~!, B~!' e (AB)™".

2. Risolvere, mediante il calcolo dell’inversa della matrice dei coefficienti, i seguenti

sistemi:
I —+ 2$2 = -3 —21’1 4+ 19 = —1 2$1 — T2 = 0
4(1)1 + 3$2 = 18 3.’131 — T9 = 3 2(1)1 + Ty = 1
3. Determinare quante operazioni aritmetiche sono necessarie per risolvere Ax = b

calcolando A~1b, con A € R3*3,

2.15.3 Norme di vettori e matrici

1. Per
2 -1 1 —4 -2 7 -4
z=( 5|, A= 2 2 0 |, A'=| 2 -5 4 |,
3 3.3 2 0 -3 2
calcolare ||zl|, [|A]] e [[A=], con [l [ = [ - [, I ll25 || - [loo-

2. Per ciascuno dei seguenti vettori z, calcolare ||z||1, ||z||2, ||Zco:

2 -5"; 2 -5 5]", [00 0],

3. Per ciascuna delle seguenti coppie di vettori, calcolare 2"y, ||z]|2, |[y||2 e verificare
che |zTy| < ||z|l2llyll> (diseguaglianza di Schwarz):
a) z=[1 —3]", y=[2 1]%;
b) z=[-3 —4]', y=[1 —1J%;
) z=[2 —3F, y=[-6 o

4. Verificare che ||z]|s < ||z]|2 < ||z]|1, Vz € R", e che 'uguaglianza pué presentarsi
anche per vettori non nulli.
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2.15.4 Proprieta di matrici

1. Per la seguente matrice:

-39 6
A= 9 3 -3 |,
—6 6 =3

a) valutare 1 minori M1,17 M1,3, MQ’Q, Mg’g, M3,3;
b) valutare i minori complementari A; 1, As2, Az, As3;
c) valutare detA.

2. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici:

(37 5) 0 2) (T

3. Verificare che detL con L triangolare inferiore e uguale al prodotto degli elementi
diagonali.

4. Verificare che detl, = 1, Vp.
5. Verificare che per P matrice di permutazione si ha che detP = +1.

6. Verificare che det(A™) = (detA)", Vn € N.

2.16 Esercizi di Algebra Lineare

1. La Pennsyltucky Pharmaceutical prepara una linea specialistica di tre integratori
dietetici usando proporzioni diverse di tre sostanze naturali: estratto di broccoli,
gingko biloba e olio di ginseng. Il prodotto 1 e realizzato combinando quantita
uguali di tutte e tre le sostanze; il prodotto 2 & costituito prevalentemente da
gingko biloba, a quattro dosi di esso corrisponde una dose di estratto di broccoli e
olio di ginseng; il prodotto 3 impiega sei dosi di olio di ginseng, due di gingko biloba
e una di estratto di broccoli. Queste combinazioni possono essere modellizzate da
un insieme di equazioni lineari: se indichiamo con z; la quantita di estratto di
broccoli, con x5 la quantita di gingko biloba e con z3 la quantita di olio di ginseng,
e denotiamo con p;, po e p3 la quantita di ciascun prodotto, allora otteniamo il
sistema di equazioni

T1+2To+2x3 = pP1
T1+4x2 + T3 = po
1+ 229 + 63 = p;3.



358

Data la quantita di produzione desiderata per ciascun prodotto p;, + = 1,2, 3, per
ciascuna sostanza possiamo determinare la quantita da comprare risolvendo questo
sistema di equazioni. Questo particolare modello € molto semplice, soprattutto per
la dimensione piccola del sistema, e non richiede alcuna tecnica specializzata per
la sua risoluzione. Tuttavia, il successo di questa linea di integratori ha convinto
la Pennsyltucky Pharmaceutical ad espandere sostanzialmente questo settore dei
suoi affari, che sta pensando di produrre 50 prodotti fatti da altrettante sostanze
naturali. La risoluzione di un sistema lineare 50 X 50 non e da prendere alla leggera

in assenza di un buon software [6].

2.16.1 Esercizi §2.4

1. Risolvere i seguenti sistemi triangolari utilizzando gli algoritmi di back e forward

substitution:
T = 6
a){ 4z + 6y =0 b
8 + 10y 4+ 12z = 8

2x
) 14z + 2y
9N 122 + 10y + 22

8¢ + 6y + 4z + 8u

6z + 3y + 3z

6y + 3z

d) 3z
2v + 4y + 2z

2y + 10z

e) ! 2z

2. Dimostrare che:

a) se U & una matrice triangolare superiore invertibile,

superiore;

3u
6u
3u
6u

2u
6u
4u
2u

I

I

18z + 15y + 12z = 12
+ 9y + 62

o

92 = 9

12
—20
—10

allora U ! & triangolare

b) se L & una matrice triangolare inferiore con elementi diagonali tutti uguali ad
1 (unitaria), allora L' & triangolare inferiore unitaria;
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c) il prodotto di due matrici triangolari superiori (inferiori) ¢ una matrice trian-
golare superiore (inferiore).

3. Scrivere un sottoprogramma FORTRAN bs(U, B, N, X, INDERR) per la proce-

dura di Back-substitution.

4. Scrivere un sottoprogramma FORTRAN fs(L, B, N, X,INDERR) per la proce-

dura di Forward-substitution.

2.16.2 Esercizi §2.5
Esercizi §2.5.2

1.

Risolvere, mediante ’algoritmo di eliminazione di Gauss e l’algoritmo di back
substitution, il seguente sistema:

dr — 6y = 16
8 — 10y + 2z = 30
4x + 8 = 2

. Risolvere, mediante 1’algoritmo di eliminazione di Gauss e l'algoritmo di back

substitution, i seguenti sistemi:

6.’L‘1 — 2.’E2 + 2.T3 = -2

a){ 18z; — 4ry + 213 = -—18

6r;1 + 2z — 4.I3 = —18

—3£L'1 — 3.772 + 6333 = —15

b) —9.%‘1 — 3$2 + 2132‘3 = —66
3331 - 9.7)2 — 3.%‘3 = 30

—6xy — 1229 + 18z3 = 0

c) 207 + 8zy + 2123 = 12

4x1 '+ 169 + 6x3 = 26
21131 al= 4.’])2 — 1 0.’133 + 2.’E4 = 6
d) 4$1 — 6.’1)2 + 8.T3 — 4.’E4 = 4
8.’L‘1 + 2.’1)2 — 1 2.’133 + 6.’E4 = 22

102y + 18z — 40z3 + 224 = 20
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3. Calcolare, mediante 1’algoritmo di eliminazione di Gauss, I'inversa di:

4 6
(%)
4. Applicare 'algoritmo di eliminazione di Gauss per determinare l'inversa destra

delle seguenti matrici. Verificare se le matrici ottenute sono anche inverse sinistre
(e quindi inverse).

-2 4 2 6 12 6
a)<382 _4284) )| 0 2 —4 | 12 6 —42
2 8 —2 6 18 33

5. Applicare I'algoritmo di eliminazione di Gauss ai seguenti sistemi. Se, ad un certo
k—1 . . .
passo k, a§c . ~ = 0, determinare una strategia che consenta comunque di ottenere

la soluzione del sistema.

4, 4+ 1220 + 4dzg = 12
a)s 8x; + 64z, + 8z3 = —8
8ry + 8.’L‘3 = —24
107y + 10z9 — 1023 = —-20
b) 10z; + 10z — 20z3 = 40
—53)1 —+ 5.’E2 + 15.’E3 = 20
41’2 + 2I3 = 6
)8 —2z; + 219 = 4
4£L'1 — 2372 + 6.’173 = —10
1229 + 6z3 + 24z, = —18
d) 6331 — 6332 — 12I3 = 0
6331 + 36.T4 = —12
—6.’E1 + 18.T2 + 12.T3 = 0
3.’1)1 — 3372 + 3.T4 = -9
6) 61L'1 — 9372 — 3.T3 + 9.T4 = —18
91L‘1 — 9372 + 6.T3 + 15.’1)4 = 27

12%1 — 6$2 + 6%3 = —42
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6. Risolvere il seguente sistema, mediante ’algoritmo di eliminazione di Gauss e

I’algoritmo di back substitution, utilizzando un sistema aritmetico floating-point
normalizzato con ¢ = 2 e la tecnica dell’arrotondamento:

—0.61z; + 0.23z, = 048

Confrontare la soluzione ottenuta con la soluzione vera z7 = 0.005946..., z5 =
2.102727..., e con la migliore approssimazione a 2 cifre z = 0.0059, =i, = 2.1.

. Scrivere una procedura per 'algoritmo di eliminazione di Gauss utilizzando 1’ope-
razione di tipo saxpy.

Esercizi §2.5.3

1. Determinare il numero di moltiplicazioni/divisioni necessario per risolvere, me-

diante 1'algoritmo di eliminazione di Gauss e di back substitution, un sistema di
equazioni p x p, per p = 10; p = 50; p = 70; p = 90.

Esercizi §2.5.4

1. Stabilire, applicando ’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale, se

il seguente sistema ammette soluzioni:

2 + 2y + 2z = 0
2z 4+ 4y + 6z = 0
6x + 10z + 14z = 2

2. Applicare I'algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale ai seguenti

sistemi. Discutere 1’esistenza di soluzioni.

3r1 + 6z9 — 1023 = 6
a) 6z, — 91y + 1223 = 12
1 2.(51 + 3$2 - ].8.%3 = 24

2371 als 4332 — 21L‘3 + 41L'4 = 8
b) 4z + 14z + 223 + 2x4 = 28

61L'1 + 16$2 — 21L‘3 + 81L'4 = 34

1027 + 18z — 40zx3 + 2x24 = 20
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3. Verificare, applicando 'algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale,

che le seguenti matrici sono singolari:

4 5 6 -2 4 6 2 :S _63 :g
a)| 7 8 9 b) 0 2 8 c) 9 —15°15 0
10 11 12 4 -8 —12 ; g

Verificare, applicando 1’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale,
che il seguente sistema:

4l‘1 — 8.’1}2 + 121‘3 = 4
8l‘1 + 4/€$2 + 241‘3 = 24

a) per k = 0 ha infinite soluzioni;
b) per uno specifico valore di k, da determinare, non ha soluzioni;

c) per tutti gli altri valori di £ ammette una sola soluzione.

. Risolvere, mediante I’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale, il

seguente sistema:

3z + 3y — 3z = 6
92 + 9y + 3z = 6
3z + 3z = 0

. Risolvere, ' mediante I’algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale, i

seguenti sistemi (esercizio 5 di Esercizi §2.5.2):

4./[,'1 —+ 12.(52 —+ 4$3 = ]_2
a){ 8r; + 64z, + 8xz3 = -8
8ty + 8x3 = —24
10y + 102y — 10x3 = —20
b) 10z; + 10zy — 2023 = 40
—5£L'1 + 5%2 + 15%3 = 20
4:172 + 2.’173 = 6

]
W

) —2r1 + 219 =
4$1 — 2$2 + 6333 = —-10
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]_2.T2 + 6$3 + 24.7}4 = —18

d) 6zy — 6z — 1223 = 0
6.’L’1 + 36.’174 = —12

—6x; + 18y + 12z5 = 0

3x1 — 3xo + 3z4s = -9

6) 6!131 — 9372 — 3.’133 + 9.’134 = =18

911?1 - 91‘2 + 6333 + 15$4 = 27

121?1 - 61‘2 + 6333 = —42

7. Risolvere, applicando I’algoritmo di eliminazione di Gauss 7) senza pivoting parzia-
le e i) con pivoting parziale, i seguenti sistemi utilizzando un sistema aritmetico
floating-point con ¢ = 3.

0005371 + X9 + I3 = 2 T — X9 —+ 2$3 = )
a) I — 21’2 + x3 = 4 b) 23}'1 = 2.’E2 + 3 = 1
—3r; — X9 + b6x3 = 2 3xr1y — 23y + Txz3 = 20

1192, + 237z — 731lzg + 1.70m4 = 2.78
0 21521 — 9.76x9 1.54z3 — 2.08z4 6.27
10.72; — 1.11zo 3.78x3 + 4.49x4 9.03
217z, + 3.58x 1.70z3 + 9.33z4 = 5.00

Confrontare i risultati.

+ + +

8. Il pivoting parziale non sempre produce buoni risultati. Per verificare cid, appli-
care l'algoritmo di Gauss con pivoting parziale, utilizzando un sistema aritmetico
floating-point normalizzato con t cifre, al seguente sistema:

2$1 + X9 + X3 = 1
T1 + €9 + €xs = 2e
TG + €9 — €r3 = €

con € molto piccolo e noto alla massima accuratezza del sistema aritmetico. Mo-
strare, inoltre, che ponendo z; = 1 /€, 20 = x9, 23 = x3, e dividendo la IT e la III
equazione per € cosl da ottenere il sistemas:

2621 + 22 + 23 = 1
21 + 2z + 23 = 2
21 + 2z — 23 = 1

I’algoritmo di Gauss con pivoting parziale fornisce una soluzione accurata.

9. Scrivere un sottoprogramma FORTRAN gausspiv(A, B, N,INDERR) per il me-
todo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale (Procedura 2.9), utilizzando
I’operazione di tipo saxpy.
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Esercizi §2.6

1. Applicare I'algoritmo di fattorizzazione LU con pivoting parziale, per calcolare il
determinante e l'inversa della seguente matrice:

1.723 —1.421 3.784
A= 0.113 ~4.071 1.213
5.131 —=4.010 —2.176

2. Calcolare la fattorizzazione LU (con L unitaria) della seguente matrice:

S O N
DN Oy Co
o N O

3. Risolvere, calcolando la fattorizzazione LU (con L unitaria), il seguente sistema:

12.7)1 — 15%2 + 3.7)3 = 45
6-7/'1 + 12.7)3 = 3
6.7)1 — 932‘2 = 24

4. Applicare I'algoritmo di eliminazione di Gauss per costruire L (L unitaria) ed U
tale che la seguente matrice A = LU:

8§ —4 4
A=14 6 -2
8§ —6 —4

5. Risolvere, utilizzando I'algoritmo di fattorizzazione LU, i seguenti sistemi:

8331 == 64$2 + 83?3 = =8
(1,) 4331 + 12$2 + 43?3 = 12
8ry + 8,’133 = —24
10zy + 10z9 — 10x3 = —-20
b)< =bx; + bzy + 1bzz = 20
103?1 -+ 10%2 — 20.’E3 = 40
4£E1 — 2:172 + 6.’173 = —10
C) 4:172 + 2.’173 = 6

—2%1 + 2$2 = 4
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10.

6xr; — ©6xy — 12z3 = 0
d) 122 + 6x3 + 24z, = —18
6l‘1 + 36$4 = =12

—6%1 + 18332 + 121?3 = 0

12.’131 — 6372 + 6373 = —42

6) 6.’131 — 9372 — 3373 + 9374 = —18

9.731 - 9.7)2 + 6.T3 + 15$4 = 27

3.731 — 3.7)2 + 3IE4 = -9

Per ciascuna matrice A seguente calcolare la sua fattorizzazione LU (con L unita-
ria) e verificare che A = LU:

—4 =8 4 —4
a)<4 8) ) _46 S 164 0 2 10 10 —-16
4 2 o 4 _18 —2 0 14 —22

4 14 6 —6

Determinare la fattorizzazione LU della seguente matrice A, con L ed U definite
come segue, calcolando gli elementi di L e di U in base alla posizione A = LU:

- 6 6 . . l1,1 0 . . 1 ULQ
a=(5 %) = )= )

Esprimere la seguente uguaglianza di matrici con 4 equazioni scalari:

a 0 d e — 11 Q12 _
(b C)(Of)_<a2,1 a2 LU=4)
Dedurre che A pué avere infinite fattorizzazioni LU. Determinare quella per cui

L & unitaria.

Dimostrare che se una matrice A non singolare ha una fattorizzazione LU in cui
L & triangolare inferiore unitaria e U e triangolare superiore, allora L ed U sono
uniche (Sugg: Suppondendo che A = LU; = LyUs da cui si ha L2_1L1 = UZUI_I,
dimostrare che I'uguaglianza sussiste solo se I e Il membro sono uguali alla matrice
identica).

Verificare che la matrice:

(V1)

non ha una fattorizzazione LU in cui L ¢ unitaria.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Verificare che ogni matrice della forma:

(35)

ha una fattorizzazione LU. Verificare che, anche se L & triangolare inferiore
unitaria, la fattorizzazione non e unica.

Verificare che ogni matrice della forma:

00
a b
ha una fattorizzazione LU. Verificare se ha una fattorizzazione LU in cui L &

unitaria.

Determinare tutte le fattorizzazioni LU, in cui L e unitaria, della seguente matrice:

1 3
A=
( 5 15 >
Calcolare la fattorizzazione LU, in cui L e triangolare inferiore ed U ¢ triangolare
superiore unitaria, della seguente matrice:

0 1
-1 3
3 0

A=

— O W

Calcolare la fattorizzazione LU, in cui sia L sia U sono unitarie, della seguente

matrice:
1 5
A= ( 3 16 )

Utilizzare la fattorizzazione LU (con L unitaria) per calcolare le soluzioni z;, z,
exy,di Az, =0b;,1=1,2,3 con:

12 g8 =2
A= -8 32 20 ;
4 —-16 8
o8 34 20
b, = 92 ;o by = —4 ; bg = 24

—64 20 —12
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17. Verificare che la complessita computazionale richiesta per risolvere k sistemi Az, =

18.

19.

20.

21.

22.

b;, 1 < i <k, con A matrice qualsiasi, A € R™™", calcolando la fattorizzazione
LU di A, ¢ sempre minore di quella richiesta per calcolare A~ con I’algoritmo di
eliminazione di Gauss e quindi calcolare z; = A7'h;, 1 < i < k.

Scrivere una versione dell’algoritmo di fattorizzazione LU (con L unitaria) che cal-
coli, al k-mo passo, la k-mariga di L e la k-ma riga di U (conseguentemente al k-mo
passo l'ordine degli elementi da calcolare € I 1, g2, - -« 5 le =1, Uk k- Uk kot 1s - - - 5 Ukyn)
(algoritmo di Doolittle per righe). Scrivere poi una versione che calcoli, al k-mo
passo, la k-ma colonna di U e la k-ma colonna di L (conseguentemente al k-mo pas-
so l'ordine degli elementi da calcolare & wy j, U gy« -, Uk ks Lot1 k-Ukt2ks - - - 5 lnk)
(algoritmo di Doolittle per colonne o di Crout).

Determinare quale matrice di permutazione P, di dimensione 3 x 3, ha 'effetto di
scambiare la I con la III riga, di una matrice 4 € R3*3.

Risolvere, usando la fattorizzazione LU (con L unitaria), i) senza e ii) con pivoting
parziale, i seguenti sistemi:

3.’171 + 21372 + 1833'3 = 6 2.’E1 = 2.’132 + 4373 = 10
a) 3.’171 — 6.’1)2 — 6373 = 0 b) 4.’171 - 4.’172 + 2373 = 2
6331 + 6.7)2 — 12%3 = 24 6331 — 4.T2 + 143}‘3 = 40

3z 6ry + 33 — 3x4y = 3

C) 3331 + 3.7)2 -+ 3.T3 + 3$4 = 6

—6.T1 + 3.%‘2 — 6:63 + 9$4 = 3

9.’1)'1 — 3.’1)2 = 12.’1)3 — 3.'L'4 =0

Per ciascuna matrice A seguente, determinare la sua fattorizzazione PT LU, appli-
cando 'algoritmo di fattorizzazione LU con pivoting parziale.

o & —d 4 756 0.36 —4.38
a)<2 ;1) ol a4 —12 11 0 —68 —1251.12 0.472 6.876
. 10 12 2 16

Utilizzare ’algoritmo di fattorizzazione LU con pivoting parziale, per calcolare il
determinante e I'inversa (se esiste) delle seguenti matrici:

1 7 6 12 3
DA=|1 -2 -1 WA=|5 7 -1
2 2 —4 7 8 —11
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Esercizi §2.6.1

1. Risolvere, applicando 'algoritmo di fattorizzazione LU con pivoting parziale con
scambio virtuale delle righe, i seguenti sistemi: (esercizio 5 di Esercizi §2.5.2)

4.’171 -+ 12.’132 + 4.’L‘3 = 12
a) 8.’171 —+ 64.@2 -+ 8.’L‘3 = -8
83?2 + 8!173 = —-24
102y + 10z9 — 1023 = —-20
b) ¢ 10y + 10z9 — 20z3 = 40
—5x1 + bxy + 1dx3 = 20
431'2 = 2.’173 = 6
) —2r1 + 219 = 4
4$1 - 2$2 + 6333 = -10
12$2 G 6.’1)3 + 24.T4 = —18
d) 6£E1 — 6332 — 12.’1}'3 = 0
61131 + 36.T4 = —12
—6xy + 18z + 12x3 = 0
31L'1 "N 3372 + 3.T4 = -9
6) 61L'1 — 9.’E2 — 3.T3 + 9.T4 = —18
9:61 — 9$2 + 6%3 + 15.%‘4 = 27
12.’81 — 6$2 aF 6%3 = —42

2. Determinare, per ciascun sistema dell’esercizio precedente, il vettore finale IPIV .

3. Scrivere un sottoprogramma FORTRAN sistlin(A, B, N, X,INDERR) per la
risoluzione di un generico sistema lineare.

2.16.3 Esercizi §2.7
1. Dimostrare che, qualunque sia la norma utilizzata, si ha che

p(A) = [JA[[IAH] > 1

10
(30,

2. Per la seguente matrice

determinare:
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a) p(A) in norma infinito;

b) la pid “vicina” matrice singolare in un sistema aritmetico floating-point nor-
malizzato caratterizzato dai seguenti parametri: § = 10;t = 3; Enpin =
—3; Epae = 3, utilizzando la tecnica di troncamento.

3. Calcolare p(A) in norma infinito della seguente matrice:

B 1 1+e¢€
A_(l—e 1 ), e>0.

4. Calcolare u(A) in norma infinito della seguente matrice:

14 16
A_<18 20)

5. Data la seguente matrice:

la cui matrice inversa eé:

si ha che, sia in norma uno sia in norma infinito:
Al = |47l =1+k, V& >0

cosicché p(A) = (1 + k)?, che & grande per k grande. Se si considera il sistema di
equazioni Az = b con:
1
b - ( 1 ) )

z:(lgk).

Perturbando il termine noto mediante § # 0 a

(146
b+oh= ( 1+5>’

si ha che la variazione dz nella soluzione é:

5z = ( 5(15— k) )

Determinare una maggiorazione di ||6z||/||z|| usando la norma infinito, per mostra-
re che il sistema ¢ ben condizionato, anche avendo A un indice di condizionamento
grande.

si ha che la soluzione &
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10.

. Ripetere I'esercizio precedente ponendo:

v=(in )

Verificare che in questo caso il sistema € mal condizionato.

Verificare, introducendo una perturbazione §b = (0., 0.00001)7 nel termine noto
b, che il seguente sistema, la cui soluzione esatta & z = (1.;1.)T, & mal condizionato:

Z1 + =z = 2.00000
1.00001z; + = = 2.00001

Calcolare p1(A) usando la norma infinito.

. Considerato il seguente sistema:

che ha soluzione esatta xy = 1.41, x5 = 0.84, determinare:

a) 0b cosicché, sostituendo b con b + 0b, la soluzione calcolata sia z; = 0.47,
zo = —0.11;

b) se il sistema & ben o mal condizionato;

c¢) lindice di condizionamento usando la norma infinito.

. Utilizzare MATLAB per ottenere una soluzione approssimata del sistema dell’e-

sercizio precedente. Determinare ’errore assoluto tra la soluzione calcolata e la
soluzione esatta, in norma infinito.

Risolvere il seguente sistema:

1.347, + T7.2lzs + 1.04z3 = 9.60
3.182; + 4.0lz, + 0.98z3 = 8.17
2.847, — 240z — 224153 = —23.4

applicando I'algoritmo di eliminazione di Gauss con pivoting parziale, utilizzando
un sistema aritmetico floating-point con ¢ = 3. Perturbare, poi, il termine noto
della I equazione a 9.59, e risolvere alla stessa maniera il sistema cosi ottenuto.
Cosa si pu6 dedurre per questo sistema?
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2.17 Esercizi con il MATLAB

2.17.1 Esercizi §2.14.4

1.

Definire i seguenti vettori:

a) a=(1.01 2.3 v/2 cos (1))

b) b=(1 2 3 4) mediante 'operatore colon

c) c¢=(4 3 2 1) mediante l'operatore colon

d) d=(1 1.5 2 2.5 3) mediante 'operatore colon.

Calcolare poi la somma e la differenza dei vettori b e ¢, infine calcolare il loro
prodotto scalare, verificando la relazione:

b’ = eb”

Estrarre la diagonale principale, la prima colonna, la seconda riga e il blocco 2x2
Aj 2,12 della seguente matrice:
1 2 3
d = ( 4 5 6 )

Costruire la matrice C aggiungendo alla matrice A dell’esercizio precedente la riga

a=(7 8 9)

calcolare poi la trasposta di C, e la matrice che si ottiene aggiungendo a C la
colonna a”.

Data la matrice A dell’esercizio 2 e la matrice:

7 8
B = 9 10
11 12

provare tutte le possibili combinazioni di A e B e le loro trasposte per costruire
una nuova matrice, e riflettere sui risultati ottenuti.

. Verificare con un esempio le seguenti relazioni:

T =C
(CT + DT) = (C + D)
(AC)T = ACT

(Si utilizzi la matrice C dell’esercizio 3, A =0.5, D= X C).
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6. Si calcoli la trasposta della seguente matrice:

= Ot W =
N OO W
0 g O Ot
© 0O N =~

Si verifichi che ET-E=0. Perché?
7. Costruire le seguenti matrici:

a) la matrice diagonale 4x4 D con D;; =i per i=1,2,34
b) la matrice identica di ordine 4

c) la matrice 4x4 O, tale che Oy = 1

d) la matrice nulla 4x4

e) i vettori riga (1,1,1,1) e (0,0,0,0).

8. Date le matrici

123 7 8
A=4 56|, B=[ 9 10
789 11 12

calcolarne il prodotto. Verificare che (AB)T = BT AT e che le matrici ATA, BTB
sono quadrate e simmetriche.

9. Date le seguenti matrici:
1 2 3 4 9 10 11 12
A“_(5 6) A12_<7 8) A21_<13 14) A22_<15 16)

11 2 2
B11=<1 1) Bis = Biy le=(2 2) By = By

A Ap Bi1 By
A= B = .
( Agr A ) ( Ba1 Ba )

si consideri

Si verifichi che

A+ B = ( A1+ By A12+312)

Aoy + Byy Ag + By

AB = ( AuBii + A12Bar A1 Bia + A12Ba
Ao1Bi1 + A2 Bo1 Ag1Bia + A B
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10.

11.

12.

13.

14.

Costruire una m-function che conta gli elementi nulli in una matrice.

Dato il seguente sistema lineare:

Ty + 223 + 3xy =/ 1
—x1 + 219 4+ 213 — 314 = -1
To -+ T3 4= 4$4 = 2
6x;y + 220 + 23 + 4x4 = 1

si chiede di:

a) Verificare che il sistema & compatibile.

b) Risolvere il sistema mediante 'operatore ”\”.

c¢) Risolvere il sistema mediante la fattorizzazione LU della matrice dei coefficienti.

d) Risolvere il sistema calcolando I'inversa della matrice dei coefficienti.

e) Calcolare mediante la funzione flops la complessita di tempo dei tre procedi-
menti.

Calcolare la norma uno, la norma euclidea, la norma infinito di:

1 4
0 b= -1
2 6

2 -3
A= 6 2
-1 3

Verificare poi le seguenti relazioni valide in generale:

[All = max » lai| [|Allec = max » _[as]
J 1
i J

ol =2 io;1 llolh = max |b|

J

Data la matrice dell’esercizio precedente calcolare p(A) e verificare le seguenti
relazioni:

a) p(A) = ||A[ |A7Y
b) u(A) = p(aA) per Vo
) u(AAT) = u(A)?

d) u(A) =u(A") = p(A™)

Risolvere con MATLAB i sistemi lineari del secondo esercizio della sezione 2.16.2, e
verificare i risultati ottenuti, inoltre valutare il condizionamento delle matrici dei
coefficienti sia tramite cond che tramite rcond.

|



374

15. Risolvere con MATLAB i sistemi lineari del quinto esercizio della sezione 2.16.2, e
verificare i risultati ottenuti, inoltre valutare il condizionamento delle matrici dei
coefficienti sia tramite cond che tramite rcond.

16. Costruire due m-function una per la backward substitution e una per la forward
substitution. Testarle poi con i sistemi del primo esercizio della sezione 2.16.1.
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