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Esempio 1

A matrice 6x6 simmetrica <\V©

110 76 78|90 52 -16 ]
76 146 124|| 72 90 52 Raggruppiamo
A |78 124 210/]116 72 90 in “blocchi”
| [90 72 116|210 124 78| di dimensione 3x3
52 90 72 ||124 146 76N> gli elementi di A
-16 52 90 || 78 76 110

= 2
/ All A12 \

A:
& [ ] Ay Axp )

A matrice
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Esempio 2

2\

=
A matrice quadrata 6x6 <\ @

Raggruppiamo

0 0 0)
‘ in "blocchi”
0 0O O

di dimensione 3x3
- gli elementi di A

. N

0

o | [Mhal

\

A matrice
atichablocch diagonale a blocchi .




Esempio 2 )

A matrice a banda di ampiezza 7 =
P N\

p=3

0 Raggruppiamo
in “blocchi”
di dimensione 2x2

W N
o
o

T IE
| 2
q=3||=

PaN

=
N

O O
(@)

A =

@ gli elementi di A

3 0
0O 1

o
o

A
& B i
A matrice

Tridiagonale
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Esempio 3

2\

A matrice a banda di ampiezza 7 @

N\

Raggruppiamo
in “blocchi”
di dimensione 3x3

s& gli elementi di A

A

A matrice
Tridiagonale a blocchi
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se raggruppiamo i coefficienti di @
in blocchi >
riguardiamo ciascun bl ig

un coe/ﬁl

T

Decomposizione di una matrice in blocchi

=
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Perché

=
partizionare
una matrice in blocchi

N ? Y
\>\/
o2 .
Sviluppo di algoritmi ad hoc
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sempio 1 (conT)

110 76 78| 90 -16
76 146 124) 72 90 5P
Ao 78 124 21D 116 72 9D
90 72 116 210 124 78
52 90 72|| 124 146 76
-16 52 90| 78 76 110)

D_\ ?21 Azz /

Matrici-a-blocchi

@VO

Ay e A,, simmetriche
ottenute I'una da una
rotazione dell'altra

A, e A,, Toeplitz
ottenute |'una da una
rotazione dell'altra



Esempio 2 (cont.)

2 j 1 2l 0 O
0 2 3 0 O
A | 2‘ 7 0 |5 o0
2 1 o 3 |o 6
o o [3 0|2 d
0 0 |0 1 o<1

<
ony
b Dz Fz

\O E, D3/

A non ¢ diagonale
MA
alcuni suoi blocchi lo sono

A non ¢ simmetrica
MA
alcuni suoi blocchi lo sono

(FllEl)-

(D1, B2, B3, Bz, Fa).
L~
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__Esempio 3 (cont)

p=3 _

A A

gy

A 1= A,, sSimmetrica
A,;= A, T triangolare
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e

(Case study: la fattorizzazione LU di
una matrice
partizionata a blocchi

\_

@¢
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Ricordiamo che...

A matrice tridiagonale VO




7z
O
- ﬂ\<>

come si trasformano le matrici
L e U nel caso di
A tridiagonale a blocchi

?
S ' /

W¢
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in analogia al caso scalare

2\

=
/Dl F O ) A
e una matricg
A=|lE, D, F 'tr'idle a blocchi
\ 0 E3 Dsj
N\

Applicando ad A la fattorizzazione LU,

“vemﬁca che:

1 Fl O \
= 0 Uus=|o u, F,
D 0 L3 | ) \ 0 0 U 3 )
L matrice U matrice

bidiagonale a blocchi bidiagonale a blocchi™



... in analogia al caso scalare

Fattorizzando A=LU

Gli elementidiUe di A aTapar’renen’ri alla banda superiore
coincidono.

Gli elementi di L da determinare sono: L, ,L,

Gli elementi di U da determinare sono le matrici
diagonali: U, , U,, U,




Dall'uguaglianza A = LU

N\
o, R o) (1o o (u]lr QBO
E, D, F,|=|L| 1 0|0 [UF,
0 [E, D) (0 |L,|| QN0
A L @/b

otteniamo

D,=U, U

E,= LU, y 2= B U B

D,= Lk, + U, UZ_D Lok

E, = > Ly = E5 Uyt

s TR+ Us Uy = Dy LF,

J

L~

Matrici-a-blocchi

16




In particolare ...

¢
D, £ 0) (I 0 0) (U, Flﬁ<f>>
E, D, K |F7L] | Of- _ﬁ_ii/.:)g 4

U

(0 B D) {0 L 1) (0O
: A<>>

N

?\A E£M 1 Uz = Dy Loy

L
i\ﬁagonale

: ] :

W Banalmente invertibile ~ Prodotfo fra matrici
O(r¥) operazioni
17

O(n) operazioni

U,)
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( D K O A
E, D, F |=
.0 E; D,
A

> .(LI\/\_
<>@diagonale
W Banalmen’rinver"ri bile Prodo‘r’ro%a matrici
! |
O(n) o#azioni O(r¥) operazioni
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IN GENERALE:
Fattorizzazione LU di
matrici Tridiagonali a blocchi M

S

| : tridiagonale a blocchi 141 4+1=

Matrici-a-blocchi
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La fattorizzazione LU produce

=1

0

¥

Matrice bidiagona

inferiore a blocchi

>

/Vy}\/q\fl-]_:

1+1=2

Matrici-a-blocchi

A5

\

.U, F_
0%

matrice bidiagonale
superiore a blocchi

W:p+1:
1+1=2

20



Eseguendo il prodotto L U e ricavando L; e U, si ottiene:

[)l |Z1 /l 0o ... \ /Ul |:1
E D - O B O

O Dn_l Fn_l O Urr_1 Fn—l
En Dn 0 Un/
A
U;:=D;
& L= E, U,
Uy- =Dy Lok
L:=EU,?
Matrici-a-blocchi Un: — Dn_ LnFn-l 21
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-~

Come si specializzano
gli algoritmi di Forward e
back substitution
per matrici
bidiagonali a blocchi

?

~

/

W\

Matrici-a-blocchi
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La fattorizzazione LU a blocchi

/ Dl |:1
EZ D2
L0 E

5

/IDO 0)
L | O

0 )
FZ
D3]

!
\ Q/Iatl’ICIIH33|OCClI )




Risoluzione di Lz=y

(1

L0

L,

0 0)z

I 0]z, |=

Ly T A\2Z3)

O(r) operazioni
>

Matrici-a-blocchi

— 211

+23,
4 .= Ys,
-Z,.=Y,- Loz,

~ Z3:= Y3 LaZ;
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Risoluzione di Ux=z

‘U, F 0Yx)
O U2 FZ ZZ
0 0 U \X;

<

Matrici-a-blocchi

Z3= U3 X3,

= |

U, X5,
1Yo+ Uy X,

o
-

</1

= (Ug) ™t z5;
%= (Uo) ™ (25 Fo X%9);
X:= (U™ (2, - F1 %),

25




In generale

Risoluzione di un sistema con matrice tridiagonale a bl

Risoluzione del sistema L y =h:

1 0 0 - 0 0)y
L, 1 0 - 0 O0f vy,
0 L, 1 - 0 O0f vy,

X

0 | %

0] X%
I:n -1 Xn—l

U, A %

Matrici-a-blocchi

U X

b,

2

2\

X, =(U,) Yo

Xn.1 = (Un.) 2 (Yn1 -FroaX0);

X; = (Uy) 1y, -F{%);
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Algoritmi di forward e back substitution
per matrici bidiagonali a blocchi

<fw

fori=1tondo <ifor|:ntoldo
Y= b - Liyig UX =Y — FiYisq

endf or endf or
(L1y0:O ) (ann+1:O )

forw@subs‘ri‘ru’rion back substitution

Matrici-a-blocchi 27



~
QW
Fa’r’rorizzazio%i@@ una
mw cchi
ol
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Esempio: A: matrice quadrata partizionata in 9=3x3 blocchi
A‘b?&
A= Ao 3

> Pg3)

<
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A11| A | A I—11| Uy U, Ug
| |
| i < i !
A21| Ay, | Ay | = Ly | Lo, Q | Uy, | U,s
| |
Az A32 Ags L33 Us;
\/
effe’r’ruando il pro
A =LUp A= I—11U12 Aiz=L11Us3
D

<
Agr=Ly U+ LyUs,

Agz= L, U3t LUy

A/{ =L,

A{szz[ L3Ugy

Agr= L3 Ut LUy,

Agz= L3 U3t LgUyst LagUss

Matrici-a-blocchi
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Da queste uguaglianze si ricavano le espressigni
per il calcolo dei blocchi di L e e di @

A= LU | Ap=LUgp

A =Ll | An=LaUpt LUy,

es. Lll U 11: All

<

oe’L ;e Uy sono ottenuti calcolando la
fattorizzazione LU del blocco A,

Matrici-a-blocchi 34



Da queste uguaglianze si ricavano le espressi&‘
per il calcolo dei blocchidiL ee d|

A= U Ap=LUp Aiz=

A21: Ull A22= L21U12 + L22U22 21U13+ L22U23

Ag1= L3 U | Moo= LaddomllghUss Agg=LgU g+ LgUpst+ LggUss

es. L, U,,= Ap—Ly Uy,

<

oe’L ,, e U,,si ottengono calcolando la
fattorizzazione LU di A,,-L,; U;,

Matrici-a-blocchi 35



Da queste uguaglianze si ricavano le espr'essu
per il calcolo dei blocchidiL eedi U \

A= LU Ap=LUgp Az=L @
Ap = LyUpy  An=Llalnt LZZU//\ U13+ LooUss
N

Agi=Lg Uy, [ A, = | Ut LgUps+ LagUss

Ime

L32 U 22 ~ A32 L31 U12

cioe L 5, e U,, si ottengono calcolando la
fattorizzazione LU di A;,-L3; Uy,
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Ricordando l'algoritmo di fattorizzazione Lib

Graficamente, al generico passo k: ?<>

colonna k

-

matrice attiva
Matrici-a-blocchi 37



&

.allo stesso modo procede la faTTor'lzzaz

a blocchi &
N

Aj=LUsn | Ap=LUg, Az=L11Us3

Ao =LoUsy | A= LU+t LUy, Agpg=LpU s+ LUy,

Ag=LgUyy | A= LUt LUy, Agg=LgUps+ LgUsst LggUs

7
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ApF LU | Ap=LUg, Aiz=L11Us3 &

AprT LogUsa | A= LU+ LUy, Apg=L, U 5+ Lz%g
Ag T LgUp | Agp= LU+ LUy, Agg=L U@zuzﬁ' L33Us3

Passo 1:
= fattorizzazione LU del "pannello verticale"
o A

1 [ Aqq (LUq11)
A" =| Ap - | LoU1q
> \ As1 \ LsV11)

- .

Calcolo dei blocchi Ly, L21,L31,U11

Matrici-a-blocchi 39




A =LUp

Ap=L1Ug,

Az=L11Us3

Ay =LyUpy

Ag =Lz Uy

Agr =Ly Upt+ LUy,

Agr= L3 Ut Lg Uy,

Agz= Lo Uizt LyoUss

Agz= LU 3+ LUyt Lg3Us

UWJ

3 Calcola un pannello ori

M1
Uig = Ll Aag

<

giorna la matrice attiva

_ -1
Uiz = Li11 Ag3

[Azz Po3
Azy  Aga

j* (A22:A22‘|—2
Ags = Agz — L3

Uio Apz = Az —LoU 13)
U1 Agz = Agz—LzUs3




Alla fine del passo 1 abbiamo calcolato &

(L1 )
= I| primo pannello |ca|e diL
Lo1
(31 ) &

(Up1 Ugp Ujs)

= Il primo pannello orizzontale di U

<

Matrici-a-blocchi 41



Passo 2 :
s Calcola la faktorizz

- ('—zzU 22]
A, L32U 27

del pannello

<

Calcola i blocchi Los, L3o,Uos

Matrici-a-blocchi 42



I—11U11 U12

patt Re2 ész As_ Lspzs

= Calcola il pannello ori tale di'U

Azz =LoUsg Ups = Lot Ags

3 Aggiornga la matrice attiva

('ESB) - (’ZS?, - '333 - LU 23)

Matrici-a-blocchi 43



Alla fine del passo 2 abbiamo calcolato @

(g1 ) (Ugs Ulz/dﬁ\ >

Loy |Lo2 (\SUQZ\%B

\La1 |Ls2| )
% Tl secondo pannell ticale di L
& « Tl secondo pannello orizzontale di U

Matrici-a-blocchi 44



U12 &
U, <>©
A 3 = '3‘33 - Lszuzsf

= Calcola la fa‘r‘rorizzcgiQng(Né@/élocco

(Aga)=(LsU33)

Alla fine del pass@]a)\o\/
(L1 k (Up; Uz Usgg)

;tgl Loo
<\ 31 Lao

Uos Ups
L33, . U3z,

Lk




Algoritmo LU BIock—ParUUoneﬂ

A : decomposta in nxn blocchi di dlmensmne(nb%@

for k=1,nstepnbdo
o applica Ia fattLU annellcA(k:n,k:k+nb-1)

endfor

<
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Algoritmo LU BIock—Partition%

Calcolo
blocco

di colonne
di L

calcolo blocco di righe di

<

_~\ "

@é

Matrici-a-blocchi

.

<

<>©
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Osservazione:

Nelle operazioni @

U, = LHAu’ L1y Ui {A>z

U Sy ﬁ 11<U13 = Ass
2

Uy = Lot Ass

I blocchi d * oti e i blocchi di A sono noti

Le incognite sono i blocchi di U

- =
Risoluzione di sistemi lineari multipli
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Risoluzione di sistema lineare m%ﬁ@

L1 Up = 2

” M
1

Risoluzione di diversi sistemi lineari in cui

> la matrice dei coefficientiL,; € la stessa
> il tfermine noto ¢ il vettore colonna della matrice A,
> il vettore soluzione ¢ il vettore colonna della matrice U,
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Fattorizzazione LU di una matrice r'eTTango

(n x m, con n >>m: pannello V@PTIC@
All Ly, /\f\
= L * U
| Au a [\
A ( e

<
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Nuclei computazionali fondamentali @

Ad ogni passo: &Q

angolari a tfermine noto multiplo

# Fattorizzazione LU

& Risoluzione di si

%= Prodotto matrice-matrice

<
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