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Esempio 1

A matrice 6x6 simmetrica

u

. . . 110 76 78|[90 52 -18
Calcolo Scientifico: III lezione 76 146 124|[72 90 52 Raggruppiamo
78 124 210|[116 72 90 ‘ in “blocchi”
A= o M o
. A 90 72 116 |[210 124 78 di dimensione 3x3
Risoluzione 52 90 72 |(124 146 76 gli elementi di A
di sistemi lineari con R N\ Y2 . N
matrici a blocchi AL, A,
K / A21 A22
isa D'A .
Luisa D'Amore A matrice
Matrici-a-blocchi a.a. 2005_2006 1 Matrici-a-blocchi a bIOCChi 5
Esempio 2 Esempio 2
A matrice a banda di ampiezza 7
A matrice quadrata 6x6 p=3
Raggruppiamo —2 0 nggruppicmo
o v ‘ in "blocchi” N - in "blocchi”
0 00 di dimensione 3x3 g=3 ; di dimensione 2x2
A = g 0 ¢ gli elementi di A A= - o d gli elementi di A
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A matrice

diagonale a blocchi .
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Esempio 3

A matrice a banda di ampiezza 7

—

c Raggruppiamo

T 0 0

0=3 S0 - in "blocchi”

R g O di dimensione 3x3

p=3
5]
8

gli elementi di A

T8
N
0 0

A matrice
Tridiagonale a blocchi

Matrici-a-blocchi

se raggruppiamo i coefficienti di A
in blocchi
e
riguardiamo ciascun blocco come
un coefficiente

. =

‘Decomposizione di una matrice in blocchi \

Matrici-a-blocchi

Esempio 1 (cont)

Perché
partizionare
una matrice in blocchi
?

4

.

Sviluppo di algoritmi ad hoc

Matrici-a-blocchi

110 76 78| 90 52 -16
76 146 124| 72 90 5
78 124 210 116 72 9

D
Al 0
"[90 7z 118 210 124 7B
52 90 72| 124 146 76
—16 52 90| 78 76 110
Ay e Ay, simmetriche
J' ottenute I'una da una
A A rotazione dell'altra
11 12
A= )
A, e Ay, Toeplitz
A21 A22 P

ottenute I'una da una
rotazione dell'altra

Matrici-a-blocchi 8




Esempio 2 (cont.)

Esempio 3 (cont)

2 o[t 2 o o
o 5 2 3 o o D, R O
1 2 [7 o [5 o
P i d =
b 1| [0 3 [0 s GM°A E, D, K
o o [3 0][2 0
0 E, D,
o o [0 1f]o 4
A non ¢ diagonale A non ¢ simmetrica
MA MA
alcuni suoi blocchi lo sono alcuni suoi blocchi lo sono
(D1, D;, D3 By, F). (FLEy).
Matrici-a-blocchi 9

p=3

—

Partizionando
in blocchi

.

B -]
;
Fa]

A 1= Ay, simmetrica

A= Ay, T triangolare

Matrici-a-blocchi 10

Ricordiamo che...

Case study: la fattorizzazione LU di
una matrice
partizionata a blocchi

Matrici-a-blocchi 1

A matrice tridiagonale

W:p+q+1=
1+1+1=3

OMatrBi-a-bbocchA N\




come si trasformano le matrici
L e U nel caso di
A tridiagonale a blocchi

?

Matrici-a-blocchi

in analogia al caso scalare
Db R O Ap
€ una matrice
A=|E, D, K tridiagonale a blocchi
0 E, D
Applicando ad A la fattorizzazione LU,
( si verifica che:|
I 0 0 u, F
L=|L, 1 0 u=lo u,
0 L, | 0o 0 u,
L matrice U matrice
bidiagorale a blocchi bidiagonale a blocchi'*

... in analogia al caso scalare

Fattorizzando A=LU

D, I 0 O 0
E, = I 0|.]0
0 E 0 I 0

A L U

Dall'uguaglianza A = LU

Gli elementi di U e di A appartenenti alla banda superiore
coincidono.

Gli elementi di L da determinare sono: L, ,L;

Gli elementi di U da determinare sono le matrici
diagonali: U, , U,, U,

A
otteniamo
D,=U, Up:=D,
E,= LU, Li=EU?
D,=L,F+U, Uy =Dy LRy
E;= LU, ‘ Ly=E3U,t
D= L3R+ U Uy =Dy LyF,

Matrici-a-blocchi




IN GENERALE:
Fattorizzazione LU di
matrici Tridiagonali a blocchi

La fattorizzazione LU produce

o matrice W=p+q+l=
tridiagonale a blocchi 1+1+1=3

Matrici-a-blocchi 17

) =8
U E -
ou - 0
e Uy E
O 01 Unl

matrice bidiagonale
superiore a blocchi

I @ soo
q—l] L 1 - 0
O 10
L |
Matrice bidiagonale
inferiore a blocchi

w=q+1= w=p+l=
1+41=2 1+1=2
Matrici-a-blocchi 18

Eseguendo il prodotto L U e ricavando L; e U; si ottiene:

I 0 -
PR I P Y B
O AE" D, O L | 0 011

Il

U;:=D,
Ly:=E,U,?
U,:=D,- L,F,;

Ln: = Enun—l-1

Matrici-a-blocchi Un: = Dn' LnFn»l 19

Come si specializzano
gli algoritmi di Forward e
back substitution
per matrici
bidiagonali a blocchi

?

Matrici-a-blocchi 20




La fattorizzazione LU a blocchi

Risoluzione di Lz=y

D1 F1 0 Xl Xl X Yis Zi | 0 0 z y Vi =74
E, D, F|x|=|y sono vettori di lung. n =t =1 s
] L1 0z =1y, | m|y,=Lz+2,
0 E, D,\x y 2= Loty 7L,
3 3\ 23 Ys 0 Ly 1)z, Y, _ .
- Ya= L3z, +25;
risoluzione di 2 sistemi 1
bidiagonali a blocchi
' 4 N by
2= Yy Lozy;
I 0 0)z Y, U F 0Yx Zn 2= Y- Lgzy;
L, I 0fz, =]y, 0 U, Rix|=z,
OMatrlci'%&locch’ ;3 X3 0 0 U 3 53 Z3 Matrici-a-blocchi 22
Risoluzione di Ux=z Lrgznacnn — -
Risoluzione di un sistema con matrice tridiagonale a blocchi...
Risoluzione del sistema L y =h:
U kK 0)x 4 Z3= U X 1 0 0 - 0 0)y, b,
0 U, FRI|x =z, ‘ 2,=F, X3t Uy X, L, 1.0 - 0 0fy, b, Y= by;
0 0 U;)x, Z ;= FiXot Up Xgs 0 LS l O O yg = bs ¥o= by - Loy
0 0 0 «+ 1 0fy,| |by, w )
1 0 0 0 -« L, 1)y, b, Yo = bo-LoYnai
L Yy\= b

X3:= (Ug)1 Z5;
X2:= (Uy) 1 (2, - Fy%s);

X:= (Ut (zg- Fr )

Matrici-a-blocchi 23

Risoluzione del sistema U X = y:

FZ
0 U, -~ 0 0 | x — o o
g o :3 o o 5 :3 Xp1 = (Un-l) 1(yn-l 'Fn-l Xn)Y
0 0 0 - U, F.[Xy

U X,

n

X1 = (Uy) Hyy -Fixo)s 2

0 0 -
Matrici-a-blocchi

Uu K O 0 0 X, A
0u, 0 0 |y | [ % =(Un) Y

O - yf!

Yo

Yn

=V




Algoritmi di forward e back substitution
per matrici bidiagonali a blocchi

Nella scelta dell'algoritmo di risoluzione del sistema
quando conviene riguardare una
matrice tridiagonale a blocchi

fori=1tondo fori=ntoldo come matrice a banda
- - ?
¥i=bi- Ly Ui =Yi= Fyin ¢
endfor endfor
(L1yo=0) (FiX141=0) 3 3 4 1 0 0
Db K O 2 13 2 4 0 0
forward substitution back substitution _ |5 6 3 1 41
A—EzDzzﬁA’314432
0 0 1 2 3 4
¥ & B 00 2 2 9 7
Matrici-a-blocchi 25 Matrici-a-blocchi 26
complessita computazionale In generale
La scelta di riguardare A
come matrice tridiagonale a blocchi
2 038 2040 Db R 0 o come matrice a banda
2 2 5 i 2 g A=|E, D, . dipengprincipalmeqte t':{alla possjbilit&di poter
A= partizionare la matrice in blocchi che godono di
5 [1) g g 2 g 0 E, D opportune caratteristiche:
0O 0 0 1 0 1 -Iaspar‘si‘rc‘l
* la simmetria
Algoritmo scalare Algoritmo a blocchi .o
di fattorizzazione LU di fattorizzazione LU . . . . . -
Ip;? m?;rzii?z'%r;du eL famzi:;z::z;ne nali Tali caratteristiche permettono una riformulazione degli algoritmi
- per m . go con notevole guadagno in termini di costo computazionale.
Risoluzione dei sistemi Risoluzione dei sistemi a blocchi 3 3 4 1 0 o0
Lz:y e Ux=z Lz:y e Ux=z D1 ':1 0 1 3 2 4 0 0
5 6 3 1 4 1
A:EzDzehA:314432
Matrici-a-blocchi 27 Matrici-a-| IocQﬁ E3 D3 0 0 1 2 3 o
0 0 2 2 9 71




Fattorizzazione LU di una
matrice a blocchi

Matrici-a-blocchi 29

Al passo k, con k< n-1: Dopo n-1 passi

Riga k ‘

Matrici-a-blocchi 30

Quali sono le operazioni di base?

* Calcolo dei moltiplicatori

Quali sono le operazioni di base
nella versione a blocchi
della fattorizzazione LU?

Matrici-a-blocchi 32




Se A & una matrice quadrata partizionata in 9=3x3 blocchi

A As
A= P Ap A
A1 Asp  Ags

L'obiettivo & fattorizzare A nel prodotto
diLeUcon
L e U matrici a blocchi rispettivamente
triangolare inferiore e superiore a blocchi

Matrici 3!

&
&
I ‘_

effettuando il prodotto L x U ricaviamo le espressioni di ciascun blocco di A

‘Au: LUy ‘ ‘AIZ =L,Up, ‘ ‘Ala =LyUg ‘

‘ Ay =LyUy H Ay = LyUp + LUy, H Ay = Ly Ups+ LyUpg ‘

‘ Ay =LV, H Ay =Ly Up+ LgoUy, H Ags= LytUis+ LgpUps + LygUgg

Matrici-a-blocchi 34

...A partire da queste espressioni ricaviamo il calcolo
dei blocchidiLe diU

Ap=LyUsp, A= Ly Uy
Az = LyyUsp + LU, A= Ly U3+ LUy,

Ap=LgUpt LUy Agg= L Uis+ LypUps + LggUsg

cioé L ;e Uy sono ottenuti calcolando la
fattorizzazione LU del blocco Ay

Matrici-a-blocchi 35

ricaviamo le espressioni
per il calcolo dei blocchidiL e di U

Ap=LyUy  Ap=LyUp, A= Ly Uy
Az = LyyUsp + LU, Ayz= Ly U3+ LUy

Ap=LgUpt LUy Agg= LagUis+ LypUps+ LggUsg

cioe L ,; e Uy sono ottenuti calcolando la
fattorizzazione LU del blocco Ay

Matrici-a-blocchi 36




ricaviamo le espressioni
per il calcolo dei blocchidiL e di U

Ap=LyUy  Ap=LiyUp, A= Ly Uy

Ay=L, Uy A= LlalUnt LUz,

Ay=LUy | A= laUnptlapUs Agg=LgUjst LaUps+ LygUss

cioe L 5; e Uy sono ottenuti calcolando la
fattorizzazione LU del blocco Az

A= LyUpst LyUss

Matrici-a-blocchi 37

OVVERO

Ap T LUy
At LpUn

Ag 7 Ly Uy

= fattorizzazione LU del "pannello verticale di colonne”

Anr LUn
1
A" =| An —| LUy
As1 LaiUgg o )
W moltiplicatori
Calcolo dei blocchi 1Uq
Matrici-a-blocchi 38

ricaviamo le espressioni
per il calcolo dei blocchidiL ediU

A= LUy

Ag= LyUpst LyoUss

Mo LgUpo t LgpUsyy  Agg= LggUpg+ LgpUps + LggUsg

Matrici-a-blocchi 39

ricaviamo le espressioni
per il calcolo dei blocchidiL ediU

Ap=LyUy Ap=LiyUg,

Ay =L, Uy Ap=LyUnp+ LUy, 3= LyUig+ LUy

Ag=LyUy  Ayp=LyUp+ LUy 3= LgUss t LgpUss + LggUss

Matrici-a-blocchi 40
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OVVERO,

Ai=LjyU
da 13~ L1113

Ap=LyUy,

. B

== Calcolo del pannello orizzontale di U

. B

1
Uiz = Lit Agg

1
Ui = Lit A,

Matrici-a-blocchi 41

Analogamente, a partire da .....

‘ Lo U= App— Ly Ulz‘

cioé L ,, e U,, si ottengono calcolando la
fattorizzazione LU di A,,-L,, Uy,

Matrici-a-blocchi

Ap=LyUy Ap=LyUg, A= LUy
Ag=LyUy | M= LagUpt+ LUy Agg=LgUis+ LUy + LggUsg

ricaviamo le espressioni
per il calcolo dei blocchidiL e di U

Ly U= Agp—Lg U12‘

ciog L 3, e U,, si ottengono calcolando la
fattorizzazione LU di As,-Ls; Up,

Matrici-a-blocchi 43

Ap=LyUy  Ap=LyUp, A= LU
Ay =L Uy Ap=LyU,+ LU, Ay =Ly U+ LUy
Ag = LyUy [Ag=LaUpt LgpUp | Agz= Ly Uss+ LgpUss + LggUsg

ricaviamo le espressioni
per il calcolo dei blocchidiL e di U

A= LUy Ap=LyUp, A= LU
Ay=L, U Ap=LyU,p+ LU, Ay =Ly U+ LUy
Ag=LyUy A= LgUpnt LUy [Agg= LyUist LepUss + LggUsg

L33 u 33= A33_ I-31 U13_ L32 U23‘

cioé L 33 e U;;si ottengono calcolando la
fattorizzazione LU di As3-Ls; Ujs- L3oUss

Matrici-a-blocchi
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OVVERO

A= LUt LUy Ags= LyUis+ LppUps

Alla fine del passo 1 abbiamo calcolato

L
Ap=LyUp+ LUy  Agy= LyyUys+ LpUys + LigUss Lll « Tl primo pannello verticale di L
21
L3
» Aggiornamento della matrice attiva Uy Up Ugs \ ' '
= Il primo pannello orizzontale di U
(Azz A23j N (Kzz =Ap —LyUp Ay =Axn- |—21U13j
Asp  As3 Agp = Agp —LgiUjp  Agz = Agg—LgiUs3
Matrici-a-blocchi 45 Matrici-a-blocchi 46
11 PASSO: |
Ly,Up U, Uy
OKI! .
Matrice
LUy A _ A — _ attiva
2 Azz |71U12 Azs - A&s L21U13 \

A&s = &3 B L31U13

S A;z = Asz o L31U12

OKI!

Ricordiarmo ¢he

I_A N\

‘Azz = |-21/J12 + Ly Uzz‘ ‘ glcz’t;lzir‘laiml_o cslcolfre i
221 221 =32

‘Aszf LanYio + Ly Uzz‘ 7

>» fattorizzaziyne LU del pannello di colonne

A LpoU
D22 _)( 22 22]

Ay, LaoU2z

. 2

Calcolo dei blocchi Ly, L3p,Usp)

Matrici-a-blocchi
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Passo 2:

3 Calcolo del blocco orizzontale di U

Poiché o
deve essere Ay = Ly, Uy == Uzs = Laa" Az

= Aggiornamento della matrice attiva

‘('Kaa)% ('&33 = 'Kaa - ngU 23 )‘

Matrici-a-blocchi 49

Alla fine del passo 2 abbiamo calcolato

L1 Uip U Ugg
Loy L2z
Lar |Le2 1

#

= Il secondo pannello verticale di L

= Il secondo pannello orizzontale di U

Matrici-a-blocchi 50

OK! OK!
OK!

= fattorizzazione LU del blocco ,3\33 =(LggUz3)

Alla fine del passo 3 abbiamo

L1 Upp U Ugg
L1 Lo Uz Uz
Ls1 Lsz Lss Us3

Matrici-a-blocchi 51

la fattorizzazione LU a blocchi procede allo
stesso modo di quella scalare

U

Matrice attiva

Matrici-a-blocchi 52
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Algoritmo LU a blocchi

calcolo blocco di righe di U

Calcolo
blocco

di colonne
diL

2
La Ag’ L

Matrici-a-blocchi

53

‘NUCLEI COMPUTAZIONALI DI BASE

Nelle operazioni

U, = LA, L1 |V F A,
U = L’lAl “ Li|Uss = Ags

s Ho Lo Uzs| = Az
Ups = Lot Ags

I blocchidi L e di A sono noti

Le incognite sono i blocchi di U

- .

Risoluzione di sistemi lineari multipli

Matrici-a-blocchi 54

Risoluzione di sistema lineare multiplo:
= Ap

i

Risoluzione di diversi sistemi lineari in cui

> la matrice dei coefficientiLy; ¢ la stessa
> il termine noto ¢ il vettore colonna della matrice A,
> il vettore soluzione & il vettore colonna della matrice U,

Matrici-a-blocchi

55

Fattorizzazione LU di una matrice rettangolare
(n x m, con n>m: pannello verticale)

A Ly
i Ap | = || *
Ay Loy
m

m
1
All m L 1
Ax ) Ly,
n-m
Azt Ly
Matrici-a-blocchi
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Nuclei computazionali fondamentali

Ad ogni passo:

= Fattorizzazione LU di una matrice rettangolare

# Risoluzione di sistemi triangolari inferiori

a termine noto multiplo :

A

AX=B — < :Ax2:b2 con
AB X eR™" | axzb,

# Prodotto matrice-matrice

Matrici-a-blocchi

A X;= by B=[b, b, ...

X=[X1 X; ...

bn]
e X,b eRr"

Xy

57
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