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Problema ...

Progettare un, s
per la ris one di /

mo parallelg ©
; ﬁ@ %Iineari
con rigestflange ’ latare MIMD

a Memoria Distribuita con p processori
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Problema ...

Sistemi triangolari

2N

Sistern| triangolari
Ar feriori /’

il

Forward Substitution

(XOIX11X2)
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JL l
00 O O :O
{a X +a X :b
10 O 11 1

ax+ax+ax—b
L. 20 O 21 1 22 2

Sistemi triangblaf?

To)
X :b
00 01 1 02 2
ax+a X —b
ax:b

Backward Substitution

(X21X11X0)



Sistemi triangolari inferiori ...

(a X =Db
00 O 0

ax+ax :b

<ax+ax+ax
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Sistemi triangolari inferiori ...

»
>

»
>

%‘.
/|
(Lo

a X =D
00 O

a X +a X =D
10 O 11 1

a X +a X +a x =
.200.211.222.

a X +a X/
n0 0O nl

Procedendo “per righe”

il valore di ogni componente
del vettore soluzione
dipende
da quello delle precedenti
(PIPELINE)
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Sistemi triangolari inferiori ...

Come e dove introdurre il

parallelismo?

Nella sequenza dei passi temporali .....
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I Strategia : Distribuzione dei dati per righe ...

Consideriamo un sistema di dimensione n=6 e 2 Studenti

a X
00 O

TR A |
AN a3@3<1+a3£2 AN WZ/ %93 @7

a X +a41xl+a X +a X +a X

ax+ax+ax+ax+ax+ax b
L 50 0 511 52 2 53 3 54 4 55 5

-
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Passo 1-> Studente 1: risoluzione + spedizione a Studente 2

a X =D
00 O 0
a X +a X =D

10 0 111

axo/laxqtax s
J 20 21 1 /

a a X +a éﬁ%
311 32
I 4o . 49(1+ 4 ] +

ax+ax+ax+ax—+ax+ax= b
L 50 0 511 52 2 53 3 54 4 55 5

Calcola ( Xq, X;, X5)
risolvendo il sistema
Triangolare
Inferiore

Studente 1
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Passo 1-> Studente 1: risoluzione + spedizione a Studente 2

‘a X =b
00 O 0
a X +a X =b
10 O 111
axo/laxqtax /7 D
J 20 21 1 /

a a X +a éﬁ%
311 32
I 4o . 49(1+ 4 ] +

ax+ax+ax+ax—+ax+ax= b
L 50 0 511 52 2 53 3 54 4 55 5

Invia
( Xg» X1, X5) | T

Studente 1
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Passo 1> Studente 2: costruzione del sistema triangolare

Valori noti

ax+ax+ax+ =D

<a40;(%a x+a =
B Xﬁa//\\%fﬁ?ﬁ}é 7]

Lo studente 2 costruisce il sistema triangolare di incognite ( x5, X,, X ) sottraendo
al termine noto ( b, b,, b, ) i valori calcolati delle componenti ( x,, X, X,) :

a X =pb —la X +a X +a X
33 3 3 30 0 31 1 32 2
{a X +a X =p —la X +a x +a Xx
43 3 44 4 4 40 O 41 1 42 2
a X +a X +a X=b —la x +a x +a x
. 53 3 54 4 55 5 5 50 O 51 1 52 2

10
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Passo 2> Studente 2: risoluzione sistema triangolare

r

a X
33 3

a X +a X
43 3 44" 4

a X X +a X
53 54 4 55 5

¢l o

Lo studente 2
calcola le componenti
(X3, X4, X5)
risolvendo il sistema
Triangolare Inferiore

N

"
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Collezione (gather) del vettore soluzione

( X \ Scambio
0
X S ——
1
\Xz/
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Collezione (gather) del vettore soluzione

% Z ) w Z
Studente 1
L'i \ { \ (g U/I ! F

X

13
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I Strategia

Passo 1 Passo 2
N O
Studen Rispluzione
U Sistema
Q << /
Definizione Risoluzione
Studente 2 Sistema Attivo Sistema

Passi temporali
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I Strategia: Distribuzione dei dati per righe

Consideriamo un sistema di dimensione n=6 e 3 Studenti

Calcolo Pa

Studente 1

1TUIIWGIWV o WIJU I UL

ax+a x+ax
41 1

ax+ax+ax-
(500 511 522

i

kax+ax D
43 3

—ax+ax+ax b
53 3 54 4 55 5

Studente 2

o I-A. Murli
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Passo 1-> Studente 1: risoluzione + spedizione a Stud. 2 e 3

la X = b
00 O 0
a X +a Xx =D
10 O 11 1 1
a X +a x/[+a X =D
20 O 21 1 22 2 2

a X +a X |+a
30 0 31 1 32 /12

+ a

ﬁi‘% W .

a X +a X |+a T+ == D
40 O 41 1 4 4 4 4

a X +a X |+ al/x X + X/=Db

g 50 O 51 1 5

Parte attiva del sistema globale

- Lo studente 1

calcola le componenti ( X,, X;)
risolvendo il sistema
Triangolare Inferiore

Studente 1

16

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli



Passo 1-> Studente 1: risoluzione + spedizione a Stud. 2 e 3

la X = b
00 O 0
a X +a Xx =D
10 O 11 1 1
a X +a x/[+a X =D
20 O 21 1 22 2 2

a X +a X |+a
30 0 31 1 32 /12

+ a

ﬁi‘% W .

a X +a X |+a T+ == D
40 O 41 1 4 4 4 4

a X +a X |+ al/x X + X/=Db

g 50 O 51 1 5

Parte attiva del sistema globale

Lo studente 1
Invia le componenti calcolate
( Xg, X, ) agli altri studenti

| ——  Studente 2

(Xo, %) V7

Studente 1
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Passo 1= Studenti 2 e 3: definiscono il nuovo sistema attivo

-

a X =
00 0 0
a X +a X =
10 0 11 1 1
a X +a X|+a X =
20 0 21 1 22 2 2

a X +a X|+a 7\+a£f
30 0 31 1 32/\2 3

a X +a X[+a + =1
40 O 41 1 421 \2 48 3 4 4
a X +a X|+ajX X +a/ X/|=

{ 50 0 51 1 3 0] 5

Lo Studente2 definisce il sistema triangolare di incognite (x,, X;) sottraendo
al termine noto ( b,, b; ) i valori calcolati delle componenti (x,, X,):

J\

a x+aXx=b-ax+ax

ax:b—ax+aﬂ:g
=b
L 32 2 333 3 300 311 3

222 2 200 21 1)

Studente 2

18
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Passo 1= Studenti 2 e 3: definiscono il nuovo sistema attivo

rax -
00 0

ax+ax =
10 0 11 1 1

ax+ax+ax =
20 0 21

ax+ax =
30 0 31 32/\2 3

ax+ax =1
40 O 41 4
ax+ax+ax =
{ 50 O 51 5

Lo Studente3 definisce il suo sistema di incognite (X,, X3, X4, Xz)
sottraendo al termine noto ( b,, b ) i valori calcolati a partire
dalle componenti (x,, X,) :

ax+ax+ax b ax+ax):b
4 43 3 44 4 40 0 41 1, _ff
ax+ax+ax+a x b ax+ax):b
52 2 533 54 4 555 500 511 5

Studente 2

19
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Passo 2> Studente 2: risoluzione + spedizione a Studente 3

a X =
22 2

a X +a_X =
32 2 33 3

Calcola le componenti ( X,, X3)
risolvendo il sistema
Triangolare Inferiore

Studente 2

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli

-POI

a X +a x+é%/’ _
42 2 43 3 44 :

a X +a X ] W _
52 2 53 3 4 7

Parte attiva del sistema globale

U"Ic-)z

20



Passo 2> Studente 2: risoluzione + spedizione a Studente 3

O

a X =
22 2

OIN

a X +a_X =
32 2 33 3

a X +a x+a%/‘ _
42 2 43 3 44 :

a X +a X ] W:
52 2 53 3 4 7

Parte attiva del sistema globale

w

-POI

O

o1

Invia le componenti calcolate
( X,, X3) allo studente 3

| —

Studente 2

21
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Passo 2 = Studente 3: definisce il nuovo sistema attivo

a_ X =
22 2

SRR

w

a X_+a__ X =
32 2 33 3

<
a x+ax7 X _ Q
42 2 43 3 44 ]
a X +a X /%A ﬁ%: Z
| “52 "2 53 3 4 g
/L [ 7 7

Lo studente3 definisce il sistema trlangolare di incognite (x,, x5)
sottraendo al termine noto (b , ) i valori calcolati
delle componenti (x,, X5):

.[>

S O

o1

a, X =b (ax+ax)=|6

~ 43 3 A4
ax+ax_b (ax+ax)=b
53 3 5

22
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Passo 3 - Studente 3 : risoluzione sistema triangolare

¢ Lo

Calcola le componenti ( X,, Xc)
risolvendo il sistema
Triangolare Inferiore

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Collezione (gather ) del vettore soluzione

/]

Studente 1

-/

o

X1

—

—/

Scambio

G

Al

—
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4

X,
X3

Studente 2
WL,

-/

[/

Scambio

gt
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Collezione (gather ) del vettore soluzione

‘ e
STuden’re 1 Studente 2
= \\// /]
‘:/X \ /XO\
X1 X1
X2 X2
X3 X3
X4 X4
s ) \Xs )

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Fasi eseguite dagli studenti ad ogni passo:

Passo 1 i Passo 2 i Passo 3

Studente 1 |Risoluzione

0

Studente 3 Definizione Definizione Risoluzione
Sistema Attivo |: Sistema Attivo | : '

PIPELINE TRA I PROCESSORI

Studente 2

26
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Fasi di calcolo sulla matrice ad ogni passo:

Passo 1 Passo 2 Passo 3
Risoluzione
Sistema
AT
A = Risoluzione

Sistema

Calcplo
Sistema| attivo
Calaolo
Sistemd attivo

[ da un passo all’altro i primi processori non lavorano pitl]

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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I Strategia: in generale...

Consideriamo un sistema di dimensione 2n ed n studenti

aOOXO :bo
a X +a X =D
10 O 111 1
a X +a X -+a X =D
200 211 222 2
d X +ad X+t +ad X =D
(200 (211 (n—2)(n—2) n-2 n—2
d X +a X +--t--+--4a X +a X =
(D00 (D11 (D2 n2 (-DH(-) nl nd

Distribuzione dei dati tra gli n Studenti

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli




I Strategia: in generale...

aooxo :bo
a X +a X —b
100 111 1
= M zz -
200 211017222 % W Z 2
=0 125V [:
a X+a _XH--—+--—+-+a X =b
(200 (n211 (n-2)(n-2) n-2 n—2
\a(n—l)OXO T T T T ey e TR T bn—l
Passo 1
P, risolve il sistema triangolare inferiore

P,P,...P.; definiscono il sistema attivo

29
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I Strategia: in generale...

aooxo :bo
a X +a X y - b1
a X +a XHa X —b
200 211 222 %W Z 2
a X +a X+ +-+a X =h
200 (211 (—2)(—-2) n-=2 n—2
\a(n—l)OXO L e I I e O L T A bn—l
Passo 2
P, risolve il sistema triangolare inferiore
P,..P 4 definiscono il sistema attivo

30
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I Strategia: in generale...

aooxo bo
A0 T4 /| b1
a X +a XHa X b
200 211 222 % W Z 2
a X +a X+ +-r+--a X b
(200 (n211 (n-2)(n-2) n-2 n—2
\a(n—l)OXO Lt e N A MR P e S AP | bn—l

I:)n-l

Passo n

risolve il sistema triangolare inferiore

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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I Strategia: Schema dell’algoritmo ...

for(i=0;i<nproc;i++)

{

inloc=i*nloc;

if(menum==i)
{x[inIoc]=b[0]/a[0][in|oc];
?;‘zj’:inlocﬂ ;j<inloc+nloc;j++)
{ sum=0.;
for(k=inloc;k<j;k++)
{

sum-+=a[s][K]*x[K];

;
X[j]=(bls]-sum)/a[s](;

S++;

}

for(j=i+1;j<nproc;j++)
Calcolo Parall {




I Strategia: Schema dell’algoritmo ...

if(menum==i)
{
x[inloc]=b[0]/a[0][inloc];
s=1;
for(j=inloc+1;j<inloc+nloc;j++)
{
sum=0.;
for(k=inloc;k<j;k++)
{
sum-+=a[s][K]*x[K];
i |
x[j1=(b[s]-sum)/a[s]jl;
S++;
}
for(j=i+1;j<nproc;j++)
{
tag=j+77+i,
MPI_Send(&x[inloc],nloc,MPI_FLOAT j,tag,MPI_COMM_WORLD);
b
}

if(menum>i)

{

tag=menum+77+i;

Calcolo Parall



I Strategia: Schema dell’algoritmo ...

x[j]=(b[s]-sum)/a[s][j];
S++;
}
for(j=i+1;j<nproc;j++)
{
tag=j+77+i;
MPI1_Send(&x[inloc],nloc,MPI_FLOAT,j,tag,MPI_COMM_WORLD);
}
}

if(menum>i)
{
tag=menum-+77+i;
MPI_Rcve(&x[inloc],nloc, MPI_FLOAT,i,tag,MPI_COMM_WORLD,&status);
for(j=0;j<nloc;j++)
{
sum2=0.;
for(k=inloc;k<inloc+nloc;k++)
{
sum2-+=afj][k]*x[k];
b
b[j]=b[j]-sum2;
}
b

Calcolo Parall




I Strategia: Schema dell’algoritmo ...

tag=j+77+i,
MPI_Send(&x[inloc],nloc,MPI_FLOAT j,tag, MPI_COMM_WORLD);
}
}

if(menum>i)
{
tag=menum-+77+i;
MPI_Rcve(&x[inloc],nloc, MPI_FLOAT,i,tag,MPI_COMM_WORLD,&status);
for(j=0;j<nloc;j++)
{
sum2=0.;
for(k=inloc;k<inloc+nloc;k++)

{
sum2+=a[j][K]*x[K];

b
b[j]=b[j]-sum2;
}

}

;
MPI_Bcast(x,n,MPI_FLOAT,nproc-1,MPI_COMM_WORLD);

Calcolo Parall




IT Strategia: distribuzione dei dati per colonne

Consideriamo un sistema di dimensione n=6 e 2 Studenti

f

ax
100

=D
0

11 1 ?ﬂr
a X +a
21 1

\

ax+ax+ax
ax+ax+ax

50 0

41 1

511 52 2

Calcolo Parallelo e Distri Studente 1

; =

W

(UL

kax+ax

—ax+ax+ax
533 544 555

2

.

:b
b

36



Passo 1-> Studente 1: risoluzione + definizione sistema attivo

la X =
00 0 0
a X +a X =
100 111 1
aX+aX+aX =
) 21 1 2 |
aX aX-I-aX a —
31 1 3 i
a aX-l-a +
011 411 2 |\ V/a3 A 4(
1 =+a X + =
I's0’0 511 52 2| 533 544 555 5

Lo studente 1 risolve il sistema triangolare
inferiore e determina le incognite (X,, Xy, X,)

Studente 1

37
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Passo 1-> Studente 1: risoluzione + definizione sistema attivo

la X -
00 O 0
a X +a X =
10 O 111 1
a X +a X +a X =
J 21 1 2 O
ax+ax+ax a =
300 311 32 2 3 37
a X +a X +a X + — Z
41 1 43 A 4
nax+ax+ax X =
l{ 50 O 51 1 52 2 53 3 54 4 55 §5 5

Lo studente 1 definisce il huovo sistema attivo sottraendo
alle componenti del termine noto (b, b,, b:)
| coefficienti calcolati mediante (x,, X, X5)

Studente 1

38
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Passo 1-> Studente 1: risoluzione + definizione sistema attivo

a X T
00 0

a X +a X B
100 111

a X +a X +a X T
200 211 222

A 43 3
g

J=b
311 3
ax+ax+a x) b

42 2) 4
b
5

ax+ax+ax

b

0

b

1

b

2
b3—ax+ax+ax
b —

4

b —

5 52 2

Lo studentel definisce il nuovo sistema attivo sottraendo
alle componenti del termine noto (b, b,, b:)
| coefficienti calcolati mediante (x,, X, X5)

Studente 1

39
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Passo 1-> Studente 1: risoluzione + definizione sistema attivo
00 O
a X +a X 10
10 0 111
a X +a X +a X ::bz
20 0 211 22 2 N
b (2 x +a x +a x) b
A 3 311 3
L X b —a, x +a, X +a42x2) 94
b — a_X +a X +8_X =b
Q 5 5919
Lo studente 2 Non compie
nessuna operazione
Studente 1

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli



Passo 1 —> Studente 1 : spedizione dati a Studente 2

a_x =0,
00 0

a X +a X =0
10 0 111

a_Xx +a X +a_X =0,
] 20,0 21 1 22 2 ~
/| )

@RI
— &

L

Lo Studente 1 spedisce allo Studente 2
le componenti del termine noto

[ I

(bs,b4,b5)

——

Studente 1

41
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Passo 2 —> Studente 2: risoluzione sistema triangolare

tillente

risolve il sistema
triangolare inferiore
e determina (X3, X, Xs)

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Collezione (gather) del vettore soluzione

A

/)

Studente 1

JL o

X

X
1

\Xz/

Ml

Scambio

<

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli



Collezione (gather) del vettore soluzione

z Tuxen’re KVU n Z

44
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IT Strategia: distribuzione dei dati per colonne

Consideriamo un sistema di dimensione n=6 e p=3 Studenti

(1

]

a X —
00 O 0
—ld X aX < ‘ "—
10 0 11 1 A /
a a X fa .
<2 21 1 :ZM 2
X 4
| ?‘36(1 % 3(
a Xx+axHHa X +a X ta x =0
40 O 41 1 42 2 43 3 44 4 4
ax+axdax+axtax+ax=b
{ 50 O 511 52 2 53 3 54 4 55 5 5

Calcolo Parall¢ Studente 1 A. MurIiSTUdenTe 2
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Passo 1> Studente 1: risoluzione + definizione sistema attivo

la x
00 0
a X +a X

10 0

111

\

Tt
50 0

a X +
20 0

a X -
21 1

511

Studente 1

Lo studentel risolve il sistema triangolare inferiore
e determina le incognite (X, X,)

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 1> Studente 1: risoluzione + definizione sistema attivo

la x
00 O

da X +ad X
100 111

‘*aX+aX-|

\L

ax+a X
21 1

ax+ax+
300 311

ax+a X
41 1

50 0 511

-d X
22

Studente 1

NQ

Lo studente 1 definisce il nuovo sistema attivo
sottraendo alle componenti del termine noto (b,, b, b,, bs)

| coefficienti calcolati mediante (x,, x;)

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 1> Studente 1: risoluzione + definizione sistema attivo

a X 0
000 b
a X +a X - -
B x b —a x +a X = b
Aax+a b ax+axh):)
322 33/3 300 311 g
[j @ X +a b—ax+ax=:)
@ 2 3 4 Y400 411 4
A X +a X +a X +3 X i ax +a x)=b

Lo studente 1 definisce il nuovo sistema attivo
sottraendo alle componenti del termine noto (b,, b;, b,, b:)
| coefficienti calcolati mediante (x,, x;)

Studente 1

48
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Passo 1> Studente 1: risoluzione + definizione sistema attivo

I
.O O

A PO IRC N

a X +ad X +a X +a X
52 2 53 3 54 4 55 5

Gli studenti 2 e 3 Non compiono
nessuna operazione

Studente 1

Studente 2 0

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli



Passo 1 —> Studente 1 : spedizione dati a Studente 2

I
.O O

R PR NN

Lo Studente 1 spedisce allo Studente 2
le componenti del termine noto

b..5.5..5.)

3 4

——
Studente 1 Studente 2

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 1 —> Studente 1 : spedizione dati a Studente 2

.O O

R PR NN

Lo Studente 1 non invia nulla
allo Studente 3

Studente 1 Studente 2

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 2-> Studente 2: risoluzione + definizione sistema attivo

a X =D
22 2 2
a X +a X =D
322 333 3
b

4

a/K +a X X
2 433

2 4 4 Q

/ - Lz;rassxs 53 5 Z

Lo studente?2 risolve il sistema triangolare inferiore
e determina le incognite (x,, X5)

Studente 2

52
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Passo 2-> Studente 2: risoluzione + definizione sistema attivo

a X
22 2
a X +a X
322 333

a X +a X X

422 " 43’8 a4

ax_l_aXM
/522 53 3 55 5
[T,

Lo studente 2 definisce il nuovo sistema attivo
sottraendo alle componenti del termine noto (54 , 55 )
| coefficienti calcolati mediante (x,, x5)

T T LT 1S

R

Studente 2

53
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Passo 2-> Studente 2: risoluzione + definizione sistema attivo

b
4
b

—(a X +ad X)
42 2 43 3)

(a X +a X
52 2 533

2

Lo studente 2 definisce il nuovo sistema attivo
sottraendo alle componenti del termine noto (54 , 55 )
| coefficienti calcolati mediante (x,, x5)

E

Studente 2

54
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Passo 2-> Studente 2: risoluzione + definizione sistema attivo

Q

i

Gli studenti 1 e 3 Non compiono
nessuna operazione
Studente 2 Studente 1

55
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Passo 2 —> Studente 2 : spedizione dati a Studente 3

A TS W Z

Lo Studente 2 spedisce allo Studente 3
le componenti del termine noto

Studente 2 —

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 2 —> Studente 2 : spedizione dati a Studente 3

ril

i

Lo Studente 2 Non spedisce nulla
allo Studente 1

Studente 2

Studente 1

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 3 —> Studente 3: risoluzione sistema triangolare

I\

O

risolve il sistema triangolare inferiore
e determina (X, Xs)

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Collezione (gather) del vettore soluzione

/]

Studente 1

-/

o

X1

—

—/

Scambio

G

Al

—

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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X,
X3

-/

[/

Studente 2 Z Z

Scambio
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Collezione (gather) del vettore soluzione

/| e
Studente 1 Studente 2
/L [\ 7/ V|
Al
X X
X2 X
X3 X
X4 X3
s KXS J

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Fasi eseguite dagli studenti ad ogni passo:

Passo 1 Passo 2 Passo 3

Studente 1 |Risoluzione

Studente 2

Studente 3 Risoluzione

PIPELINE SENZA INTERSEZIONI

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Fasi di calcolo sulla matrice ad ogni passo:

Passo 1 Passo 2 Passo 3

Risoluzione

Sistema
| W4l O

r
A = Risoluzione
Sistema

Calcplo
Sistema| Attivo jo

Cal
Sistem

I O ;
Attivo |

[ Ad ogni passo lavora solo 1 processore! ]

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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IT Strategia: in generale

a X
000

a X +a X
100 111

a x+a X +a X
211 | 222

d X +a X -
(200 (211

d X +d X -
L (D00 (nAl1

—+d X
(2)(n-2) n-2

a(n—l) (-2 Xn—2 +a(n—1) (=D Xn—l

Wl

WO O SO

Distribuzione dei dati tra gli n alunni

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Fasi eseguite dagli studenti ad ogni passo:

Passo 1 : Passo 2 : Passo 3 ... iPasson

Studente 1

Definizione |:
Sistema Attivo|:

Studente 2

Studente 3

Definizione
Sistema Attivo

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

..........................................................................................................................................................................................................................................

Studente n

PIPELINE SENZA INTERSEZIONI 64
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I e Il Strategia: osservazioni

/ A causa della struttura della matrice

\_

una distribuzione non ciclica induce

WAl saolls

4

e del workflow dell’algoritmo

un carico sui processori
fortemente sbilanciato
W,

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Domanda ...

A Murli

a N
Cosa succede se distribuiamo i dati

N ciclicamente tra i processori ? )
N\ J
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III Strategia: Distribuzione ciclica per blocchi di righe

Consideriamo un sistema di dimensione n=12 e p=3 Studenti

a X :bo
ax +ax =b
10 0 111 1
a X +a x+a x =Db
200 211 22 2 2
ax+ax+ax+ax =b
300 311 32 2 333 f 3
a X fa X fa X +a x +a x =b
40 0 411 42 2 43 3 44 4 4
ax+ax+ax+ax+ax+ax =b
500 511 52 2 533 54 4 555 5
a X +ax+a x +a X +a X +a x +a x —b
60 0 611 62 2 63 3 64 4 65 5 66 6 6
a X +aX+a X +a X +a X +a X +a X +8 X —b
700 711 72 2 73 3 74 4 755 76 6 7
ax+ax+ax-+ax+ax+ax+ax+ax+ax —b
80 0 811 82 2 833 84 4 855 86 6 88 8 8
ax+ax+ax+ax+ax+ax+a +a C+a X +8 X —b
90 0 911 92 2 93 3 94 4 95 5 98 8 99 9 o}
a X+a X+a X +fa X +a x+ax ax+a X +a X +a X+a X =b
100 0 101 1 102 2 103 3 104 4 105 5 106 6 107 7 108 8 1
a X+4+a X+a X+a X+a X +a X X 4+a X +a X +a X +a =b
110 0 1111 112 2 113 3 114 4 115 5 6 6 117 7 118 8 1
Calcolo Par oI-A.Mu Studente 2




Passo le{Studentel: risoluzione+spedizione a TUTTI

TUTTI : definizione sistema attivo

Parte attiva del sistema triangolare

Lo Studente 1 risolve il sistema triangolare inferiore

a X =)
a X +a X _
100 111 1
ax taxtax -
2 200 211 22 2 2
a,x +a X +a x +a X - =b3
a X +a x+a x +a/x|+a x T =p
3 400 411 42 2 K 44 4 2
a X +a x+a x AAlx+a x +a x 6) ﬁ‘ﬁﬁ W —h
500 511 52 54 4 555 5
a X +a x +a +a X +a X + XV —b
1 60 0 611 3 64 4 655 6
AKX Ta + +a;)(4 75 Xra :b7
axX+aX+a X +ax+a x +a x+a x +a x +a x b
2 800 811 82 2 833 84 4 855 86 6 87 7 88 8 ]
a X +a X+a& X +a X +a X +a X +a X +a X +a X +a X b
90 0 911 92 2 93 3 94 4 955 96 6 97 7 98 8 99 9 o]
a X Fa Xira X +a X+a X +a X+a X +a XFa XFa X +a_ X ~p
3 100 0 101 1 102 2 103 3 104 4 105 5 106 6 197 7 108 8 109 9 1010 10 10
a X+a X+a X+a X+a X+a x+a X+a Xx+a x+a x+a x +a X =b
110 0 1111 112 2 113 3 114 4 115 5 116 6 117 7 118 8 119 9 1110 10 111111 11

e spedisce le componenti calcolate (X, , x;) agli altri studenti

TUTTI contribuiscono alla definizione del nuovo sistema attivo

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 1> Studentel: risoluzione+spedizione a TUTTI
TUTTI  : definizione sistema attivo

I
N =]

a X
2 202
a'az 2+a /[ ﬂ
a X +?—4ix +a X //\ %
3 422 44 4
a X X|+a X +a X 6) /7 m
52 5 544 ' 555
i a @3x +a64x4+a65x5+§£x\Z / ! % Z/ Zé
, T a@4+a75x5 7
axXx+a XxXx+a X+a X +a X +a X +a X

2 822 833 844 85 866 877 888

axX+ad X+a X +a X +a X +a X +a X +a X
922 933 944 955 966 977 988 999

+a X+a X+ad X+a X+d X +d X +d X +d X +ad X
3 1022 1083 1044 1055 1066 107 7 1088 109 9 101010

+a X+ad X+a X+a X+a X +a X +d X+a X +a X +ad X
1122 1133 1144 1155 1166 1177 1188 1199 111010 11111%

l

[l 1
0O 1P O 1P 10 1.5 1w

RO 100
o

[EN

Si ottiene il seguente Sistema Attivo
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TUTTI . definizione sistema attivo

Passo 29{ Studente? : risoluzione+spedizione a TUTTI

Parte attiva del sistema triangolare

A X

22 2
A X +a X
322 333

42 2

52 2

ad X +ad X +Ha X

433 | 44 4

A X +a X +a +ax

82 2

92 2

833 |844 855 866 877 88 8

d X +ad X +ad X +a X +d X +a X +a X +a X

933 |944 955 966 977 988 999

53 3 54 55 5 ‘ /} W Q
ax+ax+?/ Fa X +a X

<622 63 3 65 5 66 6

A X +a X + ta X +a X #a

722 133 | 74[4) 755 766 7 A
A X +a X +a=x=kalX + u 71 7 (7

A X
102 2

A X
112 2

+a X+ada X +a X+ad X +a X +a X +a X +d

+a X/+ada X +d X+ada X +ada X +a X +a X +d

X
1083 1044 1055 1066 107 /7 1088 1099 101010

X +
113 3 1144 1155 1166 1177 1188 1199 111010

Lo Studente 2 risolve il sistema triangolare inferiore

a X
1111 11

e spedisce le componenti calcolate (X, , X5) agli altri studenti

TUTTI contribuiscono alla definizione del nuovo sistema attivo
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Passo 29{ Studente? : risoluzione+spedizione a TUTTI
TUTTI : definizione sistema attivo

a44X4 4

a.54L a5 5X5 7_1‘ /T W ~ A5

Q
/ _
4 4 st T %S 7] % W 6
+a X +a X ffrad ) / =
404 755 766 N .
S I I T

a aX +4d
844 855 866 87 /7 888 -

d X +a X +d X +a X +a X +d X N
944 955 96 977 988 999 =

+d X+d X+ada X+ad X+a X+ad X +a X A
104 4 1055 106 6 107 /7 1088 1099 101010 =

+d X+d X+d X+a X +ad X+ada X +d X +d X -~
1144 1155 1166 117 7 1188 1199 111010 111111—|p

C 11

Si ottiene il seguente Sistema Attivo
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TUTTI

Passo 39{ Studente3 :

risoluzione+spedizione a TUTTI

. definizione sistema attivo

7

Parte attiva del sistema triangolare

"

Lo Studente 3 risolve il sistema triangolare inferiore

=b
a X 4
44 4 _6
a X +a X B
\.’4 ~ JJ J ~
a X +a X + =D
644 65 5 6
a X +a X + —b
74 4 75 5 7
a X +a X + _6
84 4 8 5 8 — 8
a X +a X + ~
9474 9575 —b
a——X—t+a——K|N <
10,4 4 10,5 § 0, 8 =D
a X +a X|+a X 4+a X +a X +a x +a 10
11,4 4 115 5 116 6 11,7 7 118 8 119 9 11,10 10 =b

o
o

e spedisce le componenti calcolate (x, , Xs) agli altri studenti

TUTTI contribuiscono alla definizione del nuovo sistema attivo

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 39{ Studente3 : risoluzione+spedizione a TUTTI
TUTTI : definizione sistema attivo

%ZZSZ:: : il
Lo oo ]

A
aUx+ 7"'-’a—‘x

10,6 6
+a x+a x+a X +a X +4d

X—t+a b
10,9 9 10,10 10 T

X +a X —Db
116 6 11,7 7 11,8 8 119 9 11,10 10 1111 11— 11

Si ottiene il seguente Sistema Attivo
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Passo 4 =) Studente 1 : risoluzione + spedizione a Stud. 2 e 3
Stud. 2,3 : definizione sistema attivo

Parte attiva del sistema triangolare

1 a66X6 -

da X +d_X =
6 6 7 7

a X +a X +a X
2 )8 8
a96x6+a X—I—dX+ x @/7

3 Y0676 T a10,7x7 1oié Wﬂ, 9% 10
_|_

|
Umozooo:\lo:@o:

G
]
b (HF 0%
a X +a +a X

X
| 116 6 11,7 7 118 8 11,9 9 1110 10 1111 11 11

[
(@0

Lo Studente 1 risolve il sistema triangolare inferiore
e spedisce le componenti calcolate (. , X,) agli altri studenti

Gli Studenti 2 e 3 contribuiscono alla definizione del nuovo sistema attivo
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Passo 4 -)Studente 1 : risoluzione + spedizione a Tultti
Stud. 2,3 : definizione sistema attivo

1
gz :b
3 +a X +a +a :6
10878 409”9 T H010%10 10
ll +a X +a_ X +a X +a_ X =b
118 8 119 9 1110 10 1111 11 11

Si ottiene il seguente Sistema Attivo
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Passo 5 =) Studente 2 : risoluzione + spedizione a Studente 3
Studente 3 : definizione sistema attivo

Parte attiva del sistema triangolare
: a88X8 :23
a98X8 + a99x9 //7 7 — tig
%088 T H09™0 +§{ 10'n % = t_)1c
3 ]Ja X +a X + ~-b
11,8 8 119 9 1 1111441 14

Lo Studente 2 risolve il sistema triangolare inferiore
e spedisce le componenti calcolate (X5 , Xg) solo allo studente 3

Lo Studente 3 definisce il nuovo sistema attivo

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 5 =) Studente 2 : risoluzione + spedizione a Studente 3
Studente 3 : definizione sistema attivo

)

SO
Q

2o

3 a_ X
11,10 10 1111 X1

§§

Z/ Zé %510

_|_

Si ottiene il seguente Sistema Attivo

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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Passo 6 = Studente 3: risoluzione

Parte attiva del sistema triangolare

/1L ril

Lo studente 3 risolve il sistema triangolare inferiore
calcolando le componenti (X5, X41)

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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III Strategia: Distribuzione ciclica per blocchi di righe

Y

La soluzione e cosi distribuita

v

S’r/l.lden‘re 1 Studente 2
FN FN FYN
X, X, X,
X, X, X
X6 X8 X10
X X X
7 P 5 11/ Y

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli



III Strategia: riassumendo

e

a'OOXO :bO
ax+ax =b
10 0 111 1
a X +a X +ax =b
200 211 22 2 2
ax+ax+ax+ax =b

311 32 2 O 3
ax+ax+ax+ax

41 1 42 2
ax+ax+ax+ax+

511 52 2
ax+ax+ax+ax+ax+ax+

611 62 2 633 [ 644
ax+ax+ax+ax+ax+ax+
70 0 711 74 4 75 5
ax+ax+ax+ax+ax+ax+

811 84 4
ax+ax+ax+ax+ax+ax+

o1 1 94 4
a ax+a x+a X +a x+a a X —
1Q0 0 101 1 102 2 103 3 104 4 105 5 1010 10 10
a XxX+a X+a xXx+a Xx+a X+a x a X +a =
110 0 1111 112 2 113 3 114 4 115 5 1110 10 1111 11

Si aggiorna
80
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Fasi eseguite dagli studenti ad ogni passo:

Passo 1 Passo 2 Passo 3 Passo 4 Passo 5 Passo 6

Def. Sis. Def. Sis. Def. Sis.
Attivo |: Attivo |: Attivo |1

Def. Sis. Def. Sis. Def. Sis. Def. Sis. Def. Sis.
Attivo |: Attivo |: Attivo |: Attivo |: Attivo |:

PIPELINE TRA I PROCESSORI
81
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IIT Strategia:

igliora il bi

o del carico

A, )]

In questo modo il workload si adatta

K meglio al workflow dell’algoritmo

/Distribuendo ciclicamente la matrice tra i processori\

/

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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IV Strategia:
distribuzione ciclica lungo le righe e le colonne (2D)

Consideriamo una griglia cartesiana di dimensione 3X3
periodica lungo le righe

83
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IV Strategia

Consideriamo il sistema
A*X = Db

con A matrice triangolare inferiore, appartenente ad R"™"

e suddivisa in 6X6 blocchi A

N

di dimensione nb x nb

/I — = = [
4
4 . . ) Ao,o Ao,1 Ao,z Ao,3 Ao,4 Ao,5
I blocchi A, ; in rosso
. sqno matricl A1,o A1,1 A1,2 A1,3 A1,4 A1,5
identicamente nulle J‘
\_
Az,o Az,1 Az,z A2,3 Az,4 A2,5
A =
A3,o A3,1 A3,2 A3,3 A3,4 A3,5
g I blocchi A A
occhi A. .
_ W A4,o A4,1 A4,2 A4,3 A4,4 A4,5
in blu sono matrici
\Tnangolan Inferlon) A5,0 A5,1 A5,2 A5,3 A5,4 A5,5
Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli
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IV Strategia

Nel sistema
A*x = b

X e b sono vettori appartenenti ad R"

e su givisi in 6 cchi didimensione n
Q
X D
X — 2 b — 2
X3 D3
X4 04
Xs D5

85
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IV Strategia: distribuzione

Distribuiamo i blocchi di A tra i processori della griglia cartesiana
applicando una Distribuzione Ciclica 2D

Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli



IV Strategia:

La distribuzione Ciclica 2D ¢ utilizzata nelle routine di ScalLapack
che risolvono sistemi lineari triangolari in parallelo.

Questa scelta garantisce |'uniformita

con le routine agistono sui dati
a/dopo Iaﬁol Wﬁ)dﬂ s,%}n W
/ Ad esempio: \

Per risolvere un generico sistema lineare si possono considerare 2 Fasi:

Fase 1 - Applicare prima la fattorizzazione LU della matrice del sistema
(Distribuzione ciclica 2-D)

Fase 2 - Applicare una Forward ed una Backword substitution ai sistemi
ottenuti al passo precedente (Distribuzione ciclica 2-D).

In questo modo abbiamo due vantaggi:

1- I dati non devono essere ridistribuiti nel passare dalla Fase 1 alla Fase 2;

2- Nell'applicare una Backward e poi una Farward substituion il

\ bilanciamento del carico & ottimizzato. j




IV Strategia: distribuzione II

Distribuiamo i blocchi di x e di b tra i processori della griglia cartesiana

Distribuiamo ciclicamente
i blocchi di b lungo la prima
colonna della/griglia cartesiana

Distribuiamo ciclicamente i blocchi di X
tra i processori della_diagonale principale
della grigf@ cartesiana7_\

88
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IV Strategia: distribuzione dati

89



Passo 1 > Py, : calcolo + spedizione

Il Processore P , risolve il sistema triangolare inferiore:

X —_
Ao ™ Xo = b,

Il Processore Py, invia il blocco X, a tutti i processori

P, o appartenenti alla propria colonna della griglia (Colonna Attiva)

90
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Passo 1 > P, 4 : aggiornamento

I processori della Colonna Attiva P, , aggiornano

le componenti del vettore dei termini noti:
b, = b; — A, ;*X, con 0<j<6

91
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Passo 1 > P, : spedizione

N

N

< < > > >
w

(0]

I processori della Colonna Attiva P, , inviano
le componenti aggiornate del vettore dei termini noti
ai processori che seguono nella propria riga della griglia.

92
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Passo 2 > P, ;: calcolo + spedizione

L

1

X

X5
L
X

X

4

5

Il Processore P, ; risolve il sistema triangolare inferiore:
A * X =Dby

Il Processore P, ; invia il blocco x; a tutti i processori
P, ; appartenenti alla propria colonna della griglia (Colonna Attiva)
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Calcolo Parallelo e Distribuito I - A. Murli



Passo 2 > P; ;: aggiornamento

L

N

< < > > >
w N

(0]

I processori della Colonna Attiva P, ; aggiornano
le componenti del vettore dei termini noti:
b, = b; — A, ;*X; con 1<j<6

94
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Passo 2 > P, ;: spedizione

L

N

N

< < > > >
w

(0]

I processori della Colonna Attiva P, ; inviano
le componenti aggiornate del vettore dei termini noti
ai processori che seguono nella propria riga della griglia.
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Passo 3 —> P, , : calcolo + spedizione

Il Processore P, , risolve il sistema triangolare inferiore:
Ay * X, = b,

Il Processore P, , invia il blocco x, a tutti i processori
P, , appartenenti alla propria colonna della griglia (Colonna Attiva)

96
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Passo 3 —> P;, : aggiornamento

I processori della Colonna Attiva P, , aggiornano
le componenti del vettore dei termini noti:
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Passo 3 —> P, , : spedizione

I processori della Colonna Attiva P, , inviano
le componenti aggiornate del vettore dei termini noti
ai processori che seguono nella propria riga della griglia.
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Passo 4 —> Py , : calcolo +spedizione

Il Processore P , risolve il sistema triangolare inferiore:
X —
As3 * X3 = bs

Il Processore Py, invia il blocco x; a tutti i processori
P, , appartenenti alla propria colonna della griglia con i>0

99
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Passo 4 —> P,y : aggiornamento

I processori della Colonna Attiva P, o, i>0, aggiornano
le componenti del vettore dei termini noti:

100
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Passo 4 —> P, , : spedizione

I processori della Colonna Attiva P, ; inviano
le componenti aggiornate del vettore dei termini noti

ai processori che seguono nella propria riga della griglia P;; con j<i .

101
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Passo 5 —> P, ; : calcolo

P2,0

o

na Attiva

Il Processore P, ; risolve il sistema triangolare inferiore:
Asa * X4 =Dy

Il Processore P, ; invia il blocco x, a tutti i processori

P, ; appartenenti alla propria colonna della griglia con i>1

102
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Passo 5 —> P, : aggiornamento

I processori della Colonna Attiva P, ; con i>1 aggiornano
le componenti del vettore dei termini noti:
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Passo 5 —> P, ;: comunicazione

I processori della Colonna Attiva P, ; con i>1
inviano le componenti aggiornate del vettore dei termini noti

ai processori che seguono nella propria riga della griglia P;; con j<i.
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Passo 6 —> P, , : calcolo

P

1z

Il Processore P, , risolve il sistema triangolare inferiore:

X —_
Ass ™ Xg = b
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IV Strategia:
distribuzione ciclica lungo le righe e le colonne (2D)

La soluzione e cosi distribuita
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A ol ]
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