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Per quanto riguarda l’errore di troncamento, ovvero dell’errore introdotto dall’aver
assunto che la funzione f sia nulla al di fuori dell'intervallo [0, 7] e che quindi coincida
con la funzione f,, fissato h, tale quantita decresce esponenzialmente al crescere di N
(e quindi di T') [4]. In generale, in base a tali considerazioni & possibile una scelta
opportuna dei parametri N e h in modo da garantire dei risultati accettabili con un
costo computazionale non elevato.

5.3 La Trasformata Veloce di Fourier (FFT)

Dalla definizione di DFT di un vettore di N numeri complessi si deduce che la valutazione
diretta di ciascuna componente del vettore DF'T richiede il calcolo di N moltiplicazioni
complesse e N — 1 addizioni complesse, ed inoltre la valutazione di N. esponenziali
complessi. Supponendo noti gli esponenziali complessi, il calcolo della DET di un vettore
di lunghezza N richiede, quindi:

T(N)=N-[N molt. complesse + (N —1) add. complesse] = O(N?)

operazioni floating point. Dunque, a parte la valutazione degli esponenziali complessi, la
complessita computazionale del calcolo di una DFT e equivalente a quella di un prodotto
matrice-vettore.

Fino al 1965, anno di pubblicazione del primo algoritmo di Fast Fourier Transform
(FFT) nonostante la gia ampia diffusione della DFT, la sua applicazione presentava
problemi legati al costo computazionale. L’idea di J. Cooley e J. Tukey, alla base degli
algoritmi FF'T, fu di semplificare opportunamente i calcoli decomponendo il problema,
ovvero il calcolo di una DF'T di lunghezza N, in sottoproblemi dello stesso tipo ma di
dimensione non solo piu piccola ma anche tale da consentire di eliminare una buona parte
di operazioni inutili e ridondanti. In altre parole, un algoritmo FFT implementa una
metodologia di tipo divide et impera, applicandola piu volte a ciascuno dei sottoproblemi
cosl ottenuti, in modo da riorganizzare efficacemente le operazioni che coinvolgono gli
esponenziali complessi.

La difficolta principale di un algoritmo per il calcolo di una DFT, e piu in gene-
rale di tutti gli algoritmi numerici utilizzati nell’analisi di Fourier, ¢ sempre stata la
valutazione efficiente delle funzioni trigonometriche, indipendentemente dall’ambiente
di calcolo a disposizione. Gia nel 1925, Witthaker, avendo a disposizione le macchine
calcolatrici per eseguire moltiplicazioni, oltre che le tavole trigonometriche, utilizzando
la metodologia divide et impera, propose uno schema per il calcolo dei coefficienti di
Fourier per N = 6,12, 24, che faceva uso solo delle valutazioni negli angoli notevoli.
Tale algoritmo, ad esempio per N = 12, impiegava solo 44 operazioni. Nel 1958, Goer-
tzel propose un algoritmo basato su formule di ricorrenza per il calcolo di coefficienti
di Fourier per un qualsiasi valore di NV che utilizzava solo 2 valutazioni trigonometriche
(algoritmo di Goertzel (1958), successivamente reso stabile dalla modifica introdotta da
Reinsch [13]). Chiaramente questo algoritmo, a differenza dell’algoritmo poposto da
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Witthaker, poteva essere eseguito per un qualsiasi valore di N, anche se la sua com-
plessita computazionale (O(N?)) ne impediva I'implementazione effettiva per valori di
N grandi. Solo I'introduzione degli algoritmi FFT ha consentito 'effettivo sviluppo di
quelle applicazioni dell’analisi di Fourier basate sull’approccio computazionale, tra le
quali vi sono quelle caratteristiche della disciplina che prende il nome di digital signal
processing o anche piu in generale, di digital image processing. In tali applicazioni N e
almeno dell’ordine di O(10?).

Il primo algoritmo FF'T, introdotto da Cooley e Tukey, si basa sulla decomposizione
degli indici 7 e k£ che definiscono rispettivamente le componenti del vettore di input e
di quello risultante [4]. Questa decomposizione consente di semplificare le operazioni
coinvolte applicando opportunamente le proprieta degli esponenziali complessi. A par-
tire dall’idea introdotta da Cooley e Tukey, I’anno successivo Gentleman e Sande
pubblicarono un articolo che descrive in maniera completa ed esaustiva 1’algorimo FF'T,
corredandolo di analisi della complessita e della stabilita [11]. Dal 1965 ad oggi, sono di-
sponibili molteplici implementazioni dell’algoritmo FFT, ciascuna specializzata in base
a vari fattori come il valore del parametro /N, che definisce la lunghezza del vettore DFT,
il tipo di fattorizzazione di N, I'applicazione o meno del bit reversal. Il pacchetto soft-
ware FFTW contiene tali implementazioni, utilizzabili in maniera del tutto trasparente
perche sono generate automaticamente da un compilatore interno alla libreria.

5.3.1 L’algoritmo di Cooley e Tukey

L’idea alla base di tutti gli algoritmi FFT e calcolare la DFT di un vettore di lunghezza
N =r . q effettuando ¢ DFT di lunghezza r o viceversa.

& Esempio 5.12./Consideriamo la DFT di un vettore f = (fo, f1, f2,..-f11) di lunghezza N = 3-4 = 12:

11
DFT(fly=Fr = _ fiwy" (5.21)
§=0
posto:
k= 3k +ko k1=0,1,2,3 k= 0,1,2
J = 4.]1"'.]0 ]1207152 jOZ 0715273
allora:
3 2 o
Fk) =3 3" f4j1 + joywyy T kitke) (5.22)
Jjo=0j1=0
Poiché:

—(4j1+jo)(Bk1+ko) _ . —12j1k1, —4jiko, —3joki, —joko _ . —12j1k1  —jiko, —joki, —joko
W2 = Wi2 Wi2 w = Wyo w3 Wy Wiz

Wio 12

19Sande era allievo di Tukey.



Capitolo 5. La Trasformata discreta di Fourier e I'algoritmo FFT 375

—12j1k R —
e wp, M =1, la (5.22) si pud scrivere come:

3 2
Fk) =Y wi™ 37 f(dji + jo)ws o wggoR (5.23)

Jo=0 Jj1=0

DFT di lunghezza 3

4 DFT di lunghezza 3

A parte il fattore esponenziale wlzoko, il calcolo di una DFT di lunghezza 12 si riconduce al calcolo

di 4 DFT di lunghezza 3. In particolare, si osserva che i 4 vettori di cui si calcola la DFT, ottenuti
da f(451 + jo) fissando jo = 0,1,2,3 rispettivamente e facendo variare j; = 0,1,2, sono costruiti
considerando le componenti del vettore f i cui indici distano di 4 unita. Y

Consideriamo la DFT di un vettore f = (fo, f1, fo,...[n_1) di lunghezza N = rq - ro:

N-1
k) =" fud* (5.24)
=0
Posto:
]{7— 7’1]{71—|—]€0 k1:0,1, ,7"2—1 /{?0— 0,1, ,7’1—1
] = T2j1+j0 .]1:07]-7 7T1_1 Jo = 0717 7T2_1
allora:
rg—1lr;—1
= D0 3 Flrag o)y (5.25)
Jjo=0j1=0
Poiché:
w;{(szl-i-jo)(lel‘f‘kO) _ w]:[lekl wl—;zjlkow&hjoklw;}joko _ w;,leklwr_ljlkow_jOkl w;[joko
e wy ™M =1 la (5.25) si pud scrivere come:
ro—1 ri—1 .
= D2 w3 Frag o wi (5.26)
Jo=0 7J1=0

J

~
DFT di lunghezzary

ro DFT di lunghezza r1

A meno dell’esponenziale w ]Oko, il calcolo di una DFT di lunghezza N = ry - ry si

riconduce al calcolo di 7 DFT di lunghezza 1. Se poi r; si fattorizza nel prodotto
ry = 13 - ry, si puo applicare tale idea alla DFT di lunghezza ry, pervenendo via via a
DFT di lunghezza piu piccola.
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Wi

e

‘(fo'f@fé -‘f‘?)‘ ‘(fzrfmf? rfxo)‘ ‘(fz nfsnfa rfn)‘
p,=0 P1=1 p,=2

2
3
Z _f(3P0+P])W1§O%

=0

Figura 5.3: Algoritmo di Cooley e Tukey per il calcolo di una DFT di lunghezza 12 mediante la

decomposizione in 3 DFT di lunghezza 4. Le componenti del vettore f distano di 3 unita.

& Esempio 5.13. Consideriamo la DFT di un vettore f = (fo, f1, fo, ...f11) di lunghezza N =4-3 =

22.3 =12
11
k
DFT(flx = F(k) =Y fjwis
7=0
posto:
k = 4k1+k0 k1:0’1’2 kO: 071’273
J= 3j1+Jo j1=0,1,2,3 jo= 0,1,2
si ha:
2 3 o
EE)= 30 30 {8+ oy
Jo=071=0
Poiché:
w1—2(3jl+jo>(4k1+ko) = kg 3itkoy oy —oko gy 12k ik ok —oko
e w1_212j1k1 =1 allora la (5.28) si puo scrivere come:
2 . 3 ‘ ‘
F(k) = Z w;hkl Z f(3]1 _|_j0)w;hko w;2jnko
Jo=0 71=0

DFT di lunghezza 4

3 DFT di lunghezza 4

(5.27)

(5.28)

(5.29)

Il calcolo di una DFT di lunghezza 12 si riconduce al calcolo di 3 DFT di lunghezza 4. Come illustrato
nella Figura 5.3, in questo caso gli ro = 3 vettori di lunghezza r1 = 4 di cui si deve calcolare la DFT,
ottenuti per j = 0, 1,2 rispettivamente, sono costruiti considerando le componenti del vettore f che

distano di ro = 3 unita.

Applichiamo la stesso schema alla DFT piu interna di lunghezza 4. Introduciamo il vettore F™* di

lunghezza 3 cosi definito:
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R

e e

(o) | [Fof)] [ Ff) ]| [Ff0)] [ (Fuf) | ()]

Figura 5.4: Al secondo livello dell’albero, il calcolo della DFT di lunghezza 12 viene ricondotto a
quello di 6 DFT di lunghezza 2. La distanza fra le componenti ¢ di 71 = 3 unita.

3
F*(]O) = Z f(gjl +j0)w4_jlk0 jl —~ 07 1a 27 3 (530)
j1=0
Sia:
allora:

1 1
F (o) = > wy "™ | N7 F(31 +go)w, (5.31)

7,=0 §o=0

DFT di lunghezza 2

-~
2 DFT di lunghezza 2

ovvero una DFT di lunghezza 4 € espressa come 2 DFT di lunghezza 2.
Dalle (5.29) e (5.31) segue quindi che:

2 1 1
Fk) =3 wy?™ 3w, RS (35 + jo)uwy 1 | wig” (5.32)

jo=0 §1=0 34=0

DFT di lunghezza 2

2 DFT di lunghezza 2

3:2=6 DFT di lunghezza 2

Si nota che la DF'T pit interna coinvolge coppie di componenti del vettore f che distano di 3 unita,
come anche illustrato in Figura 5.4. In particolare, poiché

po = 3j1 4 jo = 3(241 + Jo) + jo = 647 + 344 + Jo

le 6 DFT vengono effettuate fissando nelle due sommatorie esterne jo =0 e j; = 0 e quindi utilizzando
le coppie di componenti del vettore f in corrispondenza di pg = 0 e py = 3, poi, fissando jo =0e j1 =1
si ottiene pg = 6 e po = 9, successivamente fissando jo =1 e j1 =0, si ha po = 1 e pg = 4, mentre per
jo=1lej; =1sihapy="7¢epo=10. Infine, per jo=2¢ j; =0segue po =2 e pg=5eper jo=2e
j1 =1 si ha l'ultima coppia di componenti ovvero pg = 8 e pg = 11. &
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Se assumiamo che N sia divisibile per 2, scegliendo r; =N /2 e 1 = 2, I'espressione
(5.26) si scrive come:

1 N/2—1
F(k) =Y wis™ | > (25 + jo)wyly™ | wi?** (5.33)

Jjo=0 Jj1=0

- 7

P
DFT di lunghezzari=N/2

~
2 DFT di lunghezza N/2

e lo schema appena descritto porta alla decomposizione del vettore f in 2 vettori di
lunghezza N/2.

Dalla (5.33) si osserva, in particolare, che fissato jo = 0 nella sommatoria esterna,
I’algoritmo di Cooley e Tukey porta alla decomposizione del vettore f in una parte con-
tenente le componenti con indice 2j;, con j; = 0,..., N/2 e quindi le componenti con
indice pari, e in un’altra parte; per jo = 1, contenente le componenti con indice dispari?°
Siano quindi {fo;}j=0,...n/2 € {f2j4+1}j=0,. N/2—1 1 due vettori di lunghezza N/2 costruiti
a partire dal vettore di componenti { f;};—o.. n_1 € contenenti, rispettivamente, il primo
le componenti di f corrispondenti a valori pari dell’indice j, il secondo le componenti
corrispondenti a valori dispari dell’indice j.

& Esempio 5.14. Consideriamo il calcolo della DET di un vettore di lunghezza N = 16 = 24

15
DFT[flg:= F(k) =Y _ f()wid® k=0,...,15 (5.34)

Jj=0

Fissato k, con k=0,...,N — 1 si ha:

F(k) = Z Jwid" Zf 2j)wig?* + Zf 2j + Lw, _(2]+1)k

7=0 7=0

7 7

=" Fiws”t +wg™ > F(25+ Dwg "

j=0 J=0

Osserviamo che, sfruttando la periodicita dell’esponenziale complesso coinvolto, ovvero dei termini wg ’ b
e ws_k, basta calcolare le componenti di F'(k) per k =0, ..., 7, perché le altre 8 si possono ricavare dalle
prime 8 Ad esempio,

-39 _, —j(8+1) _  —j-8 -j1 _ =351 r __, rmod8
Wg "™ = Wg =WwgT tWyg = Wg (wg = wg )-

20Questa particolare decomposizione fu scoperta gia nel 1942 da Danielson e Lanczos [5].
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e quindi ci si riconduce al calcolo della componente con indice k£ = 1. Siano, allora,

7

= f@hws’, k=0,....7

=0

7
Oy =" f2j+Dws”, k=0,...,7

Jj=0

L’algoritmo di Cooley e Tukey, al primo passo, porta alla decomposizione del vettore F' come:

F(k) = FE(k) +wg " FO(k), k=0,..,7

&
Dalla (5.24) si ha:
N-1 N/2—-1 N/2—-1
Fk) =) f(wy" = Z FENwRE 3T F(25 + D@ ok, (5.35)
J=0 3=0
Poiché ’
w}—v(2y+1)k y w;[m; ka _ w;,;’; ka
segue
N/2-1 N/2—-1
F(k) = Z f(QJ)WN/2+wN Z f(2]+1)wN/2, k=0,...,N—1
J=0 j=0
Siano
N/2-1
E:fQJWMT k=0,...,N/2—1
e
N/2-1
FOUR) = S f2j+ Dwylhl k=0,...,N/2—1
=0

77777777

La (5.35) diventa quindi:
F(k) = FE(k) +wy"F°(k) k=0,...,N/2—1 (5.36)

e sfruttando la periodicita dell’esponenziale complesso w2, le altre N/2 componenti si
ricavano a partire dalle prime N/2.

Se N e divisibile per 2% ovvero r; = N / 2 e divisibile per 2, applicando la stessa idea

----------
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di Cooley e Tukey decompone ciascuna DFT in 2 DFT di lunghezza N/4, ottenute uti-
lizzando le componenti con indice pari e quelle con indice dispari di ciascuno dei due
vettori { fo;}=0,..n/2-1 € {f2j41}j=0,..n/2-1. Questo comporta che il calcolo del vettore
F al primo passo viene ricondotto a quello di 4 DFT di lunghezza N/4.

& Esempio 5.15. (Continua l’esempio 5.14). Consideriamo i due vettori {F¥(k)}r—0, . .7 e
{Fo(k)}k:wj ottenute nell’esempio 5.14. Ciascuna DFT di lunghezza 8 si pué decomporre in 2
DFT di lunghezza 4. Ad esempio:

7 3 3
FE(k) = fF2)wg™ =3 fi)wgF 43 45+ Dwg @08 =

=0 =0 =0

3

Siano

3
FEO(k) =3 f(4) + 1w, ™
j=0

le 2 DFT di lunghezza 4 costruite utilizzando 1 vettori {fa;};=0,...3 € {f4j+1}j=0,...3. Al secondo passo,
lalgoritmo di Cooley e Tukey porta alla decomposizione di {FE(k)}k:07,,,7N/2,1 come:

FE(k) = FEP(k) + wg"FEO(k) k=0,....3

e quindi il calcolo del vettore F' viene ricondotto al calcolo di 4 DFT di lunghezza 4. '

In generale, assumendo che /N sia esprimibile come una potenza di 2, ad esempio
N = 2™ al passo k il calcolo della DFT di lunghezza N viene ricondotto a quello di k
DFT di lunghezza 2™ %, ovvero il vettore f viene decomposto in k vettori di lunghezza
2m=F Dopo m — 1 passi, I’algoritmo di Cooley e Tukey decompone il vettore f in 2!
coppie di componenti, laddove ciascuna coppia definisce una DFT di lunghezza 2. L’al-
goritmo cosi ottenuto ¢ la variante FF'T radix-2 di Cooley e Tukey.

& Esempio 5.16. (Continua ’esempio 5.15).
Riscrivendo ciascuna DFT di lunghezza 4 (ottenuta nell’esempio 5.15) come somma di 2 DFT di
lunghezza 2, si ha:

3 1 1

FPE(R) =" fGwi =37 F@)wi 7+ (85 + 1wy P =

=0 Jj=0 Jj=0
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1
=D F@hwy ™ +wh Y &)+ Duwy

1
j=0 Jj=0

Siano
1

FEPE(R) = f(87)wy”*

=0

1

FEEO(R) =" £(8j + Dwy '
j=0

le 2 DFT di lunghezza 2 ottenute condiderando rispettivamente le componenti (fo, fs) e (f1, fo). In
conclusione, per N = 16 = 2%, dopo 3 passi I'algoritmo di Cooley e Tukey porta alla decomposizione
seguente:
F.=FF +FP =
= (FP + FEO) + (PP + FP9) =
:( kEEE +F]§EO) + (FEOE _i_FkEOO) + (FkOEE —|—FkOEO) + (FkOOE +F]?OO)
laddove la prima somma coinvolge 2 DFT di lunghezza 8, la seconda somma coinvolge 4 DFT di

lunghezza 4 e 'ultima 8 DFT di lunghezza 2. Questo e lo schema dell’algoritmo FFT radix-2, introdotto
da Cooley e Tukey. Si nota la natura ricorsiva dell’algoritmo di Cooley e Tukey. &

L’idea di base dell’algoritmo di Cooley e Tukey & decomporre ripetutamente il vettore
f separando le componenti con indice pari da quelle con indice dispari finché si arriva
a 2™~ ! coppie di componenti. Dopo questa prima fase di decomposizioni successive si
passa alla fase di calcolo effettivo: partendo dalla DFT piu piccola, ovvero quella di
lunghezza 2 si calcolano DFT di lunghezza 4 combinando 2 DFT di lunghezza 2, poi,
combinando 2 DFT di lunghezza 4, si calcolano DET di lunghezza 8 e cosi proseguendo
fino a ottenere 1 DFT di lunghezza N.

Questa versione dell’algoritmo prevede da un punto di vista implementativo una fase
di riordinamento iniziale e una seconda fase di calcolo (operazioni butterfly) sul vettore
ordinato. In tal modo, questa versione produce il vettore risultante secondo 1’ordine
naturale.

Questa strategia e anche nota in letteratura con ’appellativo di decimazione nel tem-
po, perché e basata sulla decomposizione del vettore di input, che nell’analisi di Fourier
rappresenta usualmente una funzione periodica che evolve nel tempo.

In maniera analoga derivano gli algoritmi FF'T radix-r. I pitt comuni sono quelli per
r=3eperr=>.
& Esempio 5.17. Consideriamo la DFT di un vettore f = (fo, f1, f2,...fs) di lunghezza N =3-3=9:

8
DFT(fly = Fx = »_ fiw}" (5.37)
j=0
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Posto:
k= 3k +ko ki,ko = 0,1,2
j: 3j0+.71 jl;jO: 03172
si ha
2 2 o
Fk) =" " f(3o + ja)wg eI Gkitho) (5.38)
jo=0j1=0
Poiché:
w;(3j0+j1)(3k1+k0) — w9—9j0k’1w9—3j0k0w9—3j1k1w9—j1k0
e wy %" =1 1a (5.38) si puo scrivere come:
Fk) =" wi™ 13" F(3jo + ja)wy 70 ang 10 (5.39)
j1=0 Jjo=0
DFT di lunghezza3
3 DFT di lunghezza 3
Il calcolo di una DFT di lunghezza 9 si riconduce al calcolo 3 DFT di lunghezza 3. &

La strategia descritta nel precedente esempio ¢ alla base della classe di algoritmi
FFT radiz-3 in cui il vettore f ha lunghezza N = 3™.

5.3.2 L’algoritmo di Gentleman e Sande

Una strategia leggermente diversa da quella alla base dello schema di Cooley e Tukey
sottende la versione dell’algoritmo FFT radix-2 introdotta da Gentleman e Sande. Tale
variante si basa sul decomporre ripetutamente il vettore DFT da calcolare. Si osserva
che le componenti con indice pari della DFT si possono esprimere come una DFT di
lunghezza N/2 costruita a partire da un vettore ottenuto combinando le componenti del
vettore di input che distano di N/2. Analogo ragionamento si fa per le componenti con
indice dispari della DFT da calcolare.

& Esempio 5.18. Consideriamo il calcolo della DFT di un vettore di lunghezza N = 8 = 23.

8
F(k) =" fjwg?* (5.40)
j=0

8 3 3
Fk) =" fiuwg?™™ =3 frug?™ + 3 fiawg VO (5.41)
§=0 §=0 §=0
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separiamo le componenti del vettore F' con indice pari da quelle con indice dispari, ovvero consideriamo
i due vettori:
(Fo, F2, Fu, Fs) e (F1, Fs, Fs, Fr)

Sfruttando la proprieta di periodicita dell’esponenziale complesso, si ha:

3
F(2k) =Y [f() + £ +D)w ™ k=0,....3
j=0
Fk+1) =3 [f(7) = fG+Dwdw™ k=0,....3

~
I
=)

Primo passo: L’espressione di F'(2k) e di F/(2k + 1) suggerisce di costruire i 2 vettori di'lunghezza 4:

y=(fot fo,fi+fs,fotfo.fs+fr) e z=(fo— fu.(fr— fo)wg', (fa— fo)wy 2, (fs — fo)wi®)

Per cui, i due vettori {F(2k}r=01,2,3 ¢ {F(2k + 1)}x=0,1,2,3 si ottengono come DFT di lunghezza 4
costruite a partire dai vettori y e z:

3 3

=S UFG) + £G+ Dlwi ™ =y k=0,...,3

Jj=0 Jj=0

3
Fk+1) =Y z(j)w;”" k=0,....3
7=0

Per ciascuno dei due vettori {F(2k)}r=0,1,2,3 € {F(2k + 1) }r=0,1,2,3, separiamo il calcolo delle compo-

sy

nenti con indice pari da quello delle componenti con indice dispari. Ad esempio, per quanto riguarda
{F(2k)}k=01,2,3, consideriamo
(F(0), F(4)) = {F(2k) }r=0.2

(F(2), F(6)) = {F(2k)}r=1,3
La coppia (F(0), F(4)) si puo esprimere come DFT di lunghezza 2 costruita a partire dal vettore di
componenti (yo + y2,y1 + y3). Cioé:

1

{F2R)} im0z = )W)+ ylj + 2))w;”

Jj=0

1

{FEE) i1 = Y () + y( + 2)wy wy

J=0

Analogamente, la coppia (F(2), F(6)) si pud esprimere come una DFT di lunghezza 2 costruita a partire
dal vettore di componenti (yo — y2, (y1 — y3)wy ).
Secondo passo: questa analisi suggerisce di costruire i due vettori

Y = o +y2,y1 +u3), ¥ = (yo— Y2, (Y1 —y3)ws )

per cui il vettore di-componenti {F(2k)}x=0,1,23 si pud ottenere calcolando 2 DFT di lunghezza 2
costruite a partire dai vettori 3’ e y”. Cioe:

2

2
F(2k)k=o,2 = Zy/(j)w;jk 2k + l)kzo,g = Zy"(j)w;]k.
=0

Jj=0
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Analogo ragionamento vale per il vettore di componenti {F(2k + 1)}r=01,2,3- Separando le compo-
nenti con indice pari da quelle con indice dispari, cioé considerando i due sottovettori: (F(1), F(5)) e
(F(3),F(7)), si trova che

1

(F(1), F(5)) = {F(2k + 1) }x=0,2 = Z[ () £2(7 +2)] Zz w_]k =0,2
(F(3), F(7)) = {F(2k + 1)} =13 = Z[Z(J) — 2+ 2w ZZH Wt E—13

Si costruiscono quindi i vettori:

2= (20 + 22,21+ 23), 2" = (20— 22,21 — 23)

per cui ciascuna coppia di componenti si puo esprimere come DFT di lunghezza 2 costruita rispettiva-
mente su z’ e z”.
Il terzo passo comporta infine il calcolo delle DF'T di lunghezza 2 costruite al secondo passo, e quindi
il calcolo delle quantita: » ,

vy o=voty, Y =vo—u

Y=y Yy = e

" . /

2 =zh+z2, 2V =zi—2
2" —zl—i—zg z‘:zlll—z;
Il vettore F'= DFT|[f] &

" . . 1"

F:(y 7ylv7yv7yvlvz 7Zivvzuazvi):(F07F47F27F67F17F57F37F7)

Come si puo osservare, il vettore F' ha le componenti non ordinate secondo l'ordine naturale. In effetti,
la componente F} si trova al posto della componente F} e viceversa, la componente Fg si trova al posto
della componente F3 e viceversa. L’ordinamento con il quale si presentano le componenti del vettore
DFT & detto ordinamento del bit inverso (bit reversal), perche se j e k sono due indici di tale vettore
DFT, allora la componente di indice j si trova al posto della componente di indice k se j si ottiene da
k invertendo le cifre della sua rappresentazione binaria. &

Applicando la proprieta di periodicita dell’esponenziale complesso si ha:

N-1 N/2-1 N/2—1 |
J=0 =0 =0
si ha:
N/21 N/2—-1
N/2 ‘ , /2
P(R) = D7 @R+ 16+ N/2wi ™) = 37 [F6) + (D8 + N/2)wy)y
j=0 g
I'ultima eguaglianza sussiste in quanto w;,N/ - lew N k w;,j k/2
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Consideriamo le componenti con indice pari:

N/2—1

F2k)= > [f()+ FG+N/2Quwysl, k=0,... N2—1

Jj=0
e quelle con indice dispari

N/2—1

Fk+1)= > [(FG) = fG + N/2)wy'lwyl, k=0, Nf2=1

yj:f]+f]+N/27 Zj:(fj_f]+N/2)wJ:7]7 j:O)7N/2_1

..........

,,,,,,,,,

Al primo passo, l'algoritmo di Gentleman e Sande calcola i due vettori [y] e [z].

Consideriamo ciascuna DF'T e separiamo le componenti con indice pari da quelle con
indice dispari. I due vettori cosi costruiti, di lunghezza /N/4, sono esprimibili in termini
di DFT di lunghezza N/4:

N/2—1 N/j2—1
DFTly) = 3 [£(0)+£(i + N/2wy)s) = Z b3 =
=0
N/4—1 N/4—1
= Y i+ yievmwys + D [ — yinawywylh
=0 j=0
Se consideriamo le componenti con indice pari del vettore DFT'[y]:
N/a—1
DFT[y)(2k) = > (4 + yjenawyyy k=0,...,N/4—1
=0
¢ N/a-1
DFT)(2k+1) = > (yj = Yjena)wynwny k=0, N/4—1
=0

..........

Yi = (5 +yiens)s y5 = U5 = Yienya)wygs,
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segue che:

{DFT[yl} = {DFT[y|, DFT[y"]},

Analogamente, per il vettore DF'T[z]| contenente le componenti con indice dispari della
DFT di f:

N/2-1 N/2-1
DFT[Z|(k) = Z [(f5 — f]+N/4)wN/2 wN/4 Z ij;f?g
=0
N/4-1 N/4-1
jk
= Z [(z + ZJ+N/4)wN/2]wN/4 + Z ZJ+N/4)wN/2]wN/47 k=0,N/4-1
=0 =0

Introdotti i vettori {2'};—0;. nja—1 € {2"}j=04...N/a—1 di componenti

’ "n_ —J
%= %+ Zienga, 75 = (8= Znga) Wy,

segue che
DFT|z] = {DFT|[?'], DFT[Z"]}

Al secondo passo, l'algoritmo di Gentleman e Sande calcola i vettori y' , y”, 2’ e 2"
e il calcolo della DFT di lunghezza N viene ricondotto a quello di 4 DFT di lunghezza
N/4:

F=DFT[f]| =

= (DFT[y], DFT]z]) =
= (DFT[y'], DFT[y"]), (DFT|?'], DFT[2")

Proseguendo in questo modo, dopo m = log(N) passi, I'algoritmo di Gentleman e Sande
costruisce N/2 vettori di lunghezza 2. Ciascuna coppia ¢ una DFT e fornisce una coppia
di componenti della DFT del vettore f.

A differenza della variante di Cooley e Tukey, si nota che in questa strategia le DF'T
calcolate in un certo passo sono ottenute utilizzando il vettore costruito al passo prece-
dente, per cui I'algoritmo di Gentleman e Sande prevede inizialmente una fase di calcolo,
per un certo numero di passi dipendente dalla dimensione del vettore f, e poi, una volta
arrivati a calcolare le N/2 DFT di lunghezza 2, € necessaria una fase di riordinamento
del vettore DFT, dal momento che tale vettore risulta nell’ordine scrambled, ovvero se-
condo l'ordinamento indotto dal bit reversal. Tale ordinamento ¢ cosi detto perche la
componente di indice 5 occupa la posizione della componente di indice k e viceversa, se
k si ottiene da j invertendo le cifre della rappresentazione binaria di k.

Questa variante ¢ anche nota in letteratura come decimazione nelle frequenze, per-
ché la decomposizione viene effettuata sulle componenti del vettore DFT , e nell’analisi
armonica tale vettore fornisce informazioni sulle frequenze contenute nel vettore dato
[11].



